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E. 


Ebene. Eiae Ebene ist eine Fläche 
von der Beschaffenheit, dafs wenn 2 in 
derselben gelegene beliebige Punkte durch 
eine gerade Linie verbunden werden, diese 
Linie mit allen ihren Punkten in der 
Ebene sich belindet. 

Jede andere gerade Linie, welche gegen 
die Ebene geführt wird, berührt die E. 
in nur einem Punkt und verlängert 
schneidet sie die E. in diesem Punkt. 
In dem ersten Fall steht die gerade L. 
anf der E., deren Berührungspunkt heifst 
der Standpu nkt oder Fnfspunkt der 
geraden Linie. 

Hat eine gerade L. eine solche L-sgo 
gegen die K., dafs sie dieselbe nicht be- 
rührt oder schneidet , so weit man beide 
auch verlängern mag, so läuft die ge- 
rade I,. mit. der E. parallel. 


Steht eine gerade L. anf einer E. der 
Art, dafs sie mit allen durch ihren Stand- 
punkt gezogenen in der Ebene be&ndli- 
chen geraden Linien rechte Winkel bil- 
det, so heifst die Linie winkelrecht, 
lothrecht, normal auf der E., sie ist 
ein Loth anf der E. Jede gerade Linie, 
die auf einer E. nicht lothrecht steht, 
heifst schief oder schräg. 

2. Steht eine gerade L. auf zweien in 
einer Ebene durch ihren Standpunkt ge- 
zogenen geraden Linien lothrecht, so ist 
sie ein Loht auf der Ebene. 

Denn ist AC mit den beiden in der 
Ebene gelegenen geraden Linien CB und 
CI) lothrecht und CO eine beliebige an- 
dere durch C in derselben E pzogene 
gerade L , nnd man zieht eine beliebige 
geraile Linie BO, welche die 3 Linien 
CB, CD, CG schneidet, 
verlängert AC bis CF, 
■SO daft CF=CA, und 
zieht die Linien von A 
nnd F nach den Punk- 
ten B, 0, G, so sind 
auch die Z BCF und 
DCF rechte Winkel, folg- 
lich ist 

nnd AdCÜ^AffOf' 

folglich AB = FB 

nnd AD = FD 

hier zu BO = BO 

folglich AAß0.vAff.BD 

also ,^ABG= ^FßG 
hieran BG = BG 

folglich t^iABGts ö, FBG 
also AG — FO 

hierzu AC=FC 

und CO=CO 

folglich AACCMAffCO 

1 


Fig. 584. 
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und hieraus ^ACG= /iFCG 
die als Nebenwinkel zusammen = 2 rech- 
ten Winkeln sind, und also Z.-^CG = R/,. 

Da nun CG eine ganz beliebig gewählte 
Linie ist, so bildet auch AC mit jeder 
durch C in der E gezogenen geraden L. 
einen rechten Winkel. 

3. 3 beliebig im Raum gegebene Punkte 
l>estimmen die Lage einer Ebene und 
durch solche 3 Punkte i.st nur eine E. 
und nicht noch eine zweite möglich. 

Denn sind die 3 Punkte B, l) ge- 
geben und man rerbindet dieselben durch 
gerade Linien, so mufs die gerade Linie 
BD mit den Punkten B und l> in der- 
selben Ebene liegen ; desgleichen die Linie 
CD mit den Punkten C und D und die 
Linie BC mit den Punkten B und C in 
einerlei Ebene Wollte man nun anneh- 
men, dafs die 3 Punkte B, C, D nicht 
nur in der Ebene BCD sondern noch in 
einer zweiten Ebene lägen , so exi.stirt 
ein aufserhall) BCD liegender Punkt, z. K. 
A in der 2ten Ebene, und da diese zweite 
Ebene die erste in CD, in BC und zu- 
leich in BD schneiden niürste, so wür- 
en die drei Dreiecke ACD, ABC und 
ABD in dieser zweiten E zugleich sich 
befinden müssen; jedes dieser Dreiecke 
schliefst aber einen der gegebenen Punkte 
als aiifserbalb liegend von der zweiten 
Ebene aus. Es folgt hieraus: 

Die Schenkel eines geradlinigen Win- 
kels liegen nur in einer Ebene. Zwei 
sich schneidende gerade Linien, zwei mit 
einander parallel laufende Linien liegen 
nur in einer E. 

Zwei Ebenen schneiden sich in einer 
geraden Linie, denn schnitten sie sich 
in noch einem aufserhalb der graden L. 
liegenden Punkt, so würde dieser mit 
noch zweien beliebigen Punkten der ge- 
raden Linie zusammen 3 Punkte ans- 
machen, zwischen welche nicht zwei Ebe- 
nen zu legen sind. 

4. Wenn von zweien sich schneidenden 
Linien die eine lothrccht auf einer Ebene 
ist, so ist die andere nicht lothrecht auf 
derselben E. 

Denn legt man durch die beiden sich 
schneidenden Linien eine E., so mufs 
diese die erstere E. schneiden. Es sei 
AC auf der E. in C lothrecht, AB die 
zweite, die AC in A schneidende gerade 
L., und CB die Durchschnittslinie zwi- 
schen beiden Ebenen CDB und ACB, so 
ist ^ ACD ein rechter^ in dem /^ACB, 
folglich mufs / ABC spitz und /Iß kann 
kein Loth auf £ sein. 

Hieraus folgt, dafs in einem Punkt 
einer E. immer nur ein Loth errichtet 
und vou einem Punkt aufserhalb einer 


E. auf dieselbe nur ein Loth gefällt wer- 
den kann. 

5. Sind auf einer geraden Linie in 
einem ihrer Punkte mehrere winkelrechte 
Linien errichtet , so liegen diese alle in 
einer E. Denn es seien auf der geraden 
Linie AC in C die Lothe CD, CB, CH 
errichtet, und man legt durch CD und 
CB eine E , so ist AC ein Loth auf die- 
ser E., weil die beiden _.4Cöuud ACB 
rechte sind. Gesetzt nun CH läge nicht 
in derselben E., und man legt durch ACH 
eine E., welche die erstere E. in CJ schnei- 
det, so ist nach No 2, /ACJ ein rechter; 
da aber auch ACH ein rechter ^ ist, so 
müssen CJ und ('H zusammenfallen. 

6. Die von einem Punkt A auf eine 
E. gefällte lothrechte ist die kürzeste 
Verbindungslinie zwischen dem Punkt 
A und der E. .lede andere Verbindungs- 
linie wird gröfser und um .so gröfser je 
weiter der Standpunkt derselben von dem 
Stand|iuukt des Loths entfernt ist. AC 
ist die kürzeste Linie, AD ist > .4C; ist 
CD< CB so i.st auch Al)< AB und sind 
CD und CB einander gleich so sind auch 
AD und AB einander gleich. Die loth- 
rcchte AC heifst der Abstand des Punkts 
A von der Ebene. 

7. Steht eine gerade Linie AC auf einer 
E. lothrecht und man fällt von irgend 
einem Punkt A der L. auf irgend eine 
iu der E liegende gerade Linie BD eiue 
Normalo AG und verbindet diesen Punkt 
G' mit dem Standpunkt C des Loths AC 
durch eine gerade Linie CG, so ist auch 
diese mit BD normal. 

Denn macht man GD = GB, legt durch 
die Dreiecke ABD, ACD, ACB und ACG 
Ebenen, so ist 

DG = BG 

/AGD = /AGB=R 



AG = AG 

folglich 

^AGD^/^AGB 
AD = AB 

hierzu 

AC=AC 

und 

/ACD = ACB- R 

folglich 

Ci ACD ^ Ä ACB 
CD = CB 

hierzu 

CG — CG 

und 

DG = BG 

folglich 

tiCDGniACBG 
/ CGD = / CGB = R 


Eben so wird bewiesen, dafs wenn die 
Linie CG auf die beliebige in der E. be- 
findliche gerade Linie BD normal ist, 
die von irgend einem Punkt A des Loths 
CA nach G gezogene gerade Linie AG 
auf BD normal ist. 

8. 2 gerade Linien, die auf einerE. senk- 
recht stehen, sind mit einander parallel. 
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Denn sind AC und KG lotbrecht auf 
der E. und man verbindet beider Stand- 
punkte C und C durch CG, zieht in der 
E. auf CG die Normale BO und die Linie 
AG 80 ist anch AG auf BO normal; da 
nun auch GK auf BO normal ist, so lie- 
fen die 3 geraden Linien GC, GA nnd 
GK in einerlei Ebene, und da in 
derselben Z ACG = R = / CGK so 
ist AC=^KG. 

Eben so wird bewiesen, dafs wenn 
Ton 2 parallelen L. die eine loth- 
recbt auf einer E. ist auch die an- 
dere auf derselben E. lothrerht steht. 

9. Hierans folgt, dafs zwei gerade 
Linien im Raum mit einander f- sind 
wenn jede von beiden mit einer 
dritten ist. 

Ferner, dafs zwei Winkel im 
Raum einander gleich sind, wenn 
ihre Schenkel je 2 und 2 nach der- 
selben Seite der Verbindungslinie 
ihrer Scheitelpunkte mit einander 
parallel laufen. 

10. Werden aus beliebigen Punk- 
ten einer auf einer E. schräg stehen- 
den geraden L. auf die E. Lothe 
gefällt, so liegen deren Stand- 
punkte mit dem Standpunkt der 
schrägen in derselben geraden 
Linie; denn fällt man die Lothe AC, LM 
der schrägen AB auf die E. , so befinden 
sich AC und LM in einerlei E., nnd zwar, 
da sie mit der Linie AB zwei Punkte A 
und L gemein haben in derselben K., in 
weicher AB liegt; legt man daher durch 
die Linien AC, LM und AB die ihnen 
gemeinscbaAlicbe E., .so schneidet diese 
die erste Ebene in einer geraden Linie 
und in dieser liegen also auch die Stand- 
punkte jener Linien. 

Die gerade Linie, in welcher die Stand- 
punkte sämmtlicher Lothe einer schräg 
auf einer E. befindlichen geraden L. lie- 
gen, heilst die Projection der schrägen 
L. auf der E. 

11. Der Winkel, den eine schräge L. 
mit ihrer Projection auf einer Ebene 
macht, ist der kleinste toii allen anderen 
Winkeln, welche die schräge L. mit an- 
deren geraden aus ihrem Standpunkt auf 
der B. gesogenen Linien bilden kann. 

Denn ist CG die Projection der schrä- 
gen AG, AC das Loth auf der E., und 
man zieht eine beliebige andere gerade 
OB, macht diese = GC und zieht AB, so 
ist AB>AC. 

Nun ist in den beiden Dreiecken AGC 
und AGB AO = AG 

GC= GB 
und AC < AB 

folglich /_AGC</_AGB 


12. Bilden die geraden Linien 00 nnd 
GB mit der Projection GC der schrägen 
AG gleiche Winkel, so sind anch die 
^AGD und AGB, welche die Schräge 
AG mit GO und GB bildet einander gleich 
Denn macht man GO=GB, so ist in 
den Dreiecken CDG und CBG 


Fig. 585. 



CG = CG 
GO = GB 
ZOGC= /iBGC 


daher 

also 

hierzu 

AOCCoäAßCC 
CO = CB 
AC = AC 

ZACO = /iACB = n 


A.dCß¥A^C« 

also 

AO = AB 

hierzu 

OG = BG 


AG- AG 

folglich 

^AGD SSA 

woraus 

z.ago = /_agb 


13. Sind die Winkel, welche die Pro- 
jection GC von GA mit den Linien GO 
und GB bilden ungleich, so sind auch 
die Winkel zwischen diesen Linien und 
der schrägen AG ungleich und zwar ge- 
hören die beiden grofseren und die bei- 
den kleineren Wiiuel zusammen. 

Denn wenn man wie No. 12 beweist, 
so erhält man 
für Z_DGC> Z.BGC 

io deu Dreiecken OGC nnd BGC 
CO > BC 

also in den bei C rechtwinkligen Drei- 
ecken ACO und ACB 
AO>AB 

folglich in den Dreiecken AOD und AGB 
Z.AGD>Z.AGB 

14. Der Winkel AGC den eine Schräge 

1 » 
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AG mit ihrer Proiection auf einer E. bil- 
det heifst der Neigungswinkel der 
schrägen L. gegen die E. 

15. Schneidet eine von rwei parallelen 
Linien eine E., so trifft auch die andere 
dieselbe E , und beide haben mit dersel- 
ben gleiche Neigungswinkel. 

Penn sind AG und FU 4= und triW 
AG die Ebene PQ in C, .so schneidet die 
E. der beiden Parallelen dieselbe Ebene 
/•y in einer geraden Linie, in welcher 
der Pnnkt G liegt; dieselbe Dnrehschnitts- 
linie liegt aber auch in der Ebene zu 
welcher AG und FH gehören und folg- 
lich mufs auch FH die Ebene in einem 
Punkt H schneiden , so dafa die gmde 
Linie GH in beiden Ebenen liegt. Eällt 
man nun die Lothe AC und F’J, so sind 
auch diese (nach No. 8) mit einander + 
und nach No. 9 ^CAG = ^JHI. Zieht 
man nun die geraden Linien GC und //./, 
so sind in den beiden Üreiecken AGC 
und FHJ auch die dritten und 

FHJ, d. h. die Neigungswinkel der beiden 
Parallelen einander gleich. 

16. Eine gerade Linie ist mit einer 
Ebene +, wenn sie mit einer in der 
Ebene liegenden geraden Linie d- 'st. 

Fig. 53C. 
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diese mit einander 4- und liegen also in 
einerlei Ebene und zwar in derselben in 
welcher zugleich AB liegt. Verbindet 
man die Standpunkte C, F durch eine 
gerade Linie, so liegt auch diese mit den 
3 Linien in derselben Ebene und ist der 
/I E 4 =, weil diese mit der E. ist, folg- 
lich sind AC und EF als Parallelen zwi- 
schen I’arallelen gleich lang. 

Fällt man nun von der unbegrenzten 
AB ein drittes Loth Bl) auf k, so ist 
BI) I mit AC und EF, liegt mit EF 
und AB in einerlei Ebene, also auch mit 
AC in derselben Ebene, Fl) liegt mit 
CF in einerlei Linie und BD = EF= AC. 

17. Läuft eine gerade Linie mit einer 
E. 4 , und m.nn legt durch die Linie Ebe- 
nen, welche jene E. schneiden, so sind 
die Durchschnitlslinion unter einander 
und mit ersterer geraden Linie 4=._ 

Denn träfe eine Purchschnittidinie mit 
der geraden L. zusammen, so müfste dips 
in der Ebene geschehen mit welcher die 
Grade 4= ist, welches nicht sein kann. 
Da nun die gerade mit jeder Durchschnitts- 
linie der sich schneidenden Ebenen + ist, 
so sind diese auch unter einander 4". 

19. Da die Lothe ans allen Punkten 
einer mit einer E. parallelen geraden L. , 
auf die Ebene gleico lang sind, so hat 
eine mit einer fT. parallelen Linie in allen 
ihren Punkten einen gleichen Abstand 
von der Ebene. 

20. .Schneiden sich zwei El>enen in einer 
geraden Linie AB und es werden auf 
dieser in verschiedenen Punkten l ) , H 
Normalen errichtet, die in beiden Ebenen 
liegen und nach einerlei Seite hittgerich- 
tet sind, .«o sind die von denselben ein- 
geschlossenen Winkel alle einander gleich. 


Fig. 587. 


Denn ist AB anfserlialb der Ebene /'(> 
und mit der in 7'y liegenden Linie CI) 

-p, so liegen beide Linien in einer Ebene, 
welche die Ebene l*Q in <ler geraden 
Linie CD schneidet. Es kann also die 
AB keinen Punkt auDierlialb der CD mit 
der Ebene /’p gemein haben, und da sie 
mit CI) 4= ist, so hat .«ie mit der Ebene 
PQ gar keinen l’unkt gemein und ist 
folglich mit /’P parallel. 

18. Fällt man aus beliebig vielen Punk- 
ten einer mit einer E. parallelen Linie 
Lothe auf die Ebene, so liegen diese alle 
in einerlei E. und .sind gleich lang. Denn sind CD und GH normal AB 

Denn fällt man von iler mit £ paral- in der Ebene KB, so ist CD 4= GH, eben 
leien AB awei Lothe AC, so sind so sind die in der Ebene AC auf Afi be- 
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findlicben Normalen FD nnd JU einan- 
der 

also (nach Xo. 9) /_CDF= z.fiHJ. 

2 1. Ein solcher durch Normalen in einem 
Punkt der Durchschnittslinie zweier Ebe- 
nen gebildeter Winkel heifst der Nei- 
gungswrinkel der Ebenen, wenn er 
von beiden möglichen Nebenwinkeln wie 
/^COF und CD fl der kleinere ist. Ist 
der Neigungswinkel zweier Ebenen ein 
Rechter, so hoifscn die beiden Ebenen 
normal, winkeirccbt, lothrecht, 
perpendiculär auf einander. 

22. Wird durch eine auf einer Ebene 
normale gerade Linie eine E. gelegt, so 
sind beide Ebenen auf einander norinal. 


Fig. 588. 



Denn ist die gerade Linie AB in B 
auf der Ebene Py normal , und i.st BS 
eine durch AB gelegte E. , welche die 
P{l in CD schneidet, so ist auch AB auf 
CI) normal. Errichtet man nun auf CD 
in B die in P(t fallende Normale BF, so 
ist AB auch normal BF und /iABF ht 
ein rechter Winkel , und da dieser (nach 
Nn. 21) der Neigungswinkel zwischen bei- 
den Ebenen ist, so sind dieselben auf 
einander normal. 

Eben so wird bewiesen, dafs wenn man 
in einem Punkt der Durchschnittslinie 
zweier auf einander normaler Ebenen PQ 
und RS eine lothrechte errichtet, die in 
einer der beiden Ebenen liegt, diese loth- 
rechte auch eine lothrechte auf der an- 
deren Ebene ist. 

23. Ferner wenn 2 E. auf einander 
normal stehen und man fällt aus einem 
in der einen E. befindlichen Punkt ein 
Loth auf die andere E., so liegt dies Loth 
mit allen Punkten in der ersten Ebene. 


Hieraus folgt wieder, dals wenn zwei 
sich schneidende Ebenen beide auf einer 
dritten E. normal stehen, auch deren 
Durchschnittslinie auf der dritten E. nor- 
mal steht. 

24. Haben zwei Ebenen eine solche 
Lage gegen einander, dafs sie sich nir- 
gend schneiden wie viel man dieselben 
auch erweitern mag, so heifsen die Ebenen 
parallel, sie sind Parallelebenen. 

25. Steht eine gerade L. auf zwei Ebe- 
nen normal, so sind beide E. mit ein- 
ander. 

Denn sind (Fig. 588) A und B die 
Standpunkte der auf den Ebenen UV 
und PQ gemeinschaftlichen Normalen AB, 
so ziehe in PQ die beliebige gerade Linie 
BF nnd verbinde F mit A, so ist in 
dem isABF der /_ABP' ein Rechter, 
folglich ist BAF ein spitzer Winkel. 
Es kann also der Punkt F, so weit er 
auch von B entfernt ist, kein Punkt 
der Ebene UV sein, weil sonst AB auf 
dieser Ebene nicht normal wäre , nnd 
da dies von allen in PQ beliebig lie- 
genden Punkten gilt, so ist UV A" PQ- 

26. Werden 2 parallele Ebenen von 
einer dritten gescmiitten, so sind auch 
deren Durchschnittslinien mit einander 
parallel. 

Denn da beide Durchschnittslinien in 
der schneidenden E. liegen, so können 
sie nur in dieser Zusammentreffen; da 
sie aber zugleich in beiden parallelen 
E. liegen, so treffen sie nirgend zusam- 
men und sind folglich parallel. 

27. Parallele Ebenen sind überall gleich 
weit von einander entfernt. 

Denn es seien (Fig. 588) von den be- 
liebigen Punkten A, G der Ebene UV 
die Lothe AB, GF gefällt, so sind diese 
einander p, nnd liegen beide in der Ebene 
AGFB, wenn man die I.inien AG und 
BF zieht. Es sind also AG und ßA'4: 
und daher ist AB — GF, weil diese beiden 
Linien Parallelen zwischen Parallelen sind, 
und da die Punkte A und G ganz will- 
kührlicbe Punkte sind, so gilt diese Gleich- 
heit der Lothe zwischen allen anderen 
Punkten der beiden Ebenen. 

28. Die Ebenen zweier Winkel, deren 
Schenkel 4= laufen, sind selbst mit ein- 
ander parallel. 

Denn sind (Fig. 588) die Schenkel AG 
und JK, All und JL der ^GAH und 
KJh mit einander oarallel, UV und PQ 
die durch die Winkel gelegten Ebenen, 
nnd man fällt das Loth AB auf PQ, zieht 
ßF=P •ff*. BD + JL, so sind (nach No. 9) 
diese Linien auch 4= AG und AU. Da 
nun Z ABF = R, so ist auch z BAG = R 
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und da ^ABD-= R, so ist auch ZMH 
= Ä, mithin ist AB normal auf PQ und 
UV, also nach No. 2.1, UV ^ PQ. 

29. Zwei parallele E. werden von einer 
dritten unter gleichen Neigungswinkeln 
geschnitten. 

Fig. 589, 


FJK die Neigungswinkel swischen den 
Ebenen HS und UV und RS und PQ. 

Sind nun diese Winkel einander gleich, 
so sind auch die Linien JK und GH pa- 
rallel, da nun auch die Linien CD und 
WÄ parallel sind, so sind nach No. 28 
die Ebenen PQ und UV parallel. 

Folgende Sätie sind sehr leicht lu be- 



weisen. 

31. Wenn eine gerade Linie eine von 
2 parallelen Ebenen schneidet, so schnei- 
det sie auch die andere Ebene. 

32. Wenn eine Ebene eine von 2 pa- 
rallelen Ebenen schneidet, so schneidet 
sie auch die andere Ebene. 

33. Wenn zwei E. einer dritten pa- 
rallel .sind, so sind sie unter einander 
parallel. 

Ebenenwinkel oder FUchenwtnkel ist 

der Winkel, den zwei zusammentrelTende 
Ebenen mit einander bilden; er wird durch 
den Neigungswinkel beider Ebenen ge- 
messen (s. Ebene No 20). 

Ecke, KSrperecke ist die Vereinigung 
mehrerer ebenen Winkel, von denen je 
zwei und zwei einen gemeinschaftlichen 


Denn sind (Fig. 589) AB und CU die 
beiden parallelen Linien, in welchen die 
beiden parallelen Ebenen UV und PQ 
von der Ebene RS geschnitten werden, 
und man errichtet in einem Funkt G der 
Linie AB das Loth GH in der Ebene UV 
und das Loth GF in der Ebene RS, so 
ist /iFGH der Neigungswinkel zwischen 
den Ebenen RS und UV. Verlängert 
man nun FG bis J, legt durch FJ und 
GH eine Ebene, welche die Ebene PQ 
in JK schneidet, 
so ist (nach No. 26) JK^. GH 
daher Z UJK = Z UGH 

Da nun (nach No. 26) CD^AB, und 
AB normal auf der durch FJ und GH 
gelegten Ebene ist, so ist auch CD die- 
ser E. normal, folglich CD auch normal 
auf GJ und JK, also /^DJF=R und 
jCDJK=R, folglich GJK der Neigungs- 
vrinkel zwischen den Ebenen RS und PQ 
und dem Neigungswinkel FDH gleich. 

30. Werden 2 Ebenen von einer drit- 
ten unter parallelen Linien und unter 
gleichen auf derselben Seite der schnei- 
denden E. liegenden Neigungswinkeln ge- 
schnitten, so sind die E. parallel. 

Denn ist ARJ^CD und man errichtet 
in J die Normale JF auf CD, so ist sic 
auch normal auf AB, errichtet man nun 
die Normalen GH auf AB in UV und 
JK auf CD in PQ so sind /_FGH und 


Schenkel haben und die in verschiedenen 
Ebenen liegen um eine gemeinschaftliche 
Spitze. Die gemeinschaftlichen Schenkel 
aller Winkelnaare oder die Durchschnitts- 
linien der Ebenen dieser Winkel heifsen 
die Kanten, die Winkel selbst die Sei- 
ten und die gemeinschaftliche Spitze aller 
Winkel die Spitze der Ecke. Die Nei- 
gungswinkel je zweier in einer Kante 
zusammentrcimnden Ebenen heifsen die 
Winkel der Ecke. Sind diese Win- 
kel, welche von den Seiten eingeschlos- 
sen werden einzeln kleiner als zwei Rechte, 
so heifst die Ecke erhaben oder eine 
Ecke mit ausspringendenWink ein. 
Sind die Winkel einzeln gröfser als zwei 
Rechte, so heifst die Ecke hohl oder eine 
Ecke mit einspringendenWinkeln. 
Die Ecken werden ferner nach der An- 
zahl ihrer Seiten dreiseitige, vier, fünf 
....nseitige genannt; die dreiseitigen 
Ecken heifsen auch Körperdreiecke. 

2. In jeder dreiseitigen Ecke sind je 
zwei Seiten zusammengenommen gröfser 
als die dritte Seite. 

In der Ecke ABDC mit der Spitze C 
seien die Seiten BCD und ACD einzeln 
kleiner als die Seite ACB, so ist zu be- 
weisen dafs 

ACB < ACD + BCD 

Man nehme von der Seite ACB einen 
Theil ACE = ACD, ziehe die beliebige 
gerade Linie AB, welche die CE in E 
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schoeidet, mache CD = CE und ziehe dii 
Linien AD und BD, 


Fi(f. 590. 



so ist A ACD .V A ACE 

hieraus AD = AE 

nun ist AD+BD>AB 

d. h. AD + BD>AE + BE 

fnlglirh BD>BK 

hieran CD = CE 

nnd ~BC=BC 

fnli'lirh lie^t in den Dreiecken BCD nnd 
BCE der grölseren Seite BD der grölsere 
Z BCD und der kleineren Seite BE der 
kleinere Z BCE gegenüber, also 
^BCD>zBCE 
hierzu ^ACD = z.ACE 

fol^h ^ACD + z B('D~> ZÄCB 

3. Hieraus folgt; wenn 3 gerade Linien 
von einem Punkt aus der Art gezogen 
sind, dafs von den 3 Winkeln, welche 
diese Linien mit einander bilden je 2 
grölser sind als der dritte, so liegen die 
3 Linien nicht in einer Ebene sondern 
bilden eine dreiseitige Ecke. 

4. In jeder dreiseitigen oder mehrsei- 
tigen erhabenen Ecke betragen die Seiten 
znsammengenommen weniger als 4 Rechte. 

Denn schneidet man sämmtliche Kan- 
ten der vielseitigen Ecke C durch eine 
Ebene AB...G, so bildet diese ein Viel- 
eck von so vielen Seiten als die Ecke 
Seiten hat, deren Seiten bilden mit der 


Spitze C der Ecke eben so viele Dreiecke 
nnd deren Winkelpunkte AB...G mit 


Fig. 591. 



jenen Dreieckslläcben ABC,... eben so 
viele dreiseitige Erken 

Nnn hat man die .Snmme der 3 Win- 
kel eines jeden Dreiecks wie CAB = 3 
Rechten, also 

, 'CAB + z CBA = 2« -ZACB 
ZCBD^^ CDB = 2« - Z BCD 


Sind nun h solcher Dreiecke vorhan- 
den, so ist die Summe links, nämlich die 
Summe sämmtlichcr an den Vieleckssei- 
ten befindlichen Dreiecks Winkel = 2nA 
weniger der Summe sämmtlicher n Seiten 
der Ecke. 

Ferner ist die Summe sämmtlicher Um- 
fangswinkel der Vielecks; 

^GAB + ^,ABD + .... =2nR-4A 
und von. jenen Dreieckswinkeln sind nach 
No. 2 immer 2 grüfser als der anliegende 
Umfang.swinkel, wie 

/:CAG + /:CAB>ZGAB 
^CBA+Z.CBD>^.iBD 


folglich ist auch die den links stehenden 
Dreieckswinkeln gleiche Summe 
2 bA - (Z ACB + /LBCD + .... Z GCA) 
grüfser als die sämmtlichen Umfangswin- 
keln gleiche Summe 2nA - 4A öderes ist 


2»A-(Z /4CA + ZßCD-|-....zCC.4)>2itA-4A 


woraus 

Z^CA-bz*CÖ + ... Z.CCA<All. 

5. Errichtet man in der Spitze einer 
Ecke auf deren Seiten Normalen, lert 
durch je 2 und 2 neben einander stehende 
derselben Ebenen, so entsteht eine neue 


Ecke. In beiden Ecken sind die Seiten 
dar einen die Ergänzungen der Winkel 
der anderen Ecke zu 3 rechten Winkeln. 

Es seien A('B und BCD zwei Seiten 
einer Ecke mit der gemeinschaftlichen 
Kante CB, FC eine Normale auf der Seite 
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ACB also auch anf der Kante CB, nnd 
CG normal anf der Seite BCD also auch 
anf der Kante CB. 


Fig. 692. 



Construirt man nun den Neigungswin- 
kel HCJ der beiden Seiten ACB nnd BCO, 
so dafs CH in der Seite ACH normal 
BC und CJ in der Seite BCD normal 
BC ist, so sind die Linien CH, CF, CJ, 
CG alle normal auf CB und liegen in 
einerlei Ebene (s. Ebene No. .6) uini deren 
Winkel sind in Summa = 4 Rechten. 

Nun liegt CH in der Ebene .ICH auf 
welcher CF normal steht, es ist also 
Z FCH = R , und CJ liegt in der Ebene 
BCD anf welcher CG normal steht, es 

mithin « -I- j' -I- .•■ -|- « + 6 


ist also Z JCG — R demnach Z FCC 
+ /_HCJ=iR 

d. h. die Seite FCG der neuen Ecke er- 
gänst den Winkel HCJ der alten Eckw 
zu 2/{, und dies gilt von allen übrigen 
Seiten der neuen Ecke. 

Nun ist GC auf der Ebene BCD nor- 
mal, also auch anf deren Kante BC-, FC 
ist anf der Ebene .iCB normal, also auch 
auf deren Kante BC. Gegenseitig also 
ist die Kante BC auf den Kanten GC 
und FC normal, also normal auf der Ebene 
.{CG. d. h. anf der Seite der neuen Ecke 
und dies gilt von allen übrigen Kanten 
der gegebenen Ecke in Beziebnng auf die 
übrigen Seiten der neuen Ecke. Mithin 
steht die neue Ecke zu der gegebenen 
Ecke in derselben Hcziehui^ wie die ge- 
gebene Ecke zu der neuen Ecke und folg- 
lich ergänzen die Seiten der gegebenen 
Ecke die Winkel der neuen Ecke zu 2 
Rechten. 

0. Man nennt daher von den beiden 
wie No. 5 construirten Ecken die eine 
die Suppleni entsecke oder die Er- 
gänzungsecke der anderen. 

7. ln einer nseitigen Ecke ist dieSumme 
sämmtlicher Winkel gröfser als(2n-4) R 
und kleiner als 2n Rechten Winkeln. 

Denn bezeichnet mau die Winkel der 
Ecke mit n, fl, y, d.... die zu diesen 
gcliörenden Seiten der Sup|denieotarecke 
mit n, t, r, d... so ist nach No. 6 
« -f- rt = 2 /I 
fl Fb=2R 
y fl c = 2 R 


flcfl-.... = H-2R (1) 


folglich sind die Z. n fl fl fl y fl- J fl .... Bezeichnung unmittelbar aus der Con- 
immer kleiner als 2nRZ. struction, eben so die entgegengesetzte 

Nach No. 4 ist die Summe der Seiten Anordnung der einzelnen Stucke der Ecke 
einer Ecke immer kleiner als 4/1, oder der Reihenfolge nach, also keine^ Con- 
a .p 4 4- c d -I- ... < 4/1 (2) gruenzderEckensondern sy mmet rische 

di«se Vergleichung mit Gl. 1 verbunden Gleichheit, wie es mit beiden Hän- 
gibt 

a + fl + yflä + >(2«-4J/t 

8. Wenn die Kanten einer Ecke 
über den Scheitel hinaus verlän- 
gert werden und man betrachtet 
diese Verlängerungen als Kanten 
einer neuen Ecke, so sind die^ Sei- 
ten nnd Winkel in beiden Ecken 
einander gleich aber in entgegen- 
Anordnung, so dafs die 
;ht zur Congrnenz gebracht 
werden können. _ 

Es folgt die Gleichheit der Sei- 
ten und der Winkel von eiuerlei 


gesetzter 
Ecken ni 


Fig. 593. 
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den und Fufsen eines Menschen statt 
findet. 

9. Wenn in 2 dreiseitigen Ecken 2 
Seiten und die ron ihnen eingeschlosse- 
nen Winkel einzeln gleich sind, so sind 
die beiden Ecken entweder ^ oder sym- 
metrisch gleich. 

Wenn in zwei Ecken wie ABEC und 
A'B'E'C mit der gemeinschaftlichen Spitze 
C, Seite ylCß = Seite A'CB', Seite ACE 
= Seite A'CE' und die eingeschlossenen 
^BACE = zB'A'CE', beide in einerlei 
Anordnung, so lassen sich beide Ecken 
mit den gleichen Stücken in einander 
schieben und sie congruiren. Liegt aber, 
wie hier, die Kante CE’ so, dafs sie in 
die Ebene ACB fällt, und die Kante CA' 
so, dafs sie in die Ebene BCE fällt, wenn 
man beide Ecken in einander schieben 
will, so sind beide Ecken symmetrisch 
gleich, die Seite B'CE' fällt auf die Seite 
ßf ' A u nd die Seite B'CA' auf die Seite ßC£. 

tO.'In einer dreiseitigen Ecke liegen 
gleiche Winkel gleichen Seiten und gleiche 
Seiten gleichen Winkeln gegenüber. 

Denn ist in der Ecke BADC (Fig. 590) 
die Seite ßCO= der Seite ACD nnd man 
halbirt durch eine Ebene DCE den 
Flächcnwinkel ADCB, so hat man 2 Ecken 
BDEC und AD EC. 

In beiden ist 
Seite .\CD = Seite BCD 
Seite DCE = Seite DCE 
nnd ^ADCE= y BDCE 
daher die Ecke ADEC sv 
oder symmetrisch gleich der 
Ecke BDEC 

folglich /DCßE = ,/ BACK 
Sind in 2 Ecken zwei Win- 
kel einander gleich, so denke 
man sich die Snpplements- 
ecke construirt; in dieser 
sind dann die Seiten die Sup- 
plemente der in der ersten 
Ecke befindlichen Winkel, 
dieseSeiten sind also einander 

f deich, folglich auch die ihnen gegenüber- 
legendenWinkel unddiese sindaie Supple- 
mente der in der ersten Ecke liegenden Sei- 
ten, welche daher einander gleich sind. 

11. In jeder dreiseitigen Ecke Hegt 
dem gröfseren Winkel die gröfsere Seite 
lind der gröfseren Seite der gröfsere Win- 
kel gegenüber. 

Denn ist in der Ecke BADC, ^ADCB 
< Z DACB nnd man legt durch die Kante 
CD eine Ebene DCE so dafs 

ZADCE = zDACE 
so ist Seite DCE = Seite ACE 

hierzu Seite BCE = Seite BCE 

däh« DC^ BCT^BI'Ä 


aber DCE + BCE > BCD (nach No. 2) 
folglich Seite BCA > Seite BCD 
Gegenseitig liegt auch der gröfseren 
Seite der gröbere Winkel gegenüber, denn 
wenn BCA > BCD und man wollte an- 
nehmen, dafs Z-^DCB = ZBACD, so 
würde nach No. 10 auch Seite ACB = 
Seite BCD sein ; nnd wollte man anneh- 
men, dafs Z-*BCB < Z BCAD, so würde 
nach dem ersten Theil dieses Satzes 
Seite BCA < Seite BCD sein müssen. 

12. Sind in 2 dreiseitigen Ecken 2 Sei- 
ten der einen zweien Seiten der anderen 
einzeln gleich, die Ton den Seiten einge- 
schlossenen Winkel aber nngleich, so 
liegt dem gröfseren Winkel auch die grö- 
fsere Seite gegenüber. 

Denn ist in der Ecke abdc und in der 
Ecke ABDC Seite aed = Seite ACD 
Seite bed = Seite BCD 
Zodeö < Z ADCB 

so kann man durch die Kante CD eine 
Ebene DCE führen, so dafs Z-^CDE 
= zoedi. Diese Ebene schneidet die 
Seite yiCß in einer gerailcn Linie CE, wenn 
also die neue Seite DCE2 der zugehörigen 
Seite deb in der zweiten Ecke gleich ist, 
so ist die neue Ecke .IDEC - der zweiten 
Ecke adbr und Seite .ICß , Seile nrh. 


Ist die Seite deb < DCE 
so sei DCE = deb 

Nun ist in der Ecke DBEC 
Seite DCB + BCE > DCE 
hierzu ACE = ACE 

gibt DCB + ACB > DCE + ACE (I) 
Ferner ist in der Ecke AEEC 
BeUe ECE+ ACE> ACE 
hierzu DCE = DCE 

gTiir öceTace > ACE+ pcin^) 

hierzu Vergleichung 1 addirt gibt 

DCB -b ACB > ACE + DCE 
Nun ist Seite DCB = deb = DCE 
folglich ACß>(ACE=ac4) 

Ist die Seite deb > DCE, so sei DCG=deb 


Fig. 594. 



Digitu™ by Googk 


Ecke. 


10 


Ecke. 


dann ist in der Ecke BDEC 
Seite BCE + DCE > BCD 
lind in der Ecke AGEC 
ist Seite GCE + ACE > ACG 
addirt gibt BCA + BCD +“dCC' 

finn i.st Seite ilch = 

DCG = BCD 

daher Seite BCA > (•■(CC = ach) 

13. Sind in zwei dreiseitigen Ecken 3 
Seiten der einen den 3 Seiten der anderen 
einzeln gleich, so sind auch die_3 Winkel, 
die den gleichen .Seiten gegenüber liegen 
einander gleich; und sind die 3 Winkel 
einzeln einander gleich so sind es auch 
die den gleichen Winkeln gegenüberlie- 
genden Seiten. 

Es folgt der erste Theil des Satzes un- 
mittelbar aus dem Torigen Satz. Denn 
lägen den gleichen Seiten ungleiche Win- 
kel gegenüber, so wären ungleiche Win- 
kel Ton einzelnen gleichen Seiten einge- 
schlossen ; nach dem vorigen Satz müls- 
ten aber die diesen ungleichen Winkeln 
gegenüberliegende Seiten ungleich sein, 
welches gegen die Voraussetzung ist. 

Für den zweiten Theil denke man sich 
zn der Ecke die Snpplementsecke, in wel- 
cher nach No. 5 die Seiten die Supple- 
mente der in der ersten Ecke befindlicoen 
Winkel sind, so hat man hier nach dem 
ersten Theil des Satzes die Winkel gleich 
also auch deren Supplemente und diese 
sind die Seiten der ersten Ecke. 

14. Eine dreiseitige Ecke wird durch 
2 Seiten und dem einer von beiden ge- 
genüberliegenden Winkel bestimmt. 

1. Wenn der Winkel und die anlie- 
gende Seite jede kleiner als ein 
Rechter, die gegenüberliegende Seite 
aber gröfser als (lie anliegende Seite ist. 

2. Wenn der Winkel kleiner als ein 
Rechter ist, die anliegende Seite grö- 
fser als ein Rechter und die Summe 
beider Seiten gröfser ist als 2 rechte 
Winkel 

3. Wenn der Winkel gröfser als 1 Rech- 
ter, die anliegende Seite kleiner als 
ein Rechter ist , die Summe der bei- 
den Seiten aber kleinerist als 2 Rechte. 

4. Wenn der Winkel CTÖfser als ein 
Rechter, die anliegende Seite gröfser 
als 1 Rechter ist und die gegenüber- 
liegende Seite kleiner ist als die an- 
liegende. 

ad 1. Es sei ABCS eine dreiseitige Ecke, 
der Winkel BASC ist < 90 . die anlie- 
gende Seite /ISC < 90° und die gegen- 
ubetlie^ende Seife ßSC > -«SC. Fällt 
man ans C das I.oth euf die Seite 
ASB, zieht DS so ist CSD der Nei- 


gungswinkel der Kante CS gegen die 
Ebene ASB, der kleinste unter allen Win- 
keln, die CS mit einer aus S auf der 
Ebene ASB gezogenen Linie bildet, und 
da nach Voraussetzung ^BSC> /_ASC, 
so ist auch / BSD~> ^ASD (s. Ebene 
No. 13). Innerhalb des ^ASD kann also 
von S aus keine Linie SB' gezogen wer- 
den, so dafs /_CSB' = /.CSB wird, und 
jede Linie SB' die iii der Ebene ASB 
links über B hiiiausgezogeii wird, würde 
wieder einen /_LSB’ geben , der gröfser 
als LSB wird, mithin i.st die Ecke voll- 
kommen bestimmt. 


Fig. .W. 



ad. 2. Es seien in der Ecke ABCS die 
Seiten BSC und ASC und der der Seite 
BSC gegenüberliegende BASC gegeben. 

ZBASC< 90° 

Seite ASC • 90° 

Seite -lSC+fi.St > 180° 
so dafs Seite BSC < und > 90° sein kann. 

Verlängert man nun die Kante <4.S um 
ein beliebiges Stück SE, zieht EB und 
EC, legt durch ESC eine Ebene, so ent- 
steht eine Nebenecke BCES. ln dieser ist 
Seite ESC= 180°- dSC 
und da Seite ASC > 90° 

so ist Seite ESC < 90° 

ferner ist 

Z BESC = z GASC ^ 90° 
und Seite -tSC -t- ESC = 180° 

da nu^n dSC-1- BS C >180° 

so ist Seite ESC < BSC 

Es ist also in der Nebenecke BCES 
der BESC ^,90°, die ihm anliegende 
Seite ESC < 90°, die dem Winkel gegen- 
überlieirende Seite BSC > als die anlie- 
gende Esc, mithin der erste Fall des 
Satzes, es ist also die anliegende Ecke 
bestimmt, und folglich ist es auch die 
gegebene Ecke. 

ad 3. Es seien in der Ecke ABCS die 
Seiten ASC und BSC und der der Seite 
ASC gegenüberliegende z_ABSC gegeben 
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ZABSC> 90° 

Seite BSC < 90'’ 

Seite BSC+ASC< ISO® 

Verlängert man nun die Kante .i.S um 
ein Stück SE, construirt eie ad 2, so ist 
in der Nebenecke BCES 

Z EDSC + ^ABSC = l 80“ 
da nun Z AHSC > 90“ 

so ist ^EBSC 90“, 

Ferner ist Seite ASC t- ESC = 180° 

da nun Seite /I.SC + BS C <. 180 ° 

so ist Seite ESC ■ BSC 

Es ist also in der Nebenecke BCES 
der ^EBSC <90° , die ihm anliegende 
Seite BSC i.st < 90“ und die ihm gegen- 
uherKegende Seite ESC > als die anlie- 
gende. Folglich ist nach No. I des .Saties 
nur eine Nebenecke möglich und folg- 
lich auch nur eine gegebene Ecke 

ad 4. In der Ecke ABCS seien die 
Seiten BSC und ASC und der der Seite 
y4Sr gegenüberliegende Z A BSC gegeben. 
ZA BSC. >90° 

Seite BSC > 9o“ 

Seite .4SC < BSC 

Verlängert man die Kanten der beiden 
Seiten /tS und BS, welche die ihnen ge- 
meinschaftliche Kante CS einschliefsen 

um die beliebigen Stücke SE und SE, 
so entsteht eine Nebenecke CEES. 

In dieser ist z EESC -h ABSC = 180“ 
da nun z ABSC >90° 

so ist Z EFSC ' < 9Ö“ 

ferner ist Seite ESC + ylSC = 180“ 

ebenso FSC+ßSC=180° 

aber Seite ASC BSC 

folglich Seite ESC > ESC 

In der Nebenecke CEES ist also der 
ZEESC <90°, die ihm anliegende Seite 
ESC = 180° - BSC ist, da Seite BSC 
>90“ ist, <90“ nnd die dem z gegen- 
überliegende Seite ESC > als die anlie- 
gende ESC, folglich ist nach No. 1 des 
Saties nur eine Nebenecke nnd folglich 
auch nur eine gegebene Ecke möglich. 

15. Sind in 2 dreiseitigen Ecken 2 Sei- 
ten nnd ein gegenüberliegender Winkel 
eben den Stücken des anderen einzeln 
gleich nnd findet eine der 4 Bedingun- 
gen des Torigen Saties statt, so sind die 
Ecken entweder ei oder symmetrisch 
gleich. 

Denn sind die gegebenen Bestimmnngs- 
stücke in beiden Ecken in gleicher An- 
ordnung neben einander, so sind die 
Ecken nach dem vorigen Satz sind 
sie in entgegengesetzter Anordnung neben 
einander und man construirt von der 


einen Ecke die Scheitelecke <No. ft) so 
ist diese ihrer zugehörigen Ecke symme- 
trisch gleich, und da in ihr die Stücke 
nun in gleicher Anordnung mit denen 
der zweiten Ecke liegen, so ist sie dieser 
zweiten Ecke :V, folglich diese zweite 
Ecke der ersten symmetrisch gleich. 

16. Zwei dreiseitige Ecken sind ent- 
weder oder symmetrisch gleich, wenn 
eine .Seite nnd die beiden ihr anliegen- 
den Winkel der einen eben den Stößen 
der anderen Erke einzeln = sind. 

Denn sind die gleichen Stücke in bei- 
den Ecken in einerlei Anordnung, so er- 
folgt die Congriienz beider durch die 
blofse .Anschauung wenn man eine Ecke 
in die andere legt; ist. deren Anordnung 
in beiden Ecken eiitgegonge.scizt und man 
construirt von einer die Scheitelecke, so 
i-t diese ' der zweiten Ecke, diese also 
symmetrisch gleich der ersten Erke. 

17, Zwei dreiseitige Ecken sind ent- 
weder S oder symmetrisch gleich wenn 
eine .Seite ein anliegender und ein ge- 
genüberliegender Winkel in der einen 
Ecke dcnsellien Stücken der anderen Ecke 
einzeln gleich sind und wenn die 4 Be- 
dingungen des Satzes Nn. 14 statt finden, 
jedoch BO, dafs die dortigen Bedingungen 
für die Seiten und den Winkel hier für 
die Winkel und die Seite gelten. 

Nennt man die gegebene Seite a, den 
dieser gegenüberliegenden Winkel <r, den 
ihr anliegenden ß, und man construirt 
die Supplementarecken , so sind die ge- 
gebenen Ecken ^ wenn die Supplemen- 
tarecken es sind. In den Supplemen- 
tarecken wird nnn der Winkel = 180“ - n; 
die gegenüberliegende Seite c: ISO“ - n 
und die anliegende Seite = 180° — ß. 

Ist nnn mit No. 14, 1; 

o<90“ 
ß<90° 
n> ß 

SO ist in den Supplementarecken 
der Z(180“- o) > 90“ 
die anliegende Seite (180“ — ^)>90“ 
die gegenüberliegende Seite 

180“- n<180“-,J 

Dies sind die Bedingungen No. 14, 4; 
folglich sind die Supplementarecken und 
mit diesen die gegebenen Ecken 

Ist ferner mit No. 14, 2; 

a<90“ 
ß>90° 
n + ß> 180“ 

so ist in den Supplementarecken 
der Z(180°-o) >90“ 
die anliegende Seite 1 80“ —ß< 00“ 
nnd 180"^- n + 180“ - ;» < 180“ ' 
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Dies sind die Bedingungen No. 14, 
folglich sind die Ecken sf. 

Ist ferner mit No. 14, 3 
a>90° 
fl <90° 
a + fl<l90° 

so ist in den Supplementarccken 
der 

die anliegende Seite (180^ — /?) > 00° 
und 180°-a + 180°-/ä>180'’ 

Dies sind die Bedingungen No. 14, 
folglich sind die Ecken 
Ist endlich mit No. 14, 4 
o>90° 
fl >90° 
u<ft 

so ist in den Supplementarecken 
der ^(I80°-o)<90° 


Fig. 506. 



Ban zeichne die .Seiten ASH = ash und 
BSC = bsc , deren eingeschlossene n ^ . I ß SC 
man constrniren will, neben einander, 
hieran die 3te Seite CSA' = rin, alle drei 
Seiten in derselben Ebene, in welcher 
man ebenfalls den ^oAsc darstellen will. 

Nimmt man nun S/l' = S.4, fallt die 
Lothe A’E auf SC und AD auf SB-, ver- 
längert dieselben bis zu ihrem gemein- 
schaftlichen Durchschnitfspunkt F, errich- 
tet in F auf AF das Loth FG, schneidet 
dasselbe aus D mit dem Abstand AD als 
Halbmesser in G, zieht DG, so ist FDD 
der ^abte. Errichtet man ferner in F 
auf A'F das Loth FH, schneidet dasselbe 
ans E mit EA’ in H, zieht EH, so ist 
^FEH = Aacib. 

Denn nimmt man nt = AS, (Jut (]jg 
Lothe aä und at auf die Kanten 4» und 
ct, ferner das Loth ah auf die Seite bic, 


die anliegende Seite (180° ~ fl)< 90° 
und (I80°-a)>(180°-^) 

Dies sind die Bedingungen No. 14, 1 
folglich sind die Ecken 

Eine entgegengesetzte Anordnung der 
gleichen Stücke beider Ecken gibt deren 
symmetrische Gleichheit (s. No. 8). 

18. Zwei dreiseitige Ecken sind iS oder 
symmetrisch gleich wenn die drei Win- 
kel der einen den drei Winkeln der an- 
deren einzeln gleich sind. 

Es beweifst sich dieser Satz wenn man 
die Supplementsecken nach No. ö bildet, 
indem er daun auf den No. 13 znrück- 
geführt wird. 

19. Constructionen. 

Wenn die 3 Seiten einer dreiseitigen 
Ecke gegeben sind so construirt man de- 
ren Winkel folgender Art. 


Fig. 597. 



verbindet d und e mit A so ist hd nor- 
mal auf bl und Ae normal auf ci (s. 
Ebene No. 7). 

folglich ist _£adh = Z.abie 

und ^ark = ^aab 

Nun ist nt = AS = A'S 
Z.asb — ^ASB 

/jatc = /_A'SC 

daher A «d Ä diSD ÖÖ 

und A-4'SE (2) 

daher td=SD 

ie = SE 

ferner z >dh - Z SDF= R 

j^ich = /_SEF = R 
endlich z.dte = Z.DSE 

folglich da 2 Seiten und 3 Winkel ein- 
ander gleich sind: 

Viereck dieh » Viereck DSEF 
hieraus dh = DF 

und eh = EF 
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Aaa 1 nnd 2 hat man noch 
ad = AD=DG 
nnd ae = A'E = EH 

Z.al><l = ^ake = /:DFQ = ^EFII = R 
also A «dk a; A GOF 

und A°«* 9SAHEF 

woraus ^adh = Z. GDF 

nnd z»»I^ = Z.HEF 

Den dritten /iasc erhält man bei der* 
selben Constrnction , wenn man die Sei- 
ten BSC nnd A'SC ihrer I.agen nach mit 
einander vertanscht. 

20. Wenn die 3 Winkel einer dreisei- 
tigen Ecke gegeben sind nnd -man soll 
in einer Ebene die 3 Seiten constrniren, 
so nimmt man die Supplemente der Win- 
kel als die Seiten der Supplementarecke 
(No. 5), construirt wie No. 19, so erhält 
man die Supplemente der verlangten 
Seiten. 

21. Sind von einer dreiseitigen Ecke 
2 Seiten und der von ihnen eingeschlos- 
sene Winkel gegeben, so construirt man 
die dritte Seite und die beiden fehlenden 
Winkel nach Fig. &98 wie folgt. 


Man zeichne y ASB= der .Seite asli 
(k'ig 696), BSC = der Seite btc, nimmt 
AS = at, beschreibt aus S mit AS einen 
Kreis ATVA', fällt das I,oth AI) auf BS 
mit Verlängerung DG, trägt an DG den 
^ GDJ = dem von beiden Seiten einge- 
schloBsenen Zatbr = zodh, nimmt DJ 
= DA, fallt aus dem l’nnkt J ein I.oth 
JH auf DG, fallt von H auf CS ein Lotli 
HE, verlängert dies bis A' in die Peri- 
pherie des iGeises, zieht A'S, so ist A'SC 
di* Terlangte Seite atc. 


Denn es ist 

mM = ÄS 
td = SD 
ad = AD = JD 
Zabk = zJl>H 
also dh = DH 

hierzu zttd = z^SD 

Z>dk = zSDH=R 
Zith = zSEH=R 
und id = SD 

daher Viereck csdä % Viereck ESDH 
folglich te = SE 

da nun la = SA* 

/ aei = Z A'ES = R 
so ist Seite atc = A'SC 

Da non alle 3 Seiten in der Ebene 
angegeben sind, so kann man nach No 19 
die beiden noch fehlenden Winkel con- 
strniren. 

22. Sind von einer dreiseitigen Ecke 
eine Seite und die beiden anliegenden 
Winkel gegeben , so erhält man die feh- 
lenden Stücke durch Constrnction, wenn 
man von den gegebenen Stücken die Sup- 
plemente nimmt; man erhält hier zwei 
Seiten und den eingeschlos- 
senen Winkel der Supple- 
mentarecke und nach No. 21 
constmirt man nun die Sup- 
plemente der verlangten 
Stücke von der ersten Ecke. 

23. Sind von einer dreisei- 
tigen Ecke zwei Seiten und 
ein gegenüberliegender Win- 
kel gegeben, so con.struirt 
man die fehlenden Stücke 
nach Fig. 699. 

Han trägt die beiden Sei- 
ten ASB= as6 (Fig. 59C) nnd 
ASC = atc an den gemein- 
scbafllichen Schenkel A.S ne- 
ben einander, nimmt AS = ai, 
fällt aus A auf die Schenkel 
BS und CS die l.otho AD 
und AK, verlängert dasjenige 
I.oth AD, welcoes auf der 
Kante BS des anliegenden 
Znbsc fällt, trägt daran 
ZJDA' = Zobte = Zadk, 
macht DA' = DA und fällt auf DJ das 
Loth A'//, beschreibt dann ans A' mit 
dem Ilalbmesser AE einen Bogen, der 
die verlängerte DJ in J schneidet, zeich- 
net aus H einen Kreis mit dem ITalli- 
messer HJ, zieht ans .S an dieser die 
Tangente SF.' no ist zf.'SD die ver- 
langte 3te .Seite. 

Denn zieht man E'H so bat man 
l^ASD)sCtatd 
also SD = id 

AD=iad = A'D 


Fig. 598. 
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Eilferprobe. 


ZA'DH = ZaM 

und ^A'HD = ^akd=n 

daher ^A*Ui) ^ahd 

hieraus A'H — ak 

DH = dh 

da nun A'J ~ AE = ae 

seist HJ = ke=HE' 

hierzu Z SE'H — /_tek = R 

und ^SDll = ^>dk = H 

hierausViereck SDHtT oj Viereck idhe 
hieraus ^ W.S'K' = Seite h»c. 



Kig. 6;>9 


nach Vorschrift der 4 Bedinnngen No. 14 
nimmt oder zum Theil nient nimmt er- 
hält man die Richtigkeit auch der übri- 
gen Sätze No. 14 mit Hülfe der Con- 
struction No. 23 anschaulich. 

25. Sind von einer dreiseitigen Ecke 
2 Winkel gegeben und eine Seite, welche 
einem dieser Winkel gegenüber liegt, so 
findet man die übrigen Stücke durch Con- 
struction, wenn man von den gegebenen 
Stücken die Supplemente nimmt; man 
erhält mit diesen 2 Seiten und einen der 
einen Seite gegenüberliegenden Winkel 
t'onsirnirt man d.nher nach No. 23, so er- 
hält man die Supplemente der verlang- 
ten Stücke von der gegebenen Ecke. 

26. Die Bestimmungen über vier- und 
mehrseitige Ecken erhält man dadurch, 
dafs man sie in dreiseitige Ecken zerlegt. 

Ecken (in einem Krystall) sind die 
Punkte in Wielchen mehrere Kanten, oder 
was dasselbe ist, mehrere Klächen zusam- 
men treffen. Die E wenlen nach der 
Anzahl der sie bildenden Flächen oder 
Kanten benannt und heifsen 3 flächig, 
4 flächig u. s w oder 3kantig, 4 kantig 
u. s. w. Je nach Beschaffenheit der Kan- 
ten werden die von diesen gebildeten 
Ecken regulär, symmetrisch und irregu- 
lär oder unsymmetrisch genannt. 

Reguläre Ecken sind solche, die 
von lauter gleichen Kanten gebildet wer- 
den; d. h. wenn die in der E. znsam- 
mentrefl'enden Flächen gleiche Neigungs- 
winkel unter einander haben. 


Da nun säramtliche 3 Seiten constrn- 
irt sind, so lassen sich die noch fehlen- 
den Winkel nach No. 19 constmiren. 

24. Wenn in der Aufgabe 23 die Linie 
DH<HJ, so schneidet der Kreis aus II 
die Linie Hl) und es ezistiren 2 Ecken 
von gleichen gegebenen Stücken, weil in- 
nerhalb HO noch eine zweite Tangente 
aus S gezeichnet werden kann. Dies 
stimmt auch mit der ersten Bedingung 
No. 14, unter welcher nur eine und keine 
zweite Ecke möglich ist. 

Denn wenn ÜH>HE' 
oder dA > ek 

so ist ^adk <. 

folglich Seite o»c Seite asb 

Nun ist ^A’DJ = A.“dk kleiner als 90° 
gezeichnet, desgleichen die ihm anlie- 
gende Seite y4Sß=aii<90° und nach 
No. 14, 1 ezistirt daher nur eine Ecke 
wenn die gegenüber liegende Seite asc > 
als die anliegende asb ist, wenn also 
k€>kd oder HK’>HD ist. 

Wenn man die Seiten und Winkel 


Symmetriche Ecken sind solche, 
in welchen die Kanten zweierlei Gröfse 
haben, die aber der Reihe nach mit ein- 
ander regelraäfsig abwechseln. 

Irreguläre oder unsymmetrische 
Ecken sind solche, die weder regulär 
noch symmetrisch sind, die also entwe- 
der von lauter ungleichen Kanten ge- 
bildet werden oder wenn die gleichen 
Kanten, welche darunter sind, mit den 
anderen nicht regelmäfsig abwecbseln. 

Zwei Ecken sind einander^ gleich, 
wenn deren gleichliegende Kanten in 
beiden einander gleich sind , sonst un- 
gleich 

Die Ecken in einem Krystall unter- 
scheidet man je nach deren Lage: die 
Ficken, welche in den Endpunkten der 
N ormalaxe liegen heilsen Scheiteleckeu 
oder Endecken, die übrigen Seiten- 
ecken. 

Elgeatltcher Bruch s. v. w. äebter 
Bruch. 

Eilferprobe ist eine Probe oder Prü- 
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Eingetprengt. 


fbng für richtige Addition. Das in dem die Zahl II. Es sei die Zahl 
Art. Addition No. 4 angegebene Ver- ...ftdcba 

fahren beruht auf einer Eigenschaft des eine dekadisch geschriebene Zahl so ist 
dekadischen Systems in Beziehung auf dieselbe = 

o+ lOi + 100c + 1000«/ + lOOOOei 100000/+ .... 
und diese ist zu schreiben 

o + (1 1 - I)4 + (l 1- 9 + l)c + (ll • 91 -l)d+(l 1-909 +!)* + (! 1-9091 -!)/•+... 

= a-4+c-d + «-^-i-...-HI(6 + 9c-t-91<f+909e-| 9091 /-|-...) 
die in der Klammer stehende Oröfse ist noch zu zerlegen in 

4-c-t-d-« + f + ....+ lOr-l- 90rf -(- 910e + 9090 /■+ .... 
und die Zahl ...fedeha — 


n-4fc-(/fe — /■-!-. .-t-ll(4-r-|-rf-e 

Betrachtet man nun dic.se Zahl als die 
Summe mehrerer Summanden, .so findet 
in jedem einzelnen Summand dasselbe 
Gesetz dieser Zerlegung statt. Es kom- 
men also für die Probe nur die Differen- 
zen der Ziffern in Betracht, nnd wenn 
die Addition richtig ausgeffihrt i.st, so 
müssen die Differenzen zwischen den 
Summen der geraden nnd ungeraden 
Stellenziffern in den Sninmanden mit den 
in der Summe übereiiistimmen, wenn 
beide Differenzen kleiner als 1 1 sind. 
Ist aber die eine oder sind beide Diffe- 
renzen gröfser als II, so gehören in die 
erste Klammergröfse 1 1 (4-c-|-<f-c-|-/'- ...) 
noch eine oder mehrere Einheiten , und 
die Gleichheit beider Differenzen findet 
erst statt,, wenn von denselben die Zahl 
II so oft sie darin enthalten ist, abge- 
zogen wird. Es ist aber aus der Ueber- 
einstimmung der Differenzen bei dieser 
übrigens weitläufigen Probe ein sicherer 
Rückschlufs auf die Richtigkeit der Rech- 
nung nicht zu machen, denn es können 
Rechnungsfehler für die Uebereiostim- 
mnng der Differenzen sich mit einander 
verbinden. 

Einftxige Form der Krystalle s. u. Axen 
der Krystalle am Schluis. 

User sind in jedem Zahlensystem die 
ersten mit einzelnen Ziffern zu schrei- 
benden Zahlen von Eins bis zur Grund- 
zahl des Systems, welche die Einheit der 
zweiten Zahlenklasse ausmacht und mit 
. der Ziffer 1 nnd dem Nullzeichen dahin- 
ter geschrieben wird. In unserm deka- 
dischen System sind 1 , 2 , . . bis 9 die 
Einer. 

Elohcher Broch s. u. Bruch No. 2. 

Eiafocbe Form hat ein Krystall, wenn 
dieser von lauter gleichnamigen Flächen 

g ebildet wird, wie z. B. das llexaerier 
and I, Fig. 135, pag. 266, dessen Flä- 
chen aus 6 Quadraten bestehen. Ein 
Krystall, dessen Flächen unter sich un- 


4 -4 II (10c 490J4 910*4 9090/'+...) 

gleichnamig .sind hat eine zusammen- 
gesetzte Form, ist eine C'ombina- 
tion, wie die Combinatioii des Hexae- 
ders und Octaeders, Band II, Fig. 301, 
pag. 36 , die ('. der quadratischen Säule 
und dos Octaeders Fig. 3U3. 

Es ist übrigens zu merken, dafs wenn 
auch zu einer einfachen Form lauter 
gleichnamige Flächen, d. h lauter enn- 
gruente Begrenznngsebeneu gehören, den- 
noch Ecken und Kanten ungleich sein 
können wie z. B. bei dem Didndekaeder 
Fig. 668, pag. 254, nnd dafs die einfachen 
Formen cler Krystalingraphie nur selteu 
mit den regulären Körpern der Geome- 
trie übereinstlmnieu. 

Elnfallgebeno (Dioptrik) ist die bei der 
Brechung der Idcht.strahlen (s. d. und 
Ablenkung des Lichtstrahls) durch den 
einfallenden Lichtstrahl und das Einfalls- 
loth gelegte Ebene. 

Elnfallsloth, Einfallspaokt s. u. Bre- 
chung der Lichtstrahlen, No. 2, A. 

ElnfaUsiimU ist der Sinus des Ein- 
fallswinkels bei Brechung der Licht- 
strahlen. 

Einfallsvtnkol s. n. Ablenkung des 
Lichtstrahls No. 1. 

Eingebildete GrSfsen, imaginäre, nn- 
m&gllcbe GrSlken sind Grölsen, die nur 
in der Einbildung existiren, die nur der 
mathematischen Form nach vorhanden 
sind, indem sie mit wirklichen Grö- 
fsen einerlei Form annehmen können. 
Z. B. V' ~ 1 < welche nicht möglich ist, 
weil keine Zahl mit sich selbst mnltipli- 
cirt = — 1 werden kann , die aber mit 
V'^ + 1 , welche eine wirkliche Gröfse ist, 
einerlei Form bat. 

ElMobender Winkel oder einipringen- 
der Winkel (Kriegsw.) s. u. Aussprin- 
gender Winkel. 

Eingeiprengt heifst ein Fossil, wenn 
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' es von einer fremdartigen Hasse nm- 
scblossen ist. Hat diese Hasse mehr als 
^ Zoll Stärke so wird das Fossil derb 
genannt. 

Einheit ist der Beraff, welcher aus- 
drückt, dals irgend Etwas nur einmal 
gedacht werden soll. Sind mehrere der- 
selben Einheiten in einer Oröfse vereinigt, 
so ist diese Oröfse eine Vielheit und be- 
steht aus so vielen Einheiten, als deren 
in ihr vorhanden sind. In einer Oröfse 
ist demnach jeder gleichartige Theil der- 
selben , welcher in ihr mehrmsls vorhan- 
den ist eine Einheit; diese Einheiten sind 
also gleich grofs und gleichartig, so dafs 
man eine für die andere setzen kann. 

Ein Centner ist eine E ; denkt man 
sich denselben aus 100 Zollpfund beste- 
hend , so ist er eine Vielheit und begreift 
in sich 100 Einheiten, von denen jede 
das Zollpfund ist. Solche Einheit und 
jede die zu einem bestimmten Gegen- 
stände gehört, ist eine concrete E., die 
abstracte E. ist die Zahl Eins. Denkt 
man sich diese in n gleiche Theile zer- 
legt , so ist jeder dieser n Theile = — 

wieder eine E. und zwar eine Brnch- 
einhei t. 

Elnmaleiai, eine Tabelle, auch pytha- 
gorischesRechentäfelchen genannt: 


zahl in -f - 


1 mal 

1 

ist 

1 

3 mal 

1 

ist 

3 

1 mal 

2 

ist 

2 

3 mal 

2 

ist 

6 

1 mal 

10 

ist 

10 

.3 mal 

10 

Ist 

30 

— 

— 

— 


U. 8. 

w. bis 


2 mal 

1 

ist 

2 

9 mal 

1 

ist 

9 

2 mal 

2 

ist 

4 

9 mal 

2 

ist 

18 

2 mal 

10 

ist 

20 

9 mal 

"iö^ 

Ist 

90 

I>ie 

Tafel 

von 

11 X 1 

ist 

11, 

, bis 

11 X 11 

ist 

121 

u. s. 

w. bis 19 

X 19 ist 361 


wird von Rechnenletirern auch das grofsc 
Einmaleins genannt (s. Eins in eins-. 
Eins und eins-. Eins von eins -Tabelle). 

Eins ist die erste ganze Zahl und ilie 
Einheit der ganzen Zahlen. Vergl. Ein- 
heit. 

Einscbalten, interpoliren heifst zwi- 
schen 2 Glieder einer Reihe eine oder 
mehrere Zahlen setzen, so dafs diese ein- 

S cschalteten Zahlen mit den beiden Glie- 
ern nach demselben Gesetz fortschreiten 
wie die Glieder der gegebenen Reihe; 
die Stellenzahlen der eingeschalteten Glie- 
der werden gebrochene Zahlen. 

Hat das gegebene erste Glied die Stel- 
lenzabl m, das zweite also die Stellen- 


lahl m -I- 1, so hat ein zwischen beide 
eingeschaltetes Glied die Stellenzahl 
-b i- Zwei eingeschaltete Zahlen haben 
die Stellenzahlen m-f m-f- }; drei ein- 

f 'eschaltete Glieder haben die Stellenzah- 
en m-bl, m-l-li m-l-i; das pte von f 
eingeschalteten Gliedern hat die Stelleu- 

£_ 

? +1 

2. Sind 4 und 16 zwei aufeinander fol- 
gende Zahlen der arithmetischen Reihe 
Stellenzahl 1 2 3 4 5 

Reihe 4 • 16 • 28 • 40 • 52 

Differenz = 12 

so ist ein eingeschaltetes Glied = 10, des- 

12 

sen Stellenzahl 1^; Differenz = -^ = 6 

zwei eingeschaltete Glieder sind 8 , 12 ; 
deren Stellenzahlen 1^ und 1}; Diffe- 
renz = i X 12 = 4 

drei eingeschaltete Glieder sind 7, 10, 13; 
deren Stellenzahlen 1^, 1^, 1{; Diffe- 
reaz = i x 12 = 3 

12 

n eingeschaltete Glieder sind 4-| — 

] 2 

deren Stellenzahlen sind 1 -f ; 1 + ; 

l-b— ^ .... 1 H — Differenz = 
n-bl n-H’ n-bl 

3. Sind die Zahlen 4 und 16 aufein- 

anderfolgende Glieder der geometrischen 
Reihe 

Stellenzahl 1 2 3 4 5 

Reihe 1 • 4 . 16 • 64 • 256 . . . . 

Exponent = 4 

so ist ein eingeschaltetes Glied = 8, Stel- 

S 

lenzahl =2}, Exponent = ( 4 = 2 
zwei eingeschaltete Glieder sind 4V4; 

i 

4^4’; deren Stellenzahlen 2J, 2ä; Ex- 

s 

ponent = i'4 

drei eingeschaltete Glieder sind 4(4; 
4t'4’; 4^4*; deren Stellenzahlen 2j , 
2b, 2|; Exponent )4 

U W+-1 

n eingeschaltete Glieder sind 4 | 4 ; 4 | 4’ 

.... 4 V 4*: deren Stellenzahlen 2-| — , 

«-1-1 

2 ft 

2 -f — — T, ....2-1- deren Expo- 

n-fl »-fl 

n-f-l 

nent =V4. 

4. Sind 4 und 16 neben einander ste- 
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hende Glieder der arithmetischen Reihe 
zweiter Ordnung 

Stellenzahlen 12 3 4 5 

Reihe 1 4 16 37 67.... 

1. DifTerenzenreihe 3 12 21 .30 . . . . 

2. DiSerenzenreihe 9 9 9 

so findet man ein eingeschaltetes Glied 
y Ton der Beschaffenheit, dafs eine Reihe 
folgender Form entsteht 
Stellenzahlen I 1^ 2 2J 3 .... 

Reibe 1 (l-|-s) 4 y 16.... 

1 .Oifferenzenreihe 5 i+r»+2r »+3e .... 

2.Differenzenreilie r t> r r . . . . 

Man hat demnach 

1. 24 + e = 4 *- 1 = 3 
11. 24 + 5e 16 - 4 = 12 


bierans e = 21 

, * = i 

und = 

Es entsteht die Reihe 
Stellenzahlen 1 Ij 2 2J 3 .... 

Reihe 1 ij 4 8J 16.... 

1. Differenzenreihe ] 2j 4J 71 .... 

2. Differenzenreibe 21 21 21 

ö. Sind zwischen 4 und 16 zwei Zah- 
len einzuscbalten , so erhält man die Glei- 
chungen 

3s -1- 3e = 4 - 1 = 3 
3s -f 12« = 16- 4 = 12 
woraus « = 1 

s = 0 

die gesuchten Zahlen sind 4 -f s i- 3r = 7 
nnd 7-|-s-i4r=ii 

und die Reihe ist: 


Stellenzahlen 1 1} 11 2 2J 2} 3 .... 

Reihe 1 1 2 4 7 1 1 16 . . . 

1. Differenzenreihe O 1 2 3 4 5 

2. Differenzenreihe 1 1 1 1 I 

6. Sind zwischen 4 und 16 drei Glieder einzuschalteii, so erhält man die beiden 
Gleichungen: 


44 1 

6r 

= 3 




4s + 22« 

= 12 




hieraus 

r 

= * 






= - A 




und die Reihe ist 






Stellenzahlen 1 


U 


U 

2 2} 2} 2} 3 

Reihe 1 


H 

H 

2H 

4 6,», 81 12^ 16. 

1. Differenzenreibe 

A 

H 



11? 2* 2H 3* m . 

2. Differenzenreihe 


i’. 

1*« 


A 1*. A .... 


7. Sind zwischen 4 und 16 »Glieder 
einzuschalten, so erhält man die beiden 
Gleichungen: 

(»i-l)4-t-j«(ll-)-l)«=3 
(a-f l)4-H(w+l)( 3i.-t-2)=12 



Das erste der zwischen 4 und 16 ein- 
zuschaltenden Glieder ist 

= 4 + 4 + (lt+l)« 

Das mte derselben 
= 4 -f m4 -( Im [2 {» -H) (m _ I)] , 

8. Auf dieselbe Weise geschieht die 
Einschaltung Ton Gliedern bei arithme- 
tischen Reihen noch höherer Ordnungen. 

9. ln einer arithmetischen Reihe von 
■ Gliedern der allgemeinen Form (s. Bd. I, 
l>ag. 119, No. 3). 

<i>a-f(f-a-|-2d.a-f-3<f 

III. 


Eat man die Formel für das ate Glied 
pag. 120, Formel 1). 

a = o-Ka-l)<l (I) 

Für die Somme der ersten »Glieder 
(pag. 120, Formel 5). 

f = -^[2a-(-(a- l)rf] (2) 

Die Entstehnngsweise die.ser beiden 
Formeln zeigt, dafs die erste auch für 
gebrochene Stcllenz.ablen gilt, die zweite 
nicht. 

ln folgender Reihe z. B. 

Stellenzahl 1 • 2 • 3 • 4 • 4) • 5 

Reihe 1 • 4 • 7 • 10 . 111 . 13 

erhält man für » = 4J aus der ersten 
Formel: 

“= > +(■‘1 - 1)3= 11} 

Die Summe nach der zweiten Formel 

»= * +(41 - l)3] = 28i 

2 
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Es ist aber 1 + 4 + 7 + 10 + H* = 33'. 
10. Wenn zwischen dem mten und dem 
(m+l)ten Gliede einer Reihe r Glieder 
eingeschaltet sind und man will die 

Summe s bei n = « -1 linden, so heilst 

dies: man will die Summe der ersten m 
ursprünglichen Glieder der Reihe + den 
ersten k der r eingeschalteten GlWer 
bestimmen, und man mufs daher die For- 
mel für s zweimal anwenden 

»' = y [2a-f (m- 1) d] 

gibt die Summe der ersten m Glieder der 
ganzen Stellenzahlen. 

Um die Summe «" der ersten k einge- 
schalteten Glieder zu erhalten hat man 
das erste Glied derselben 

n' = rt -Km- 1) d-l- - d= a -f 

die Summe derselben 

s = (4-|-3)1-|-[^-(-3( 


= * l^^a -(- {m 


k- 2r- 


-(-• 


~2(r+ l) 

Es ist mithin 

= (m + k)« + [- 2^-+H”‘+2lr-rT))J‘^ 

Sind in der obigen Reihe zwischen dem 
4ten und 5ten Gliede 6 Glieder einge- 
schaltet, so hat man dieselbe 

1 . 4 • 7 • 10 joj.ii.us.ij.m 13 •••■ 

Die Summe der ersten 4 Glieder ist 
,’=t[2. 1-K4-1)3] = 22 

Die Summe der ersten 3 eingeschal- 
teten Glieder ist 


- = 3.[l+(. 


4 -I- 


3-10-1 


2-(5-M) 
Die Snmme beider 


)»]= 


33 


4 -I- 


3-10- 

2.6 


i)],= 


56. 


11. Eine Anwendung des Vortrags No. 9 
findet man in dem Cnrrespondenzblatt 
des natnrforschenden Vereins zu Riga, 
XI, No 6 in einem Aufsatz ron Dr. Carl 
Hechel über gebrochene Stellenzahlen 
(Indices), welche bei naturwissenschaftli- 
chen Fragen oft einyeführt werden müs- 
sen und über die Falle, in welchen die 
Formeln für ganze Stellenzahlen auf die 
gebrochenen anzuwenden sind oder nicht. 

Die Reihe No. 9 i.st hier als Beispiel 
genommen , die Stellenzahlen bedeuten 
Secunden und die Glieder der Reihe sind 
Wege. Die Aufgabe lautet; 

Wenn ein Körper in der ersten Se- 
cunde seiner Bewegung einen Fufs, in 
jeder folgenden aber 3 Fufs zurücklegt, 
welchen Raum durchläuft er in 4j^ Se- 
cunden? — Es entsteht nach Formel I, 
No. 8 der Weg = 1 M Fufs. 

Dafs die Formel 2, No. 8 für < nicht 
stimmt, dafs 28Ü Fufs anstatt 33| Fufs 
resultiren schadet hier nicht.s, denn da 
jedes Glied der Reihe schon eine Summe 
von Wegen ist, so kann nach der Summe 
der Glieder gar nicht gefragt werden. 

Ein zweites Beispiel, in welchem die 
Summenformel stimmt, die fürs nte Glied 
aber nicht, gibt bei derselben Reihe der 
Aufsatz in folgender Aufgabe: 

Wenn der Körper in der ersten Se- 
cunde seiner Bewegung einen Fufs, in 
jeder folgenden Secunde aber 3 Fufs 


mehr als in der nichstvorhergehenden 
znrücklegt, welchen Raum durcWiuft er 
in der 4^ten (oder Jten) Secunde? — 
Hier ist klar, dafs die erste Formel, 
welche 11^ Fnfs liefert, nicht gelten kann, 
weil der Körper we^n seiner gleichför- 
mig beschleunigten Bewegung, wenn er 
in der ersten Hälfte der 5ten Secunde 
Ui Fufs durchliefe, in der ganzen 6teu 
Secunde, statt 13FnIs, mehr als 23 Fula 
durcÜaufen würde; es mufs die Sum- 
menformel angewendet werden; diese gibt 
für » = 41 die Snmme s = 28k 
für « = 4 die Summe t' = 22 Fnfa 
woraus der Weg in 

der 4ften Sec. = 6k FuCä 
und die Richtigkeit des Verfahrens er- 
weist sich, wenn man 28k Fu& von der 
Snmme 35 für » = 5 abzieht, wo dann 
für die zweite Hälfte der öten Secunde 
der Weg 6J Fufs sich ergibt. 

Die vorstehende Aufgabe und alle ähn- 
lichen werden meiner Ansicht nach am 
zuverlässigsten durch diejenigen Formeln 
gelüst, welche in der Mechanik aufge- 
stellt sind: 

Die erste Aufgabe gehört io die gleich- 
förmige Bewegung. Es ist nach Band I, 
pag. 351, rechts, Formel 1: 

1 = c • < 

Nun ist hier der Fall betrachtet, wo 
der Köraer in der ersten Secunde den 
Weg 1 Fols (r*) zurückleErt; nach Been- 
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digunff dieser ersten Secunde erhält er 
einen Impuls, der ihn um 2 Fufs per Se- 
cunde forttreibt, so dafs er von jetzt ab 
3 Fufs (c) per Secunde zurücklegt-, mit- 
hin hat er nach l Secunden zurückgelegt 
c' -b (t - 1) c Fufs 
oder c'. t -|-(c-c')(l - l)FuIs: 
also r' = 1, c = 3, < = 4| gesetzt, überhaupt 
1 1 1 F ufs. 

Die zweite Aufgabe gehört in die gleich- 
förmig beschleunigte Bewegung, welche 
nicht mit 0 sondern mit einer Anfangs- 
geschwindigkeit beginnt. 

Band I, pag. 356 ist Formel 4 
S = cT -f- CP 

wo c die Anfangsgeschwindigkeit, C die 
Beschleunigung, T die Zeit in Secunden, 
S den Weg bedeutet, der in T Secunden 
zurückgelegt ist. Nun ist in der Reihe 
der Weg in der Iten Secunde = 1, der 
Weg in der 2ten Secunde = 4, • in den 


beiden ersten Secunden = ö folglich bat 
man 

l=cl-l-C-i* = c-bG 
^ c • 2 -f C • 2 » = 2c + 4C 
woraus c = — ^ - - ■ - 

und C = -t-f 

d. li. der Körper will mit J Fufs in der 
entgegengesetzen Richtung gleichförmig 
sich bewegen, wird aber mit der Beschleu- 
nigung + } vorwärts getrieben. 

Nun erhält man 

für« = 4; S = - J.4-b}4‘ =i 22 Fufs 
für » = 4J; .S=- j.4^-f-J.(4i)«^8i|l'Ws 
folglich derWeg in der 4{^tenSec. = 64 Fufs 
12. Die geometrische Reihe von allge- 
meiner Form ist 

Stellenzahl i 2 3 4 ....T. « 

Reihe a ae ae* ae* ae"“* 

Sollen zwischen dem m-l- Iten und dem 
ai -b 2ten Glieile (r — 1) Glieder einge- 
schaltet werden, .so erhält man 


+ 1 m-bb-b-^, m-l- 1 -b-^ .... m-b 1-b m -b 2 

» r r r 

' r r ' 

aem . j _ __ ae»! • V e'~' • oe"‘~* 

Das Ate der r - 1 Glieder, also das Glied für die Stellenzahl 

m -b 1 -f ist = ae" • fe* = ae”'*"T 

Die Formel für's nte Glied gilt also auch für gebrochene Stellenzablen. An- 
ders ist es mit der Summenformel. Hultiplicirt man die Reibe mit e und setzt 
beide Reihen untereinander 

0 -b ae -b ae* -b ae> -b -b ae" " ‘ = S 

ae + ae* -b ae* -b ae* -b .... -b ne" = e.S 

so erhält man ae" - a = eS - .S = (e - 1) S 


Stellenzabl m -b 1 , 
Reibe ae ” , 


„ e" - 1 

woraus a = a 

e— 1 

Die Summe bis zum m -b Iten Gliede ist 

m + l J 

.S'=:a i 

e - 1 

Die Summe der ersten k der (r — 1) 
eingeschalteten Glieder ist 

y' = ae"*.t'e^-^ 


beide Summen 


V e - 1 


'""*■‘-1 , m ■: l ' e '- 1 

.S=a -bae^le- 

e — 1 '■ 

|e - l 

Die Formel auf die gebrochene Stel- 
leuzahl angewendet gibt 




1 


.S = a - 

e ~ 1 

welche von der ersten richtigen verschie- 
den und auf gebrochene Stellenzahlen 
nicht anzuwenden ist. 

EiOSCbattige , >. v. w. Gegen schat- 
tige, Antiscii (s. d.), Heteroscii. 

Elos-lD-einstabelle, die erste ilülfstabelle 
für das Dividiren; 

I in 1 geht 1 mal 2 in 2 geht 1 mal 
1-2,2, 2,4,2. 

1,3,3, 2,6,3, 


2 . 16 
2 . 18 

9* 
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3 in 3 eeht 1 mal 9 in 9 geht 1 mal 

3.6.2, 9 , 18 , 2 , 

3.9.3, 9, 27, 3, 

3 , 24 , 8 , 9 , 72 , 8 , 

3 , 27 , 9 , J» , 8 1_ _ 9_ , 

n. s. w. bis 

ElDS-nnd-einStabeUs, die erste llülfsta- 
lielle für's Addireii. 

1 und I macht 2 3 und 1 macht 4 

1.2.3 3,2,5 

1.3.4 ;i , 3 , G 


1.8.9 3 , 8 , 11 

1.9 .10 ” >2 

— — u. s. 'S', bis 

2 und 1 macht 3 9 und 1 macht 10 

2.2, 4 9 , 2 , 11 

2.3, 5 9 , 3 , 12 


2,8, 10 9, 8, 17 

2_, 9 , II 9 j>_ IS 

EinS-TOn-elDStabelle, die enste Ilülfsta- 
belle für’s Subtrahireu. 

1 von 1 bleibt 0 3 von 3 bleibt 0 

1.2.1 3,4.1 

1.3.2 3,5,2 


1,9,8 3 , 11 , 8 

1 , 10 ,9 _ 3 , 12 , _9 

■ “ “ — II. 8. w. bis 

2 voll 2 bleibt 0 9 von 9 bleibt 0 

2.3.1 9 , 10 , 1 

2.4.2 9 . 11 . 2 


2 , 10 , 8 9 , 17 . 

2 , 11 , 9 9 , 18 , 

Einsprinnnde Winkel, s. v. w. e 

gehende vVinkel, ii. .luspriiigei 
Winkel. 

Eintritt eines fiestirns, s. u. A 

tritt. 

Ein und einaxiges Krrstaliisationssir- 
stein, 8. n. Axensystem. 

Ein und eingliedriges Krystaiiisations- 
System, s. u. Axensystem. 

Eklipse ist Finsteniils oder Vertinste- 
ruug eines Gestirns wenn ein näher be- 
lindliches Gestirn es bedeckt; wie die 
Verfin.sterung der Sonne durch den davor 
tretenden ilond oder »enn die Erde zwi- 
schen Sonne und Mond tritt die Verfin- 
sterung des Monde.s. 

Ekiiptik, Sonnenbahn ist die Hahn, 
welche die Sonne von Abend über Mit- 
tag gegen Morgen um lliiumel jährlich 


zu durchlaufen scheint. In dem 
Art.: Aequator der Erde ist die K. 
.schon als die Bahn erklärt, in welcher 
die Erde in der Zeit , welche wir Jahr 
nennen, um die Sonne sich bewegt und 
dafs also die E. der Ort ist, in welchem 
der Mittelpunkt unserer Erde sich fort- 
dauernd befindet, ln dem Art. Central- 
bew egnng ist auf den die Erde beglei- 
tenden und umkreisenden Mond geruck- 
sichtigt und iiachgewiesen , dafs nicht der 
Mittelpunkt der Erde es ist, der io 
der E. sich befindet, sondern der in der 
beweglichen Axe zwischen Erde und Mond 
befindliche geniein.schsftliche Schwerpuakt 
beider Weltkörjier und der mit der Be- 
wegung des Mondes um die Erde in je- 
dem Augenblick sieb ändert. 

Ferner ist in dem erstgenannten Art, 
die Schiefe der Ekliptik, d. h. der 
Winkel, den die E. mit dem + mit sich 
selbst bleibenden .tequator bildet, tat 
Mittel zu 231° angegeben worden, der 
daraus hervorgchoiide Wechsel in der 
Hcleuchtiiiig der Erde durch die Sonne 
tiiit Fig. 34 bildlich dargeslellt und es 
sind die 4 Uauptpniikte der E., der Früh- 
lings-, Sommer-, Herbst- und Wiiiter- 
piinkt erklärt und iiachgewiesen. 

Endlich sind in dem Art. Bahn der 
Welt kör per, No. 24, pag. 301 als Bei- 
spiel vorangcgangeiier Formeln die Be- 
wegung der Erde um die Sonne und die 
Mas.se der Sonne berechnet und dafür die 
aus Beobachtungen hergeleiteten Dimen- 
sionen der E. angegeben. 

L’ebereinstimmend mit Fig. .34, pag. 33 
sei umstehende Figur, die um die Kklip- 
3 tik SmVP gelegte Himmelskngel also 
" mit einem Ilnrcnmesser von etwa 42 
. Millionen Meilen, die auch mit allen da- 
g rin betindlicbeii Kreisen bis ins Unend- 
liche erweitert gedacht worden kann. 
AIIHF die durch den Mittelpunkt C ge- 
legte erweiterte Ebene unsres Erdaeqna- 
tors der in allen Punkten der E., wo die 
Enle sich auch befinden möge, + mit 
sich .selbst bleibt. Beide gröfsten Kreise, 
die E. und der Aeqiiator schneiden sich 
in den Punkten /•’ und H. Die auf der 
Eliene AI! durch C gezogene senkrechte 
Pp ist die .\xe des Aeonators, die 
Punkte P, p sind dessen Pole; die auf 
der Ebene SIF in V senkrechte Einie 
l'p' lieifst die Axe der deren Eiiil- 
pniikte P', p’ sind die Pole der E., die 
Bogen. IS = ßlF sind die gröfsten Ent- 
fernungen zwischen dem Aeqiiator und 
der E, sie me.sscn dieSchiefederE , 
sind von den Durchschnittspunkten /•’, 1/ 
gleich weit entfernt und gleich grofs den 
Bogen PI“ und pp'. 
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Anntatt nun , dal'a wie Fig. 34 die Krde 
in der Kkiiptik nm die in C betindliche 
Sonne sich newegl, soll hier die schein- 
bare Bewegnng der Bonne um die 
scheinbar in C feststehende Erde be- 
trachtet werden. 

Steht die Sonne in F und II so ist 
anf der ganzen Erde Tag und Nacht 
gleich, Aeqninoctinm (rcrgl. Astruno. 
mische Dämmerung, No 4, pag. 136), F 
und II sind die l’nnkte aer Nacht- 
gleiche, die Aequinoctialpunkte. 
Steht die Sonne in .S, so ist anf der nörd- 
lichen , steht sie in IF , so ist anf der 
südlichen Halbkugel der Erde der längste 
Tag. Weil die Sonne an die.sen Punk- 
ten eine Zeit lang zu verbleiben .scheint, 
so heifsen S and W die Solstitial- 
punkte,Sonnenstillstandspunkte 
und weil die Sonne hier entgegengesetzte 
Richtungen annimmt, Pu nk te der .Son- 
nenwende. 

Von F tritt die Sonne in'' die nörd- 
liche Halbkugel, geht während der Früh- 
lingszeit daselbst bis S, während des 
.Sommers bis II, tritt hier in die süd- 
liche Halbkugel, gebt «ährend des Herb- 
stes bis ir und «ährend des Winters 
von IF bis F. 

Daher ist F der Punkt der Früh- 
lingsnachtgleiche, H der Pnnkt 
der Uerbstnachl gleiche, S der 
Sommer-iWderWinterstillstands- 
pnnkt. 


Ein gröfster Kreis PFpll P- 
durch die Weltpole (vergl. 
.Aequ.itor, Iliminelsaequator 
pag. 31) heifsl der Kolu- 
rusderNachtgleichen; 
ein gröfster Kreis PSpH'P 
durch die Weltpole und die 
.Sonnenwendepunkte derK i>- 
lurus der Stillstands- 
punkte. 

Pnrallelkreise Sl)^ (IW 
mit dem .Aequator, durch 
<lie Sonneuwendepunkte -S' 
und W gezogen, heifsen 
Wendekreise, Wende- 
zirkel «eil diese die Sonne 
zu den Zeiten der Son- 
nenwende zu durchlaufen 
scheint; der Kreis SO in 
der nönilichen Halbkugel 
iler Wendekreis des 
Krebses, weil von hier ab 
die Sonne eine rückgängige 
liewegung macht ; der Kreis 
H'f,' in der südlichen Halb- 
kugel der Wendekreis 
desSteinbocks, weil von 
hier ah die Sonne eine aufsteigende Be- 
wegung macht. 

Parallolkreise mit dem Aequator durch 
die Pole F, p der E. heilsen Polar- 
kreise, PJ der nördliche, p'K der 
südliche Polarkreis. 

Von diesen Kreisen an der Himmels- 
kugel sind auch die gleichnamigen der 
Erdkugel abgeleitet; sie werden durch 
die Punkte bestimmt, weiche auf der Erd- 
oberfläche entstehen , wenn man von S, 
IF, P' p' nach dem Erdmittelpunkt C 
gerade Linien zieht. Stellt also uer Kreis 
P.ipBP die Erdkugel vor so sind von den 
unter den einander gleichen etwa 23}" 
betragenden Winkeln SCA, WCB, PVP, 
pCp' gezt^enen Kreisen die Kreise SO und 
\YG die Wendekreise, die Kreise P'J, p'K 
die Polarkreise auf der Erdoberfläche. 

Die Schiefe der Ekliptik ist nicht nur 
durch das Schwanken der Erdaxe, son- 
dern auch durch die Uesammteinwirkung 
sämmtlicber Planeten der Aenderung un- 
terworfen. Diese Aenderung, welche seit 
2000 Jahren in ^iner Abnahme besteht, 
beträgt in 100 Jahren noch nicht ganz 
eine Minute. 

Da nun die Schiefe der E. eine der 
tirundlagen aller astronomischen Berech- 
nungen ist, so sind wiederholte Messun- 
gen und Beobachtungen derselben erfor- 
derlich. Sie ist bestimmt worden durch 
Kratosthenes 250 J. v . Chr. = 23° ö 1' 20" 
Almamon 830 , n. Chr. = 23° 35 ü" 
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Coperninis 1540.1. n.Chr. = 23'’2S’ 8" 
Klamstead 1691 . , , =23'’28'23" 
Condamine 1T37 , . , =23°28’24" 
Stnive 17.50, . . =23“28' 17,44" 
Toh. Mayer 1756 .. . =23'"28’16" 
Piaiii 1800 ., . =23"27'.56,3’' 

Peters 1800 , , . =23”27’.54,22” 

Die Schiefe der K. wird 9 Jahre lang 
immer gröfer, in den fnleenden 9 Jah- 
ren immer kleiner, jedoch so dafs die 
Snmme der Zuwach.'e durch die der Ab- 
nahmen übertroffen wird. Diese periodi- 
schen Aenderungen heiTscn das .Schwan- 
ken oder die Nutation der K. Man 
hat eine wahre oder scheinbare 
Schiefe der E., in derjenigen, welche 
zu einer Zeit wirklich beobachtet wird, 
lind eine mittlere Schiefe der E.; 
letztere ist diejenige, welche man durch 
die Beobachtung gefunden haben würde, 
wenn eine Nutation nicht stattgefunden 
hätte und die also nur durch Berechnung 
zu finden ist. 

Die Schiefe der E. ist offenbar gleich 
der gröfsten nördlichen oder südlichen 
Abweichung der Sonne (s. Abweichung 
eines Gestirns) also deren .Abweichung 
wenn der Mittelpunkt der Sonne in einem 
der Wendepunkte steht, und sie würde 
unmittelbar durch die Beobachtung der 
Sonne in dem Augenblick deren Eintritts 
in den Sommer- oder in den Winterounkt 
gefunden werden können, wenn die Sonne 
in diesem Augenblick durch den Beob- 
achtungsort culminirto; geschieht dies 
nicht, so erhält man die Schiefe der 
Ekliptik allerdings um eine oder einige 
Secunden geringer. 

Gestirne die in der Ekliptik liegen 
haben keine Breite und wenn sie zu- 

leich im Frühling.spunkt liegen, auch 

eine Länge. Die Sonne hat also keine 
Breite, im Erühlingspunkt weder Länge 
noch Breite, ia beiden Nachtgleichen, dem 
Frühlings- und dem Uerbstpunkt keine 
Declination. Gestirne, die in einerlei 
Parallelkreis mit der Ekliptik liegen, haben 
einerlei Breite. 

Die halbe grofse Axe der E. wird nach 
verschiedenen Beobachtungen angegcl>en 
von 20 644130 bis 20 682329 geogr. Ml. 
und nach dieser mittleren Entfernung 
der Erde von der Sonne auch die übri- 
gen Dimensionen derselben; 

Die Excentricität der E. ist festgestelit 
zu 0,01679226 als Theil der halben gro- 
fsen Axe oder des Halbmessers des ex- 
centrischen Kreises. Man drückt dieselbe 
anch in Bogenseennden ans. Es ist näm- 
lich der Halbmesser eines Kreises = einem 
Bogen von 57° 17’ 44,8" = 20624,8 


Secunden, .so dafs die Excentricität 
0,01679226 X 20624,8 = 3464 Secunden 
= .57’ 44’’ des excentrischen Kreises be- 
trägt. 

Demnach ist die Entfernung des Peri- 
hels von der Sonne = 20297474 bis 
203.15031 geogr. Ml. Die Entfernung 
des .Aphels von der Sonne 2099O78ß 
bis 21029627 geogr. Ml. Die vorher an- 
gegebene freilich noch nicht ganz be- 
stimmt anzugebeude mittlere Entfer- 
nung der Erde von der Sonne ist der 
.astronomische Maafsstab (die Einheit = I) 
für alle astronomischen Längen. 

Elasticitit ist die Eigenschaft eines 
starren Körpers, dafs dessen Massentheile, 
wenn sie durch eine äufsere auf ihn ein- 
wirkende Kraft verrückt worden , nach 
Hinfortnahme der Kraft ihre frühere Stelle 
wieder einnehmen. Die E. ist also eine 
dem Körper inne wohnende Kraft, welche 
wie die Festigkeit der Verrückung seiner 
Massentheile als Widerstand entgegen- 
wirkt und zugleich als thätige Kraft die 
Wiederherstellung des natürlichen Orts 
der Massentheile vollbringt; oder auch 
die Kraft, mit welcher die einzelnen Mas- 
sentheile das Bestreben haben in dem 
ihnen durch die Natur angewiesenen Ort 
zu verbleiben. 

Je gröfser die äufsere Kraft ist, desto 
gröfser ist die Länge, um welche die 
Massentheile in ihrem gegenseitigen Ort 

S eändert werden nnd Kraft und Länge 
er Verrückung sind proportional. 

2. Der Körper wird durch Zug ausge- 
dehnt, durch Druck zusammengeprefst. 
Eine Kraft, welche die Massentheile eines 
Körpers um das n fache ihrer natürlichen 
Entfernung I von einander entfernt, ist 
gleich derjenigen Kraft, welche diese Mas- 
sentheile auf * f einander nähert. Einen 
n 

Beweis davon liefert die Wärme als aus- 
dehnende Kraft. 

Wenn nämlich ein eiserner Stab von 
der l änge / bei der Temperatur von 
T°, durch 1° vermehrt auf die Länge 

gebracht wird, so wird 

n fl 

derselbe Stab, wenn die Temperatur von 
7” um (° vermindert wird, auf die Länge 
X zusammengeprefst werden, dafs 

X -f- X = / 

n 



Werden beide Kräfte hiufort genom' 
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men, d. h. wird in beiden Fällen die Tem- 
pentnr wieder auf T° gebracht , ao ent- 
steht die orsprüngliche Länge I. Die 
ersten Temperatur wirkten als Kraft 
ausdehnend, die zweiten (- 1°) Tempera- 
tur als Kraft znsammenpressend, beide 
Kräfte sind als Wärmemengen von einerlei 
Temperatur gleich grofs, folglich ist das 
tieseti richtig. 

3. Wenn der Körper aus homogenem 
Stoff besteht, so besitzt jedes einzelne 
Massentheilchen desselben eine gleich 
grofse E. , daher verhalten sich zwei 
Kräfte, welche b Theile und m Theile 
desselben Stoffs um eine gleiche Länge 
l ansdehnen oder znsammendrücken wie 
min, nnd die in beiden Stoffen befind- 
lichen jenen Kräften gleichen E. verhal- 
ten sieb ebenfalls wie m : n. 

4. Es gibt keinen starren Körper, der 
bis ins Unendliche ansgedehnt werden 
kann; er serreifst und zwar bei der- 
jenigen anf ihn einwirkenden Zugkraft, 
welue seiner Cohäsionskraft gleich grofs 
ist. Die E. in einem Körper hat also 
ihre Grenze und diese liegt unterhalb 
seiner absoluten Festigkeit. 

Jeder Körper hat 2 Elasticitätsgrenzen. 
Die erste besteht in dem Grade der Aus- 
dehnsamkeit, dafs wenn dieser überschrit- 
ten, die Ausdehnung also darüber hinaus 
vermehrt wird, die Massentheilchen nach 
Hinfortnahme der Zugkraft sich zwar zu- 
sammenziehen, aber nicht wieder in ihre 
natürliche Lage zurückkehren , sondern 
in einer gröberen Entfernung als vorher 
von einander verbleiben. Wird die Aus- 
dehnung noch weiter getrieben , so ent- 
steht znletzt ein Zustand, dafs bei Hin- 
fortnahme der Kraft gar kein Zurück- 
weichen der Massentheilchen statt findet 
nnd diese Grenze kann mit dem Zustand, 
in welchem der Körper eben zerreiben 
will, gleich gesetzt werden. 

Innerhalb der ersten Grenze ist die E. 
vollkommen, innerhalb der ersten und 
zweiten Grenze unvollkommen. Wird 
die erste Grenze bei einem Körper über- 
schritten, so hat der Körper seine na- 
türliche Stmetnr verloren, er ist ein Kör- 
per von ganz anderer nnd untergeord- 
neter Beschaffenheit geworden. 

Innerhalb der ersien Grenze könnte 
demnach ein Baustück anf die Dauer be- 
lastet werden ohne dafs es mit der Zeit 
an Tragfähigkeit verliert; mit Ueber- 
schreitnng dieser Grenze durch Belastung 
wird seme Tragfähigkeit vermindert, 
seine erste E.-grenze ist geringer als sie 
vorher war und das Banstfick mnfs bis 
zu derselben anf die Dauer entlastet 
werden. 


Dagegen lehrt die Erfahrung, dab Ge- 
staltänwrungen von Körpern unter Be- 
lastungen auf nur kurze Zeit lang mit 
der Entlastung wieder verschwinden, je- 
doch unter denselben Belastungen lange 
Zeit verbleibend ebenfalls verbleiben, so 
dafs die Körper unter anhaltendem Druck 
ihre ursprüngliche E. ganz oder zum 
Theil verlieren. Die Bestimmung einer 
E.-grenze der ersten Art oder für voll- 
kommen bleibende E. bei Körpern ist 
also unsicher und es wird für die Trag- 
ßhigkeit von Baustücken der Uoefficient 
für den Bruch zu Ornnde gelegt (s. Bre- 
chnngscoefficiont und Belastung). 

Für die Untersuchung der Elasticitäts- 
gesetze hat man nach dom Vorschlag von 
Thomas Young den E lasticitätsmo- 
d u I eingeführt. Dieser ist eine hypo- 
thetische Gröfse, nämlich diejenige Kraft 
in Pfunden, welche erforderlich ist um 
einen Stab von 1 OZoll Querschnitt von 
der Länge l auf die Länge 2l auszudeh- 
nen oder auf die Länge zusammenzu- 
pressen , ohne dab die Elasticitätsgrenze 
überschritten wird, wenn also diese E.- 
renze solches gestattete. Man bezeichnet 
iesen Modnl mit E. 

Die Länge l des Stabes ist gleichgültig, 
denn die Kraft, nach der Längenrientung 
des Stabes angebracht wirkt zwar unmit- 
telbar nur auf das ihr zunächst befind- 
liche von ihr angegriffene Massenoiement, 
dieses aber pflanzt vermöge der nun er- 
haltenen der Kraft gleich groben Span- 
nung dieselbe Wirknng auf das ihm un- 
mittelbar vorhergehende Element fort, 
dieses dieselbe Wirkung auf das ihm vor- 
hergehende dritte Element u. s. w. , so 
dab die Kraft auf alle Massenelemente 
des Stabes eine gleich grobe Wirkung 
aiisübt, die Länge des Stabes und die 
Anzahl der Massentheilchen sei welche 
sie wolle; und wenn die Kraft einen Stab 
von der beliebigen Länge / um l oder 
auf 21 ausdehnt, so geschieht dies da- 
durch, dab jede 2 Massenelemente, die 
der Länge nach neben einander nm die 
sehr kleine Länge i von einander ent- 
fernt sind nm die Länge 2t auseinander 
gerückt werden. 

6. Ist E gegeben, so erhält man die 
Kraft P, welche den Stab von 1 OZoll 
Querschnitt von der Länge L nm die 
Länge 1, also auf die Länge L -f I aiis- 
dehnt, nach dem Gesetz No. 1. 

P:E = 1:L 

woraus 

Utl = — L so erhält man P= — E (2) 

B » 


’oe Sy 
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Die Kraft P', welche denselben Stab 
von der Länge L um die Länge /, oder 
anf die Länge L — I zusammendrückt, 
ist nach No. 2 gleich derjenigen Kraft, 
welche im Stande ist den Stab ron der 
Länge L ~ I auf die Länge L anszudeh- 
nen. Daher 


P' = -- K 

L — i II — m 


(3) 


Hat der Stab * □Zoll Querschnitt, so 
ist die Kraft 


Je zahlreicher die Versuche sind, die 
man mit verschiedenen Stäben desselben 
Stoffs und unter verschiedenen Belastnn- 
gen vornimmt, desto genauer und zuver- 
lässiger erhält man E. 

Man kann Versuche mit Zusammen- 
pressungen den vorigen hinzufügen und 
nach Formel 5. 

L-t f L' P 
l - L'' k 


E = 


(15) 


P = k^ E=k — E 

L n 


(4) 


und P' = k /-E = k. E (5) 

7. Aus den Formeln 1 bis 5 findet 
man, wenn R gegeben ist bei einem Stab 
von gegebener Länge L die Länge I, 
um welche bei gegebener Belastung P 
der Stab ausgedennt und zusaramenge- 
drückt wird, und die Länge L + l = L' 
und I. - l =■ V auf welche beides ge- 
schieht ; 

Nämlich für die Ausdehnung bei 1 
□Zoll Querschnitt 


/ k ~ L - L' 
finden , weun L die ursprüngliche Länge, 
L' die Länge unter dem Druck P' be- 
deutet. 

9. Der Modul E ist von der Tempe- 
ratur des Stabes unabhängig. Denn ge- 
setzt ein Stab von der Temperatur O’ 
werde durch Einwirkung von t° Tempe- 
ratur von der Länge L zur Länge L-i-l 
= L' ausgedehnt, so hat man nach For- 
mel 2 die Kraft P, welche auf den Stab 
von 0° diesellie Wirkung ausübt 

^E 


p=1e.^ 


E+ P 

L^l=L’ = '^L 
Bei k GZoll Querschnitt 


‘=rE^ 

L +/=/,’ = 


(B) 

(7) 

( 8 ) 


Offenbar ist diejenige Kraft, welche 
diesen Stab von der nun ursprünglichen 
Länge L' auf die Länge L znsammen- 
prefst, dieselbe Kraft P. Ueachähe aber 
diese Zusammenpressnng, wenn der Stab 
durch Erwärmung auf 1° zur Länge L' 
gebracht worden wäre und währenif dem 
Bestehen der Temperatur 'so sei der 
Modul = £’, dann hat man nach Formel 3 
l L'- L 


kE+P 

kE 


(9) also 


L'-L V-L 


für die Zusammendrückung bei 1 □Zoll 
Querschnitt 

•=PTE^ ( 10 ) 

L-I = L' = J^L 


oder 


P+E 

bei k GZoll Querschnitt 
P . 


1 = 


P + kE 


t- ! = . 


kE 


(II) 


( 12 ) 

(13) 


P+ kE 

Um den Modul E für einen Stoff 


E=K’ 

10. Es erfolgen hier die Angaben des 
E.-modul von mehreren Stoffen, ans Mo- 
sely-Scheffler nebst den daneben gestell- 
ten absoluten Festigkeiten derselben in 
alten prenfs. Pfunden. In der 3ten Co- 
lumne sind die Quotienten der zweiten 
in die ersten Zahlen angegeben, welche 
als Nenner zum Zähler I die Quotienten 
der ersten in die zweiten Zahlen nnd 
damit zugleich nach Formel 8 die ali- 
uuoten Theile der Längen, um welche 
die Stoffe als Stälie bis zum Zerreifsen 
ausgedehnt werden, bezeichnen. 


SU finden, hat man nur nöthig Versuche 

zu machen. Man nimmt den Stab von 
kO'loW Querschnitt, von i, Fnfs Länge, 
belai^tet diesen mit einem bestimmten 
Gewicht T, mifst die neue Länge = : 

1 ’ " 

1 Modul E 

1 ! 

Aliso- 
lute 
Festig- 
keit P 

I -f /, so hat man nach Gl. 4. ai. • ' " ^ 

K = A /.= (H) Birke I 

l U - L k ^ ^ Blei 1 

1200 000 
IfiOOOOO 
730 000 

: 14 000 8ti 
15 000 107 
1 900 1 384 
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Modul £ 

Abso- 
lute 
Festig- 
keit P 



4700000 

34 000 

138 

Ruche 

1400 000 

12 00C 

117 

Eiche 

1800 000 

11 000 

164 

Eisendraht. . . 

26000 000 

90 000 

289 

Esche 

1600 000 

18 000 

89 

Fichte 

2100 000 

12 000 

175 

Kischbein . . . 

840 000 

8 000 

105 

Gufseisen . * . 

17000 000 

19000 

896 

Kiefer 

17UOOOO 

12 000 

142 

Kupferdraht . . 

19000 000 

70 000 

271 

Lerche 

1300 000 

10000 

130 

Maha(?oni spa- 




nisches . . . 

1600 000 

14 000 

114 

Messing, gegos- 




sen 

9400 000 

18 000 

522 

Messingdraht . 

1,5000 000 

70 000 

214 

Schmiedeeisen 

29000 000 

66 000 

439 

Stahl 

37000 000 

110 000 

336 

Teakholz . . . 

2500 000 

16 000 

156 

Ulmo 

1400000 

15 000 

93 

Weilstanne . . 

1900000 

12 000 

158 

Zink, gegossen 

14000 000 

8 800 

1591 

Zinn, gegossen 

4700 000 

4 400 

1068 


Beispiel. Nach den Versuchen Ton 
Diilean Kann das Schmiedeeisen im Mi- 

nimo nm = 2 ^ 7 ’ Maximo 


um 0,001167 = 


1 

857’ 


nach Tredgold um 


0,000714 = seiner Länge sich aus- 

dehnen, ehe es über die Grenzen seiner 
F. hinauskommt. In dein Art.: Bela- 
stung ist angeführt, dafs das Schmiede- 
eisen für die Dauer nur mit ik, d. h. 
auf den GZoll Querschnitt nur mit 
i X 66000 Pfd — 11000 I’fd belastet wer- 
den solle. Hierbei ist also die Länge /, 
um welche es sich bei der ursprünglichen 


Länge L ansdehnt — - — ~- 
* 6 • 439 



woraus herrorgehl, dafs für diese vorge- 
schriebene Belastung das Kiseu noch in- 
nerhalb seiner E. -grenze Terbleibt. Nach 
der vorstehenden labelle zerreifst es wenn 


es um seiner Länge ausgedehnt wird. 


Elastische Fltssigkelten. Die Gase 
haben mit den troplbaren Elü.ssigkeiten 
die Veränderbarkeit ihrer Korm gemein, 
nnterscheiden sich aber von denselben 
dadurch, dafs sie sich in einen kleineren 
Raum zusammenpre.sscn und in einen 
gröfseren Baum ansdehnen lassen. 


Elastische Linie ist die Gestalt , welche 
eine nicht ausdebobaie vvllkommen ela- 
stische gewichtlose gerade Linie an nimmt, 
wenn sie an einem Ende unbeweglich 
befestigt und an dem anderen Ende von 
einer Kraft zu Biegung derselben ange- 
griffen wird. 

1. Es sei die gerade I.inie AB deren 
ursprüngliche Lage, durch das an B nor- 
mal auf -Iß gerichtete Gewicht P habe 
sie die Gestalt AFC angenommen, .so ist 
hei einer gleichförmigen vollkommenen 
l'ilaslicität der Linie deren Krümmung 
am Ende (' um so gröfser, jo länger .1« 
und je gröfser P ist und bei gleichblei- 
bendeiu P werden die Krümmungen der 
Linie von C nach .4 hin immer geringer- 

2. Die Krümmung irgend eines Curven- 
elements ist gleich der des zu diesem ge- 
hörenden Krümmungskreises und da die 
Krümmungen der Krei.'O um so gröfsoi 
werden je kleiner deren Halbmesser sind, 
oder mit deren Halbmesser in umgekehr- 
tem Verhällnifs stehen , so verhalten sich 
die Krümmungen der Elemente in der 
elastischen Linie umgekehrt wie die zu 
diesen Elementen gehörenden Krüm- 
mungshalbmesser. 

Die Wirkung der Kraft P auf die Li- 
nie ,4ß, also die Form der Linie AFC 
hängt nun zunächst noch ab von dem 
Grade der Elasticität den die Linie be- 
sitzt, und diese soll dadurch ausgedrückt 
werden, dals bei der normal auf AB in 
Entfernung = 1 von .4 wirkenden Kraft 
p der Krümmungshalbmesser in A = r sei. 

3. Es ist also durch die Kraft P in C 
dieselbe Krümmung in A vom Halbmes- 
ser AD = t hervorgegangen Bezeichnet 
man den zu der gleichfalls durch P in C 
hervorgegangenen Krümmung in F ge- 
hörenden Halbmesser FJ mit R , stellt 
sich in F diejenige Kraft P wirkend vor, 
welche bei Hinfortnahme von P dieselbe 
Curvo von .4 bis P veranlalst, wobei dann 
das Curvenstück FC unbelastet ist, bringt 
in Entfernung FH=\ eine Kraft (> an, 
welche statt P' dieselbe Krümmung in 
F von dem Halbmesser R hervorbringt, 
so müssen nach dem Obigen die Kräfte 
Q und p sich umgekehrt wie die zu F 
und A gehörenden Krümmungshalbmes- 
ser R mul r verhalten oder es ist 

Q.p = r,R 
„ pr 

woniu.s ^ ~ R 

Aber die Kraft P in C bringt ebenfalls 
in F die Krümmung vom Halbme.sscr B 
hervor; zieht man ai.so VE A AB, bezeich- 
net VE mit j-, so hat man für die gleich 
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Fig. 601. 



«x‘ 

8x* 8x 

Üie Gleichnng rerwandelt sieb in 
Ö > 

E 5i 


erorsen Wirkuncen der Kräfte Q und P öy , 

fn Beiiehung den Punkt F. PT, = »- 

1 X 0 = xx P 
0 pr 

woraus 

4. Das Product pr ist für jede elastische 
Linie, die immer nur eine materielle Li- 
nie sein kann, eine Constante, und von 
der Natur der Linie, von der Oröfse E 
der Elasticität abhänng. Man kann das 
Product pr daher allgemein mit E be- 
zeichnen lind dann ist •‘' — 'p~E 
E 

folglich das Moment tP= — (2) 


und hieraus 


\S, 


[» + *’] 
hx 


i 


5. Nimmt man CE als Abscissenlinie, 
C als den Anfangspunkt der Coordinaten, 
bezeichnet EF mit y, so hat man nach 
pag. 188, Formel I. allgemein 


ft=- 


(3) 


8V 

Ox* 

wo das subtractive Vorzeichen deshalb 
gilt, weil die Cnrve nach der Abscissen- 
finie gerichtet hohl ist. 

Snbstitnirt man diesen Werth von R so ist 
in Gleichung 2, so erhält man 

E 8x’ 

x = --t; 


fxhx = - ^ J - hx 

(1+ s»)* 

Nun ist fx Öx = Jx’ 

Um das rechts befindliche Integral za 
linden ist der Factor hi nötbig, demnach 

mit mnltiplicirt entsteht 

ö# 

9 s ^ 

»i'9s „ /* 1 C 

.9a= # -9» 

(l-l-s*)^ ./(1-hs*)’ 

Um dies Integral rational zu machen, 
setzt man 

(1 -l- s*)^ = /<s 
1 + S> = /l’s’ 

, 1 

woraus s* = - 


A 


[-©T 


(4) 


Aus dieser Differenzialgleichung sind 
nun mittelst Integrirens die Differenziale 
von y fortznschaffen und y allein einzn- 
führen. Setzt man deshalb der Kürze 


ß* - f 

Diese Gleichung auf ,u differenzirt ent- 
steht 

2s • = - 2|i (u» - 1)~’ 

Bll 


ha 

Nun ist also 


hi ß , 




l'l+S* 
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und folglich 

p flj- 

' .+ C (ä) 

I ‘ ^ Vöx/ 

Die ConsUnte bestimmt sich auf fol- 
gende Weise: 

Es ist ^ der Winkel, den die Tan- 

öx 

f ente in F mit der Abscisse x bildet. 

ür den Punkt A ist AB diese Tangente, 
und da sie mit der Abscisse läuft, so 
ist der Winkel, den die Tangente in .d 
mit der Abscisse bildet = 0. Setit man 
also die Lange CK = n , so hat man für woraus 

X - a auch = 0. 
ox 

= 0 -i- c 

woraus C = i«* 

diesen Werth substitnirt gibt 

Ö» 


nen Winkels und im Nenner | 1 + 

ist schon ^ (fpppn 1 sehr nnhedontend, 
üJ* 


vielmehr nnhedeutetiHeT 


er 


gegen 1, 


und es ist mithin der Nenner = 1 zu 
setzen. Demnach hat man 

Wird diese Gleichung integrirt, so er- 
hält man 

= \ßfi* - = H«*-* - J**) 


Man hat also 


H-i-£ 


1- 


r>) (8) 

: 0 fiir jr = 0, als 


l'-Hr? 


( 6 ) 


wo die Constante bei y - 
0 fortailt. 

7. Setzt man die Ordinate AK für 
A = h, BO wird x = a und es ist 

I 


VFx; 

hieraus ist nun y zu entwickeln, 
erhält 


und 


E = kP- 


(9) 


jjgn eine Gleichung, aus welcher E durch Ver- 
suche zu ermitteln ist. 

8. Bezeichnet man die Länge CF des 
Bogens mit t, so ist nach pag. 191 rechts, 
die allgemeine Rectificationsforroei 


f)y_ 


= k- 


f(a»-x») 




/> • 


nnd 


V^^(&xl 

Die Wurzelgröfse = + 


nach 


- i (»* - *•) 

y= Lp/‘ - (7) - L- ' Wxl 

",/ -x^F‘ dem binomischen Satz in eine Reihe ent- 

6. Nach den bisher bekannten Lehren wickelt gibt 
der Integralrechnung läfst sich dies In- 

tegral nur in einer Reihe darstellen , de- ’ + ~ ^ \9x/ ^ 

reu Glieder integrirbar sind, ein weitläo- ^1^^ 

figes Verfahren, welches die Entwickelung /-r /Dy\* l^y\* 1. 

des Gesetzes der elastischen Linie in nur / 1 "h— -1* 

wenig anwendbaren Formeln_ liefert und , • 

daher nicht interessirt. Erwägt man da- 
gegen, dafs in den Fällen, wo eine Un- 
tersuchung der elastischen Linie erwünscht 
oder erforderlich ist, diese immer nur in 
sehr geringen Krümmungen Torkommt 
so kann die Unteranchnng hier auf diese 
.Annahme beschränkt werden. 


l8x 


8i 

9i 




9jf 


Bei kleinen Krümmungen sind auch 
die Winkel, welche Äe Tangenten mit 


Da X’ sehr klein ist, so kann man die 
Ox 

höheren Potenzen von fortlassen und 
man hat 


81 


öx 


= 1 + 


der Abscissenlinie bilden sehr klein nnd 
mit ihnen die trigonometrischen Tangen- 
teo 

Gl. 6 zurück so ist ^ diese sehr kleine p ^ 

. „ . u, • *4- (<»’ - ■»’) *et*l 

trigonometrische Tangente eines so klei- S 




ihnen die triffonomeirwcnen langen- 

dieser Winkel. Geht man daher auf fj »S aus7seinenWerth 


Digilized by Google 



Elastische Linie. 


28 


Elastische Linie. 


bj 

fVr 


- 1 + » + i t"* “ 2«’ + *‘3 


Diese Gleichung integrirt, gibt 

;=x+t^’[n<x (10) 

»n die Constante fortßlll, »ei! fiir x = 0 
auch 1 = 0 wird. 

!>. Setzt man die Länge der elastischen 
Linie AC=I., so wird x = n und es ist 

i=n+ i ^.,'['‘‘-3''*^ .l«‘3 

P- 

oder L = n \ Vj 

Ans dieser Gleichnng läfst .«ich auch 
CK=n finden, wenn AB=I. und wenn 
P und E gegeben sind. 

Ist A gegeben, so hat man ans 9: 

JL-Vl 

E o’ 


AI) des Gewichts P von .4 sei = o, die 
Pressungen, welche die (Unterlagen er- 
leiden, seien Q nud Q'; für irgendeinen 
Punkt // seien AE und HE nie Coordi- 
naten x und y. Bei der geringen Krüm- 
mung in // sind die Längen AH = x und 
AHB = e za setzen ; dann sind die auf AH 
nnd AHH gleichvertheilten Gewichte = xC 
und cfl. 

2. Betzt man den Krümmnnnhalbmes 
ser in H = R so ist nach Gleichung 2 

#• 

das Moment der Elasticität in ^ = ~j^ '• 

dies ist aber otfenbar im Gleichgewicht 
mit dem Gegendruck Q nnd dem Ge- 
wicht xf/, deren Momente sind Px und 
x(! • (x, daher hat man 

J = px-jf;x* (i) 


Diesen Werth in Gleichung II sub- 
stitnirt gibt 


Der Unterschied zwischen L und a, 
nämlich zwischen AB=AEC und CK ist 
also bei kleinen Krümmungen der Linie 
sehr gering. 

II. Eine materielle elastische Linie 
ACB, deren Gewicht auf die Länfjen- 
Einheit = G ist, liegt mit ihren in einer 
Horizontalen befindlichen Endpunkten 
frei auf Unterstützungen. Zwischen die- 
sen an einem Punkt C wirkt ein Gewicht 
P; es soll die Gestalt der elastischen L. 
bestimmt werden unter der Bedingung, 
dafs die Krümmung in Folge der Bela- 
stungen nur gering ist. 

Die Entfernnng AB beider Unterstützun- 
gen von einander sei = c, der Abstand 


Nach Nu. 1. Formel 3 hat man 


R = 




II 


■ Dx» 


( 2 ) 


ö w 

welche sich nach No. B, indem 

1 sehr klein und «egzulassen ist, in die 
Formel ahändert 


Ä = ~7.t* 


(3 


Diesen Werth in Oleichung 1 gesetzt 
gibt 

woraus 

-£ g-^=yi:p*-4c*’)9-*- 

= 4Px>-lGx*-|-C (6) 



ist die trigonometrische 

Tangente des Winkels den die 
t'nrventaDgentc in H mit AR 
bildet. Setzt man x = .40 = n 
und bezeichnet den Winkel 
zwischen der Tangente in C 
und AB mit u, so hat man 
aus QL ä 

-£»g«=4P«=-4Gx*-|-C (6) 

Zieht man diese Gleichung 
von Gleichung & ab, so erhält 
man 
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(x>- fl*) - (7) 

worans integrirt die Gleichung entsteht 

- E(,-x<jn)=}pyi:x*-fl*)Öx-40yi:x*-o»)=lC>(*’-3o»x)-,',C(x*-4x*x) (8) 


wo keine Constante binzukommt, weil die Gleichung für den Bogen BCH, wenn 
für x=0 auch y = 0 ist. man /i als Anfangspnnkt der Abscissen, 

3. Dies ist die Gleichung für den be- BF=x', BD = r — a, für und n = ' 

liehigen Bogen AH. Man erhält offenbaL 180° -n setzt. Also 


- £ (j, + X- »5 «0 = kQ' [*’• - 3 (c - fl)* xT - AC [x’‘ - 4 (c - fl)» *’] (9) 

Setzt man die Ordinate CD = k, so wird in Ob (8) y = b für x = « und in Gl. 
y = k für x' = c — a. Man hat also 

-E{k-alg,.) = - + (10) 

-fi[4 + (c-fl)»jn] = -4(c-<')’P’d (H) 

Die zweite Qleichnng Ton der ersten abgezogen gibt 

cE ty ,,= {{€- fl)> Q' -WQ- — ß (12) 


4 . Sind also die Uröfsen Q und Q' he* 
kanat, so sind auch o, hiermit k und die 
Glaicbungeii für die Bogen AC und BC 
gegeben. 

Nimmt man zu diesem ßetiuf A und 
B als Homentenpunkte, so hat man 
1. e(f' = aP + 


2. rP = (c— fl)/*! 4c»C 

worans (1 = *- /’+ JcG (13) 

c 

nnd (»'="f'+{r6' (14) 

Die.se Wertbe in Gleichung 12 gesetzt 
und rcdncirt gibt 


cE tj n= J«(c - fl)(c - 2a) /* + A [(c - o)»(e + 3a) - a*(4c - 3o)] G (15) 

5. Nach Gleichung 1 ist jenigen x statt, für welches Qx — }Gx» 

^ ein Maximum wird. 

~ ~ i®'** Setzt mau Qx - ^Gx^ = s 

das Hiniuium von Ä , d. h. die gröfstc ^-^=Q- 0'x = 0 

Krümmung der Linie findet bei dem- Dx 

aUofür * = -| + 


III. Eine materielle gewichtlose elasti- ACB in die gerade Linie y4ft über. An 
sehe Linie ACB ist mit einem Ende A statt der Befestigung in A denke man 
unbeweglich befestic^ nnd liegt 
mit dem anderen Ende B frei 
auf einer Unterstützung, beide 
Enden A, B in derselben Ho- 
rizontalen. In irgend einem 
Punkt C der Linie zwischen 
den Endpunkten ist ein Ge- 
wicht P anfgehängt; die Ge- 
stalt der Linie zu bestimmen, 
wenn die Krümmung in Folge 
der Belastung /'nur gering ist. 

Die Entfernungen AB und 
AD seien wieder r und <i. 

Wird das Gewicht P hinfort- 
geiiommeii , so geht die Linie 


Fig. C03. 
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sich daselbst eine blofse Unterstütiung, 
die Linie über A hinaus verlängert und 
in der Entfernung AO' = 1 ein Gewicht 
Ä angebracht , welches mit der Befesti- 
gung in A dieselbe Wirkung auf die 
Linie ausübt; ferner .setie man die Wi- 
derstände, welche die Unterstützungen 
A und B den Vertikalpre.ssnngen ent- 
gegensetzen = Q, Q'. 

Nimmt man wieder für den beliebigen 
Punkt H die Ordinalen Ah' und h’H = x 
und g, setzt den Krümmungshalbmesser 
der Linie in W = r, so ist nach I, Glei- 
chung 2 das Moment mit welchem der 
Bogen AH in H der Biegung widersteht 

und dies ist offenbar im Gleichge- 
wicht mit den Momenten der Kräfte Q 
und Ä in Beziehung auf den Punkt h', 
d. h. es ist 

( 1 ) 


E 


_ = (?x - « (* + I) 


Nun ist zugleich 

lXÄ = aP-c(?’ (2) 

und QA- Q' — P A- H (3) 

woraus (? = P (a -I- 1) - 0’ (« + 0 W 
Substituirt man diese Werthe von {f 
und F in GL 1, so erhält man 

-l = (*-fl)P-(x-c)(?' (5) 

r 

Nach No. 11, Formet 3 für r den Nähe- 
rungswerth gesetzt, entsteht 
~br* 

-E^,= lx-a)P-{x-c)Q' 

oder E^, = {a-x)P-ic-x)Q’ (6) 

diese Gleichung integrirt gibt 

£ I®' = P- (cx - *x>)0’ (7) 

indem die Constante fortfällt , weil für 
xrrO die Tangente in dem Punkt in 
die Abscissenlinie AB fällt, mit AB also 
den Z = 0 bildet, dessen trigonometrische 

Tangente also ebenfalls = 0 ist 

Gleichung 7 noch einmal integrirt gibt 
die Gleichung für den Bogen AH 
Ey = (Lax* - Jx>) P - (icx* - Jx*) Q' (8) 
wo ebenfalls die Constante fortfällt weil 
für X = 0 auch y = 0 wird. 

2. Die Gestalt eines Bogens BW’ vou 
dem zweiten Endpunkt ß ab genommen, 
wird eine andere, weil hier keine Befesti- 
gung statt findet und mithin kein Ge- 


wicht R einzuführen ist. Es seien für 
den Punkt H' die Ordinaten Bf* und 
W'f' = x. und der Krnmmungshalb- 

* E 

messer für M’= p, so ist — das Moment, 

mit welchem der Bogen Btf in H' der 
Biegung widersteht und dieser ist in* 
Gleichgewicht mit dem alleinigen Mo- 
ment von Q' in Beziehung auf f also 
mit Q'-x,. Man hat demnach 

woraus integ^rt 

-E^l'- = iQ'x,'+C (10) 

Zur Bestimmung der Constante hat 
man nicht wie ad 1 für den Punkt A die 
Tangente für den Punkt ß in AB bele- 
gen, man mufe vielmehr wie in der Un- 
tersuchung II. auf den Punkt C zuröck- 
gehen. Bezeichnet man hier den Winkel 
zwischen der Tangente in C und AB für 
den Anfangspunkt B der Abscissen mit « 
so ist dessen trigonometrische Tangente, 
wenn für x, der Werth e — o gesetzt 

wird, Man hat also 

- Elga = iQ'{e-a)* + C (11) 
von dieser die Gleichung 10 abgezogen 
gibt 

£(t,„- J*'J=L(>’[x.*-(c-«)*] (12) 

Noch einmal integrirt entsteht 
ß(x,lyn-y.)=10'[lx,*-(c-a)’x,](13) 

wo die Constante fortfällt, weil fürx, =0 
auch Vi = 0 wird. 

Um diese Gleichung für den Bogen 
BW wie die für den Bogen AH ohne 
Hülfe von lg n zu erhalten hat man für 
Gl. 7, wenn man x = o setzt, 

®* = tj(l80'’-«)=-lya 

also - Ely n = Jo* P-(ac- ja*) ß' (14) 
Diese Gleichung mit x, multiplicirt, 
Gleichnng 13 addirt und entgegengesetzte 
Vorzeichen genommen gibt die Gleichnng 
für den Bogen BW' 

Ey’ = -Jo*x, P+(Jr*x,-Jx,*)ß’ (15) 

3. Setzt man, wie in II, 3, die Ordi- 
nate CD = 4, so erhält man aus Gleichung 
8 die Gleichung für den Bogen AC wenu 
man darin x = a setzt, und aus Gleichung 
14 die Gleichung für den Bogen BC wenn 
man x, i=(c — a) setzt. Man erhält 
die Gleichung für AC: ‘ 

E4 = Ja*P- Ja’(3c-o)ß’ (16) 
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die Gleichung für BC 

Eb = — (c — a) P + — o) (2c* + 2or — a^Q' 


( 17 ) 


SeUt msn beide Werthe von Ek ein- 0 = ^ [c(«f l)(2c»-3«») + (c+l)<.3] P (19) 

g9 ' 4. Setzt man in Gleichung b den Werth 

y = I ^ (3c — a) P (18) von Q’ aus Gleichung 18, ao hat man 

' E . ..... .0» 


ander gleich, so erhält mau 


und au.s Gleichung 4 

E 2c* — a* (3c — o) 


^. = {T-a) P+(r-,.) — (3c-o)P 


oder 


2c* 


Px + ?'(3c-g-^°c» p 


( 20 ) 


Der grüfste Werth, den a annehmen E __ .(®~*)’n 

kann ist =c, d. h. das Gewicht P wird , “*’ 2c* ~ ‘ 

in B anfgehängt, und es entsteht für . kleiner angenommeu'ist al.s c, so 

o = c auch für — der Werth = 0. *»t das erste Glied mit dem Factor Px 

' immer positiv, das zweite Glied mit dem 

Schreibt man für a den Werth (c — ») Factor P immer subtractiv. Die Qlei- 
ao entsteht aus Ql. 20 chung 20 ist also zu schreiben 


E _ 2o* — fl* (3c — o) _ 2oc* - o* (3c - “) „ 
_ = rx- 


( 21 ) 


Für x = 0 also für den Punkt A wird 

— negativ, es ist also r negativ und 

folglich ist in A die Krümmung der Li- 
nie entgegengesetzt, d. h. nach olien zu 
erhaben. 

£ 

Wächst aber x von 0 ah, so winl — 


gröfser und es entsteht ein Werth — = 0 

wenn beide Glieder rechts einander gleich 
werden also für 

2ac* - o’ (3c — o) 

* “ * ’ 2H^ «* (3c - a) 

Für dieses x wird r = * » und der 
Punkt der Linie für x in Oleichnng 22 
ist ein Wendungspunkt. V'on hier 

ab wächst — und r nimmt ab bis zu 

r 

E 

x = a wo — am grofsten und also r am 
kleinsten wird. Und zwar ist für x=a 

2r*£ 

und r in . j (23) 

a’ (c - o) (3c - a) P 

Aus Gleichung 21 hat man für x = 0 
also für den Punkt A 

r' - 2c> 


und 


2c»f; 


a (2c — o) (c — a) 


— P 


(25) 


5. Zur Vergleichung beider Krümmungs- 
halbmesser r' in A und r in C bat mau 
aus 23 und 25 


r' : r = fl (3c — o) : c (2c - a) 
r‘ üi .4 wächst von o = 0 bis « = }c wo 
r' ein Maximum ist; a kann aber Düch- 
stens = c werden und r* wird um so 
gröfser, also die Krümmung in A um so 
geringer, je weiter P von .4 entfernt ist. 
r in C nimmt mit dem Wachsthum von 
a immerfort ab. 


Beide Krümmungen sind einander gleich 
wenn 


a (3c — n) = c (2c — o) 
oder wenn a* — 4«c -|- 2e* = 0 
also wenn a = c(2 — 12) 

.6. Setzt man die Werthe von Q' (Ql 18) 
in Gl. 14, so erhält man 
< 1 * 

E lg II = - (c - o) (4öc — 2c* — o*) P 

wo B Anfangspunkt der Abscissen ist, 
also die Winkelspitze des spitzen /' n von 
C nach B hin liegt. Nimmt man n wie 
ad II für den Anfangspunkt A der Abs- 
cissen, dann ist 

Etg II — (c — a) (2c* + a* — 4ac) P 

4c* 

der Z. o bleibt so lange spitz als 2c*-f a* > 4a 
Für 2c*-f-o* = ^c 
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also für a = e (2 — J'2) = 0,58Gc wird o = Bei vorausgesetiter nur geringer Krü«- 
180®, d. h. die Tangente lauft 4^ mit AB. mnng hat man dann wie No. II. Und 111. 

Es Ist dies nach No. 5 dersell» Ort C , , 

für das Gewicht H, in welchem die Krüm- ” ' 

uiungderentgegengesetiten in4 gleich ist. ^ =0(r- x)- P(a-r)-H (c+ I -x)(l) 
1% . Eine elastische Linie ist mit ihren r 


horizontal liegenden Endpunkten A , B 
unbeweglich befestigt. Wenn in einem - 
Punkt (■ der Linie das Gewicht /’ auf- 
gehängt wird, so kommt die Linie aus 
der geradlinigen Richtung .iB in die ge- grirt 
krümmte .iCB, die Gleichung 
für diese Linie aufzustellen. 

Wegen der Befestigungsweise 
senkt die Linie sich so, dafs 
die gerade Linie .t/f au beiden 
Endpunkten A und B Tan- 
gente an derselben wird. 

Wie in den vorigen Tiiter- 
sucbungen seien AB = c, die 
l'oordinaten AI) und DC — n 
und 8, die C'oordinaten Ah' und 
h'll für einen beliebigen Punkt 
II seien x und i/- In B sei 
wie bei A in No. 111. statt der 
Befestigung eine Unterlage und 
in der Entfernung Bll = 1 in 
6' das Gewicht ft angebracht, 
der Druck auf diese Unter- 
stützung = Q. 


0*j 

JV’ 


also 


E 




und iute- 


tKig. fiOI. 



- E = (CT - ix«) (? - (aa- - lx>) i= - [(c -H) X - lx»J ft 


( 2 ) 


wo die Constante wegfällt, weil für x = 0 auch als trigonometrische Tangente 
des W'inkels zwischen ACB und AB - 0 ebenfalls = 0 wird. . 

Noch einmal integrirt gibt 

- Ey = (icx« - Jx«) Q - (iax« - *x») P - [1 (c -f l)x> - *x«] ft (3) 

wo wiederum die Constante wegfällt, weil für x = 0 auch y = 0 wird. 

Setzt man wieder den Winkel den die Tangente in C mit AB bildet =n, so 
hat man x = AD = a gesetzt aus Gl. 2 und 3 

- E lg {ca - i«i«) (> - io« P- [(c -1- 1) a - io«] ft (.*) 

- Eh = (ico> - Jo«) p - Jo« P - [i (c -b n o« - io»] ft (5) 

Sind für einen Punkt II' zwischen B wo aus denselben Gründen wie für Gl. 2 

und C die Ordinaten BP und PH' = x, und 3 in beiden Malen die Constante 

und y, so hat man wegiällt. 

5\t„ Setzt man x, = c-o so wird 

-E^-fyx,Q-{x, + Dft (6) ^ 

hieraus, 2mal hinter einander integrirt ojeiebungeu 

-E[J»-=jx.«(>-(ix.«4x)ft (7) ■»>>'18 

K ly « = l(c-o)«(>-(r -bl)« (9) 


-K». = l-c.^e-a-c.’+ix,«)ft (8) 


- EJ= 1 (c «)«(r-oi3)ft ( 10 > 

Addirt man beide Gleichungen 4 und 9 und setzt beide Werthe - Elt in Glei- 
chung 6 und 10 eiuander glei^, so erhält man reducirt 
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( 11 ) 

(18) 


0 = c>p- o>/’-c(c+ 2)Ä 
0 = c>(c - 3o) (» + 2a»P - c (c» - 3ac + 3c - 6«) Ä 


Mnltiplicirt man 01. 11 mit (c — 3n), 
zieht dann die Oleichnng von der Ql. 12 
ab, so erhält man 

Ä = “’(c-o)/> (13) 

und hiernach aus Gleichuni; 11 

0 = -j- (c’- oc + 3c — 2a) P(14) 
c 

Durch die Einsetzung der 'Werthe 0 
und R in die Gleichungen 1 und 6 las- 
sen sich alle Krümmungshalbmesser durch 
P und £ ausdrücken. Ebenso findet man 
die Ordinaten g und g, durch £ und P 
bestimmt, wenn man clie Werthe von 0 
und A in die Gleichungen 3 und 8 sub- 
stituirt. 

Setzt man die Werthe von 0 und A 
in die Gleichung 4 oder 9 so erhält man 
(® - ( c-o)*a* 

® 9c* 

Diese Tangente bleibt positiv so lange 
o<jc; für a = je wird sie =0, d. h. me 
Tangente läuft 4^ mit der Abscissenli- 
nie AB. 

y. Eine materielle Linie ist in den 3 
horizontal liegenden Punkten A, B, C 
unterstützt, auf dieselbe ist ein Gewicht 
gleichmäfsig vertheilt, so dafs auf die 
Längeneinheit das Gewicht G kommt. 
Die Pressangen 0, 0’, 0" zu bestimmen, 
welche die 3 Unterstützungen A, B, C 
zu erleiden haben wenn (he Krümmun- 
gen der Linie nur gering sind. 

Ist die Länge AC = e, AB = a und sind 
die Coordinaten i4 £, FH eines beliebigen 
Punktes H = x und g so hat man wie 
früher' 

Fig. 605. 


-£g^=10a:*-i0x*-f-C (1) 

Ist der Winkel der Tangente in B mit 
AB = tt so ist für x = a 

-Etga = P0O» - ^Ga> -|- C (8) 

Heide Gleichungen mit einander ver- 
bunden 

-®{g|-'9»)=iO(»*-o’)-iC(**-a*) (3) 

und noch einmal integrirt 
— E (g — X lg tt) 

= 10 (-r’ - 3a *x) - (x* - 4a **) (4) 

wo C = 0, weil für * = 0 auch y = 0 ist. 

Für x = a wird ebenfalls g = 0 und 
man erhält daher zur Bestimmung von 
tg tt 

Efgn = -ia*Q + la*G (6) 

2. Nimmt man die Gleichungen für den 
zweiten Bugen BC nnd C zum Anfangs- 
punkt der Äbscissen, so erhält man ganz 
dieselben wenn man c — a für a, 0" 
für 0 und 180° — a für a, also ~ lg a 
für tg a setzt; also für Gleichung 5 er- 
hält man 

-Etga=-k(e-a)*Q"+i(^c~d/G (6) 

Durch Addition beider Gleichungen 
verschwindet £ und lg a nnd man erhält 
0=- la*0-Hc-o)’0” 

+ *[a‘ + (c-a)*]0 (7) 

Aufser dieser Gleichnng liefert nocb- 
die Statik 3 Gleichungen 

0 + 0’+0" = cC (8) 

und den Punkt B zum Uomentenpunkt 
genommen: 

a0-Jo*G=(c-a)0''-»(c-a)*a (9) 

Ans Gleichung 9 er- 
hält man 



£ i-ÖV n ir-j 


integrirt ; 


c-a ' ' 
Substitnirt man diesen 
Werth in Gl. 7, so er- 
hält man 
_ o’t-Sac-c*. 

8a- ® 

Diesen Werth in Glei- 
chung 10 substitnirt, gibt 

<■» 

und endlich mit Hülfe 
von Gleichung 8, 11 und 12. 

<■» 


UL 


3 
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3. Setit man den Werth von’O in 01. 5. 
oder den Ton Q" in QI. C so erhält man 
F. = o)(c — 2o) 

Dieser Ausdruck wird 
= 0 bei a = 4«, wenn also 
die Unterstützung B zwi- 
schen A und C in der 
Mitte liegt. Für o > ^ 
wird lg a negativ, sie 
macht also in B mit AB 
einen spitzen Winkel und 
daher tritt die elastische 
Linie nach C hin über die 
gerade Linie BC hinaus. 

Bei a < tc ist lg n positiv, 
sie macht also in B mit 
AB einen stumpfen, mit BC einen spitzen 
Winkel und tntt daher von B ab nach 
A hin über die Linie All hinaus. 

VI. Eine materielle Linie AB von der 
Länge 2c, deren Gewicht wie ad V = 2cU 
glei» vertheitt ist, liegt auf 4 horizontal 
befindlichen Unterstützungen, von denen 
jede der mittleren von der nächsten äufse- 
ren Unterstützung um die Länge AC = 
DB = a entfernt ist, die Pressungen zu 
bestimmen, welche jede der Unterstützun- 
gen zu erleiden hat, wenn die Krümmun- 
gen der Linie nur gering sind. 

Die Pressungen auf A und B seien 
= Q, die auf C nnd D= Q’; wie früher 
sei AF= T, FH=g, so hat man die Glei- 


chung in Beziehung auf den Homenteo- 
pnnkt H 

Fig. 60C. 



( 1 ) 

Ox* r 

diese Gleichung integrirt 

-fc'^^ = i0x''-4GiHUonsUiile (2) 

Der Winkel den die geometrische Tan- 
gente an der elastischen Linie in dem 
Punkt C bildet, sei « 

. •- ö w 

so ist für X = a ; = »j n ' 

hieraus entsteht 

— £ijn = 4a’0 - ja*C-(-Constante (3) 
Eliminirt man die Constante, indem 
man Gl. 2 von 3 abzieht, so erhält man 


gl - »y b) = (a* - X*) - JC (a> - x>) 


i9x 

noch einmal integrirt 

E (g — X lg a) = i (3a ’x — x*) ß — j*j (4o *x — x*) 0 


( 4 ) 

( 5 ) 


wo für X = 0 auch y = 0 und folglich zu- — E a lg it = ia’Q — fa*0 (G) 

gleichwie Constante =0 wird. 2 . Für einen Punkt K, dessen Abscisse, 

Für X = a wird wiederum y = 0 daher von dem Mittelpunkt 4f aus genommen, 
hat man zur Bestimmung der lg <1 aus MJ = x, und dessen Ordinate JA'= y, hat 
Ql. 5 man, K zum Momentenpunkt genommen : 


-£:|^,= -^=(c-x,)0-Kc-o-x.)ß-K«-»-.)’C (7) 

diese Gleichung integrirt gibt 

- £ = (CX. - 4*.*) ß -I- [(c - a)x, - |X,>] ß- -H (c - r.y G+C (8) 

Für x’ = c-a, also für den Punkt C wird der Winkel, den die geometrische 
Tangente mit AB bildet = 180° - n folglich dessen trigonometrische Tangente 
d M 

= — lg a = g--‘. Man hat demnach; 

ßtya = l(c>-a*)ß+Hc-o)»ß'+ Ja»C + C (9) 

Gleichung 8 von 9 abgezogen eliminirt Constante und es entsteht 

E [||i -I- ty 1 ö (10) 
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Noch einmal inte^rt entsteht 

£[ji+».«S«]=-i[(c-*,)>+3a>*,](?-*(c-a-*,)»0 + ^[4a>x, + (c-x,)‘]C+C ( 11 ) 
Zur Bestimmung der ConsUnte hat man für *, =(c-a) also für den Punkt C. 
Sfi =0 daher * 

E(c-a)lgi, = - I (3a*c - 2o>) ß f * (4o»c - 3o«) C + C (12) 

Diese Gleichung durch Subtraction mit zwischen C und D ist, und da in C und 
Gl. 11 Terbunden gibt eine Gleichung für ü die Pressungen gleich grofs sind, so 
y, bei gegebenem x, wenn Q und Q' ist der unter M befindliche Curvenpunkt 
bekannt sind, welches dann die Gleichung ganz gewifs zwischen C und D der tiefste 
für den Bogen CD ist, wie Gleichung 5 und dessen Tangente läuft 4= mit AB. 
für den Bogen AC gilt. 5 |. 

3. Um Q und Q' zu finden ist Gl. 10 

anzuwenden. Da nämlich M die Mitte Man hat demnach aus Gl. 10: ' 

E « = J (c> - a>) 0 + J (C - fl)> 0’ - i (c’ -a’)G (13) 

Diese Gleichung mit a multiplicirl und zu Gleichung 6 addirt, gibt reducirt 
0 = 4 (3c« - a>) e + 12 (c - a)‘ Q' - (4c« ~ a*) G (14) 


Nun liefert noch die Statik die Glei- 
chung 

2Q + 2Q'=2cG 

woraus Q' = cG—Q ( 15 ) 

Diesen Werth in Gl. 14 gesetzt ergibt 
„ _ 24ac« — 12 a«c — 8c« — a« „ 

8 a (3c -2a) 

Diesen Werth in Gleichung 15 gesetzt 
ergibt 

8c»-l-a «-4a«c 
^ 8a (3c - 2a) 

4 . Setzt man den Werth Ton Q in 
Gl. 6, so erhält man 

_ E „a= G 

24 (3c - 2a) 

Für a = c wird E lg a, also lg a = 0. 
Um zu erfahren, für welche Werthe 
Ton a, lg a positiv und negativ wird, 
setze man a = c — s so erhält man 

“3 4* 1^24 

Für X = c = 0,3798 • c wird 

die Klammergrölse und mit derselben 
»j n = 0; also wenn a = 0,C202 c (nahe |c) 
ai.so wenn >4C nahe iAU oder wenn 
ACtClH nahe = 3:2 so fallen die Tan- 
genten in C und D mit AB zusammen. 

Für a < 0,6202 c wird lg « positiv, der 
Bogen bei C hat die T.>age des Bogens 
AH und die Linie tritt zwischen C und 
A über die Linie AB hinweg. Für a > 
0,6202 wird lg a negativ, der Bogen bei 
C hat die Lage des Bogens von H nach 
C hin und me Linie tritt von C nach 


IH hin über AB hinweg. Dasselbe findet 
bei D statt. 

Für x= Jc = 0,4c wird £lja=-t-^c> 

Für s = 0,35 c wird £ tj n = - 0,00908.. . c« 

VII. Eine materielle elastische Linie 
AB steht senkrecht auf einer festen Ebene 
EF. Eine auf B in der Richtung der 
Linie angebrachte Kraft F unterhält eine 
geringe Krümmung derselben, so dafs - 
die Linie die Form BDA aunimmt, die 
Bedingungen des Gleichgewichts zu finden. 


Fig. 607. 



Es sei die Länge AB = c, AB die Ab- * 
scissenlinie , B der Anfangspunkt; für 
einen beliebigen Punkt D sei BC = x, 
CD = g. Dann ist für den Punkt D das 
Moment der Kraft = Py, das Moment der 

3» 
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Elasticitit=r— = ~ andfür'sGleich- 
r Da-* 

9*v 

gewicht yP=-E^^ 

Um die Gleichung integriren zu kön- 
nen ist für die linke Seite der Factor 

erforderlich. Man schreibt demnach 


^S'Oa-“ bx 8** 




9?» 

8x 


und integrirt 


E + Constante 


y I> 

lind da I I "'<^1** gleich 0 sein kann, 

.so ist C$ = 77 

i P 

Aus ^ \ ~p~^ 

„7 K 

folglich P= — jj- 

Uiese Kraft ist also das Maafs der rück- 
wirkenden Festigkeit einer materiellen 
elastischen Linie, d. h. das Maximum 
der Kraft, welche die Linie vermöge ihrer 
Elasticität der Krümmung entgegensetzt. 
Jeder gröfseren Kraft widersteht die Linie 
vermöge ihrer respecliveii Festigkeit. 


Zur Bestimmung der Constante sei die 
Ordinate y = k für x = ^e, dann ist zu- 
gleich hier die gröfste Krümmung, die 
Tangente des Mittelpunkts läuft 4= mit 
er., a: Lt ..i.» ai.. ««....i.r.- 




0» 

metrische Tangente ^ ^ 

man 

Constante 

und 


oder 





mit - E dividirt und die F' ausgezogen 

- 1 ^ 

Or “ r ß 

Die Auflösung durch Integrirnng gibt 
eine transcendente unauflösliche Glei- 
chung für y, daher schreibt man 

8* _ I 

Öy 


woraus 


-/i 


V ßC“-»*) 

und integrirt 


]/-^-(*>-y’) 


•=|/- 


E 


are fin 


wo die Constante fortfällt, weil für a-=0 
auch y = 0 also auch arc sin 0 = 0 ist. 
Und gegenseitig 

y 

i 


- = »" (^’V-e) 

y = 4«»(x.|y 

Für X = l wird y wieder = 0 

/ P 

folglich ist «IM I J' 


oder 


ElementU sind die einfachen Theile 
eines Ganzen, ln der Natur sind es be- 
kanntlich diejenigen .Stoffe, mit denen es 
noch nicht gelungen ist, sie in mehrere _ 
einzelne untereinander und von dem Gan- " 
zen ganz verschiedene Stoffe chemisch 
zu zerlegen, als: der Sauerstoff, der Stick- 
stoff, das Eisen. 

In der Mathematik sind Elemente zu- 
näch.st die einfachsten Grundlehren einer 
Uisciplin, als die Elemente der Arithme- 
tik, der Geometrie, der Differenzialrech- 
nung u. s. w. Man versteht aber auch 
unter Elemente die einzelnen Begriffe, 
die man zu einem Lehrgebäude mit ein- 
ander verbindet; als in der Arithmetik : 
die auf einander folgend eingeführten Be- 
griffe von Zahl, deren Vermehrung (Ad- 
dition), deren Verminderung (Subtraction), 
deren wiederholte gleich vielfache Ver- 
mehrung und Verminderung (Mnltiplica- 
tion und Division) das l’otenziren, Radi- 
ciren, die l’roportionen, Roihenbildungeii 
II. s. w. In der Geometrie: die Begriffe 
von Linie, von gerader und krummer 
L., vou Flächen, von ebenen und krum- 
men Flächen; die verschiedenen Lagen 
der geraden Linien und Ebenen : normal, 
schief, parallel u. s. w. 

Elemente der Bahn eines Planeten, 

Cometen, Dopjwlsterns sind diejenigen 
Bestimmungs.stucko durch welche mau 
deren Lauf und die Dimensionen ihrer 
Bahnen zu berechnen im Stande ist; so 
wie man zu genauer Keiintuifs der Form 
und der Dimensionen einer ebenen ge- 
radlinigen Figur einer ganz bestimmten 
Anzahl von Bestimiiiung.s.stücken bedarf, 
ohne dafs diese die Elemente der Figur 
genannt werden. 

Planeten und Kometen bewegen sich in 
einer Ebene und zwar in einer Ellipse, 
in welcher die Sonne einer der beiden 
Brennpunkte ist. Die Beobachtung dieser 
Bahn geschieht von der Erde aus, also 
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innerhalb der Kkliptik, derjenigen Ebene, 
in welcher die Erde um die in einem 
Brennpunkt betindlirhe Sonne sich be- 
wegt, so dafs die Sonne ein gemein- 
schaftlicher Brennpunkt beider Bahnen 
oder vielmehr aller Planeten- und Ko- 
metenbahnen ist. 

Das Ite Element der Bahn eines an- 
deren Planeten ist also die in dem vor- 
handenen Ebenenwinkel gegebene Lage 
dessen Rahn gegen unsre Ekliptik (ilie 
Neigung der Bahn). Da.s 2te Ele- 
ment bildet die beiden Orte des aufstei- 
geuden und absteigenden Knotens, der 
Punkto in welchen jene Kahn unsere 
Ekliptik durchschneidet und deren gerad- 
linige Verbindung die gemeinschaftliche 
Durchschnittsiinie (die Knotenlinie) 
beider Bahnen bildet. 

Die Form und Grül'se der Planeten- 
bahn sind gegeben , wenn man die grofse 
und die kleine Axe deren Ellipse kennt; 
aber auch deren Lage mufs noch be- 
kannt sein. Mau hndet diese aus der 
Beobachtung des Perihels, dem Ort des 
Planeten in .seiner (gröfsten) Sonnennähe, 
indem die gerade Verbindungslinie zwi- 
schen Perihel und Sonne Und deren Ver- 
längerung die grofse Axe der Ellipse an- 
giebt. Die (grfdste) Sonnenferne, das 
Aphel ist bei den der Sonne entfernte- 
ren Planeten und den Kometen nicht zu 
beobachten Daher mufs die Länge der 
grolsen Axe, die der kleinen Axe oder 
die Orfifse der Excentricität (Entfernung 
zwischen Sonne und Mittelpunkt der 
Ellipse) durch Beobachtungen des Ge- 
stirns an verschiedenen Orten und der 
Zeitpunkte für die Einnahme dieser Orte 
in Beziehung auf den Ort des Perihels 
und die /eit des Eintritts in dasselbe 
berechnet werden. 

ElentlontwlDkel, s. u. Depressions- 
winkcl. 

Ellminttion ist für die Auflösung der 
Gleichungen das Verfahren, 2 oder meh- 
rere Gleichungen mit eben so vielen un- 
bekannten Grofsen dergestalt zu verbin- 
den, dafs eine der nnhekannten ausge- 
schieden wird. 

Ans n Gleichungen mit n Unbekannten 
erhält man zunächst n — 1 Gleichungen 
mit (w — 1) Unbekannten. Behandelt man 
diese wie die ersten n Gleichungen, so 
erhält man (n — 3) Gleichungen mit (n — 2) 
Unbekannten n. s. f. bis man nur eine 
Gleichung mit nur einer Unbekannten 
erhält, die man entwickelt. 

Man erhält eine zweite Unbekannte 
wenn man den erhaltenen Werth der 


letzten Unbekannten in eine der vorher 
erhaltenen 2 Gleichungen mit 2 Unbe- 
kannten setzt und entwickelt; u. s. f., 
eine 3to und nach und nach alle n Un- 
bekannten entwickelt. 


2. Es sei gegeben : 

1 . ax + iy = A 

2. ax-f- 

Um y zu eliminiren ranitiplicire Gl. 1 
mit /t. Gl. 2 mit b, und ziehe die eine 
von der anderen ab. Man erhält 
aßx + hßy = ßA 
bux -{- bßß — bB 
(Are — aß)x — bB — ßA 
bB - ,f.t 

woraus - _ x = - 

ba-aß 

Setzt man diesen Werth von jt in Gl. 1 
(oder 2) so erhält man 

bB-ßA^. . 

bn—aß 

hiernach 

b (bn — aß)y = (bn — aß) A — ab Bß- aß A 

nA - aB 

woraus <J = -, r 

•' ba-aß 

Man kann aber auch dasselbe Elimi- 
nationsverfahren wie für x, auch für y 
anwonden, nämlich Gl. 1 mit a und Ol. 2 
mit a multipliciren und abziehen. 

3. Ist gegeben 1. nx + by^ A 

itx — ßy — B 

so multiplicirt man wie vorher und ad- 
dirt die Gleichungen um y zu elimi- 
niren. 


Man erhält x = 

aß h bß 
_ aA — aB 
^ ba -b aß 

4. Sind 3 Gleichungen gegeben 
ax ß- by -j- Ci = A 
a'x 4 - b'y -f- c'i = B 
a"x + b"y -)■ c''i = r 


so multiplicirt man, um s zu eliminiren, 
die erste Gleichung mit c'c", die zweite 
mit ec”, die dritte mit ec'. Man erhält 
ac'c"x -b bc'c"y + cc'c''s = c'c"A 
a'cc'x + b'cc''y -b c'ec”s = cc"B 
a"cc'x -b b"ce’y -b c”cc’s = ce'C 


Nun die erste Gleichung von der zwei- 
ten nnd der dritten abgezogen (oder die 
zweite von der ersten und der dritten 
oder die dritte von der ersten nnd der 
zweiten) gibt 
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(a'ec” — oe'c") x + (i'co” — bc'c") y = cc"B — c'c"A 
(a"cc' — ac'c") x + (4"cc' — bc'c") y = cc'C — c'e"A 


Mit diesen beiden Gleichungen wird chnng mit {b'cc" — bc’c")-. Um x zn eli- 
nnn Terfahren wie No. 2: Um y zu eli- miniren multiplicirt man die erste Glei- 
miniren multipljcirt man die erste Glei- chung mit {a''cc' — ac'c”), die zweite mit 
chung mit (6''cc' — ic'c"), die zweite Glei- (a'cc' — ac'c"), subtcahirt und erhält: 


(b''cc' - bc'c") jcc"B - c'c"A) - (b'cc" - bc’c") {cc'C - 
{a'cc" — ac'c") {b"cc' — bc'c") — {a"ec' — ac'c") {b'cc" — bc'c") 
_ {c"cc’ - ac'c”) {cc"B - c’c"A) - (a'cc" - ac'c") {cc'C - c’c "A) 
^ {b'cc" - bc'c") {a"cc' — ac'c") — {h"cc' — bc'c") {a’cc" — ac'c") 


Ganz auf dieselbe Weise verfährt man 
bei 4 gegebenen Gleichungen. 

5. Die Eliminationen und Entwicke- 
lungen werden weitläufiger, wenn die 
Unbekannten in Potenzen, und beson- 
ders wenn sie in ungleichen Potenzen 
Vorkommen. 

Beispiel: 

ax^ + by + cy^ = 0 (1) 

n J + <»y -b yy* = 0 (2) 

Man multiplicirt die erste Gleichung 
mit y, die zweite mit c und erhält 
ayx’ + byy-l- cyy’ = 0 
ca X -fr cfl y + cy y^ = 0 
also ayx^—cax+{by—cfi)y = 0 


woraus y 


_cax — ayx^ _ ayi 


(3) 


hy — cy cß— by 
Multiplicirt man nnn die erste Gl. mit 
, die zweite mit ax so erhält man 


aa x^ -{■ ba y ca y- = 0 

aa X* -b zy 4- a y xy ’ = 0 

also {aß X — bc) y + {ay x — co) y’ = 0 
oder o,^x — io -b (oyz: — co)y = 0 


woraus 


aßx — in 
CO — ayx 


( 4 ) 


Gl. 3 und 4 einander gleich gesetzt, 
die Nenner fortgeschafift und geordnet 
gibt 


ac , e*o -b acß'^ — ab ßy , b{cß — by) 


« * T T — 

ay n’ y* 

Ellipse ist eine Linie der zweiten Ord- 
nung oder eine Curve der ersten Klasse, 
indem sie einer Gleichung vom zweiten 
Grade zugehört; ferner ist sie eine Ke- 
gelschnittslinie. .4us beiden Gesichts- 
punkten, dem analytischen und dem syn- 
thetischen oder dem arithmetischen und 
dem geometrischen ist sie bereits in die- 
sem Wörterbuch behandelt. 

In dem Art. ,Curven* III. Abthei- 


X *T Q 

ny' 

lang, pag. 172, ist die der ganzen Klasse 
von Curven zu Grunde liegende allge- 
meine Gleichung (I) aufgestellt: 

ai/ + bxy + cx^ + ?)y + ex + f = 0 (1) 
Nachdem zunächst die Bedeutung und 
der Einflufs der einzelnen Coefficienten 
gezeigt worden, ist unter der Bedingung 
beliebig grofser Abscissen (x) der Glei- 
chung die Form gegeben (Gl. 9): 


i " r . [- (‘ + 4 ) * 1 ' <*■ - + ^-1 


und die beliebige Gröfse der Abscisse x 
bis zur Unondlicnkeit ausgedehnt, wo dann 
die Glieder, welche x im Nenner haben, 
als 0 fortfallen und die Gleichung die 
allgemeine Form annimmt (Gl. 10): 

— = ^ b ± \ 'b’‘ ~ 4oc) (3) 

Hierauf sind für sämmtlicho Curven 
derselben Klasse 3 mögliche Fälle gezeigt ; 


1. 6*>4oc 

2. i’ < iac 

3. i* = iac 

woraus nun 3 mögliche Formen von Cur- 
ven nachgewiesen worden, welche fol- 
gende 3 Gleichungen (19, 20, 21, pag. 175) 
aussprechen: 

1. y’ = Ax + Bx’ 

2. y’ = Ax - fix“ 

3. y’ = Ax 
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Für die erste and die dritte Gleiehnng 
sind bei anendlichen Abscissen aach nn- 
endliche Ordinaten vorhanden; für die 
* zweite Gleichung sind für unendliche Ah- 
scissen Ordinaten unmöglich. Die erste 
Gleichung gehört der Hyperbel, die dritte 
der ParaMl und die zweite der Ellipse. 
Für ß = 1 geht die Ellipse in den Kreis 
über (s. pag. 175 Ol. 23). 

Die allgemeine Gleichung der Ellipse, 
wenn deren Aze die Abscissenlinie und 
der Scheitel der Anfangspunkt der Ab- 
scissen ist, bat man also 

t/‘ = Ax — fix’ (4) 

2. ln No. 15, pag. 176 ist, um auf den 
Character der Kegelschnitte specieller zu 
kommen, Bezug genommen auf den Art. 
,Brenn punkte der K egelschnitte* 
Bd. I, pag. 430 mit Fig. 257. Hier wer- 
den die Constructionen der Kegelschnitte 
aus dem Kegel bildlich dargestellt und 
die Hanptformeln für dieselben abgeleitet, 
wobei dieAxen dieAbscissenlinien mittdem 


Scheitel F als Anfangspunkt gelten. Die 
Abtheilung B. handelt speciell von der 
Ellipse. 

Mit Bezug auf die Bezeichnung Fig. 257 
ist die rechtwinklige Coordinatengleichnng 
entwickelt (pag. 422, Gl. (1)). 

^ cos(^n) COf*(io) 

Hier ist k der Durchmesser EF des 
Kegels in dem Scheitel F der Ellipse, 
n der ^EAF des Azenqnerschnitts an 
der Regelspitze und ß' der Z.DFJ' den 
die Ellipsenaxe FJ' mit der zn dem Schei- 
tel F gehörenden Kegelseite AD bildet; 
oder den Coefflcient des ersten Gliedes 
durch p aasgedrückt (01. (2)). 

si«(A'-o) , ... 

kco.(ia) P^ 


An diese Gleichung knüpft sich der 
Grund für den Namen (Ellipse) der Cnrve. 
Ferner ist die Länge (2a) der grofsen 
Axe erwiesen: 


cos (In) j **" ß' _ *(i“) 

tin(ß'—a) p siH(ß'—a) rin ß’ sin (ß' — a)^ 


(T) 


Endlich ist durch die Formeln nach- 
gewiesen, dafs die Ellipse aus 2 congru- 
enten Hälften besteht, wie Bd. 11, pag. 
175, No. 13 ans der Formel 1: 
y’ = Ax — fix’ 

und dafs -4- und die beiden Axen 

D y a 

der E. sind. 


Für die halbe grofse Axe zur Abscisse, 

also für X = - ä erhält man in 

2siaOS-n) 

y die halbe kleine Axe r. 

Mithin hat man aus Gl. 3 die kleine 
Axe 


2, . * ( 8 ) 
r sin{ß - «) ß'.tinlfi - o) 

Ans Gl. 4 und 5 geht hervor, dafs die 
beiden Axen sich verhalten 


2a :2c = cos (Jn): J'iin ß' • sin (ß' — a) (9) 
Wenn das 4te Glied > ist als das 3te, 
so ist 3c die grofse, 3a die kleine Axe. 
So wie Bd. 11, pa^. 175, No. 13 nachge- 
wiesen ist, dais für fi < 1 die grofse Axe 

= -4 , die kleine = ^ und für fi > 1 die 
B \ B 


grofse Axe r 5 *die kleine ^ wird. 
\ B B 


Es stimmt diese Angabe mit der Pro- 
portion 9 überein; denn es ist 


^_sin(ß' — a) p _ si n ß' • s iit j ß' — a) 

~ cot ^^a) k ~ cot *(1«) 

Mithin hat man ans fi > 1 

cos’ (i«) < si«i ß' • rin (ß‘ — a) 

3. Die Gleichungen 4 bis 6 für die El- 
lipse haben die Beschränkung, dafs die 
Abscissenlinie die Axe mit dem Scheitel 
als Anfangspunkt ist und dafs die Ordi- 
naten rechtwinklig sind. Eine allgemeine 
Gleichung für die Ellipse ist aber eine 
solche, die eine gegen die Axe ganz be- 
liebig liegende AWissonlinie , einen be- 
liebigen Anfangspunkt hat and dessen 
Ordinaten einen beliebigen Winkel mit 
der Abscissenlinie bilden. Nur liegt das 
ganze Coordinatensystem mit der Ellipse 
in einerlei Ebene. Für diesen ^nz all- 
gemeinen Fall nimmt die (Tootdina- 
tengleichung die Formel 1 angegebene 
Form an. 

Es ist jedoch erforderlich, dafs diese 
allgemeine Gleiehnng mit ihren Coeffi- 
cienten a bis f die Gesetze einschliefse, 
welche für die Ellipse die speciellen Glei- 
chungen 5 und 6 anssprechen, für die 
übrigens die einfachere Gleichung 4 gel- 
ten kann. 

Das Verfahren für die Aufstellung sol- 
cher allgemeinen Gleichung mit Berück- 
sichtigung der der Cnrve zngehörenden 
speciellen Oröfsenelemente gibt Bd. II, 
pag. 176, No. 16 an, mit Bernfnng auf 
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des Art. , Coordinstenglelclinnf;* 
■lit Fi{;. 51&. 

Man hat sich nnn für den vorliegen- 
den Fall die Linie XX’ als die Axe der 
Ellipse zu denken , A als den Scheitel, 
D als einen beliebigen Ellipsenpunkt, 
statt der schiefen Ominate BD= y ein 
'Ton D auf XX' gefälltes Loth y, für wel- 
ches dann die Gleichungen 4 bis 6 gel- 
ten wenn die E. ans dem Kegel Bd. 1, 
431, Fig. 357 construirt ist. 
nn wird die Coordinatengleichnng 
entwickelt, für welche die beliebige Linie 
Cff Abseissenlinie, der beliebige I’unkt E 
in derselben der Anfangspunkt ist, die 
Abscisse a für den Ellipsenpunkt l) ist 
so gewählt, dafs alle Ordinalen, wie die 
Ortunate FD für den Punkt D, mit der 
Abscissenlinie den Z. <1 bilden und die 
Ordinaten .wie Ff) werden mit s bezeich- 
net. ß ist ein Winkel, um die Abscis- 
senlinie der Lage nach, i eine Länge, 
nm den Anfangspunkt E der Ahscis.sen 
nnd a eine Länge, nm den Scheitel A 
der Ellipse zu bestimmen. 

In den ermittelten allgemeinen Glei- 


chungen von pag. 176, No. 16 ab ist aas 
dort angegebenen Gründen der Buchatab« 
a mit p, der Buchstabe b mit g ver- 
tauscht worden. Ferner sind in diesen 
Gleichungen die Formel 4 stehenden Pa- 
rameter A und B eingeführt, unter wel- 
chen man die in Gleichung 5 und 6 da- 
für gesetzten speciellen Gröfsen sieh zu 
denken hat. 

4. Der Art. Curven hat von No. 16 
bis No. 32 (pag. 178 bis 180) die Glei- 
chungen für alle 4 Kegelschnitte ent- 
wickelt, welche zuerst nachzulesen sein 
möchten. Es sollen nun die der Ellipse 
angehöreiiden Gleichungen hier geordnet 
und auf nebenstehende Figur bezogen 
zusammengestellt und noch einige anoere 
Fälle hinzugefügt werden. 

A, B bedeuten die Parameter der all- 
gemeinen Gleichung (4) 

y* = dz — Bx^ 

AC ist die Axe, A der Scheitel, £F= w 
die Abscisse, FU = t die Ordinate. Die 
allgemeine Gleichung für den Ellipsen- 
punkt D (pag. 177, 111. Formel 31) ist 



Fig. 008. 


I. [fie’ (/) -|- d) + ß cos • (y J)] z’ — 2 [ns (/} -f J) li« /» — B eoi{ß + d) coi t u 

-I- (de V + B cot V) [2y ztn OS +()) jis/j-i-d coz (d+ J) - 3ß COT (/l-l-d) (p-j cos ß)] z 

+ [2g tiit *ß + A eot ß — 2B cot ß(p — g cot jS)] w + — A{p — g cot ß) 

+ B(p - g cot ß'}’ = 0 

Dreht man die Abscissenlinie CF um C in der Axe AC, so kommt F in f*, 
£ in E', der Anfangspunkt E’ der Abscissen ist um die Länge p — g vom Scheitel 
■4 entfernt. Ist dann zD’F'C = ß, E'F' — u, F’D' = i, so hat ma|^ für den Ellip- 
aenpunkt D' die Gleichung (pag. 177, III, Formel 35). 

II. (lia *d + ß cot >tl) z* + 2ß cot J • zw + ßw* — [d — 2ß (p — y)] cot i • z 
-I- [d - 2ß (p - y)] « - d (p - j) -i- ß (p - j)* = 0. 
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Setzt man in diese Oleiehnng p ~3 = 0-, u = -n, so erkält man die Gleichung 
für die in der Axe liegende Abseissenlinie, für den Scheitel A als Anfangspunkt 
der Abscissen nnd den Coordinatenwinkel d 

III. (jii» ’d + Ä cct ’d) »* — 2Ä eoj J • »« + Bu* — A coi d • s — Au = 0 

* 

Nimmt man in der beliebigen Entfer- der Axe 4= länft, der Art, dafs die Axe 
nnng E'L = A eine der Axe parallele GJ, zwischen Curre und Abscissenlinie liegt, 
verlängert D'f* bis G, setzt CO' = z’, so Bezeichnet man die Länge AE' = p — g 
ist für Ql. II. mit k, zieht von £' eine gerade Linie 

D’f ' =, = »’_ yo = s’ - A eotec d unter dem Coordinatenwinkel E'HJ 

= d, so ist U der Anfangspunkt der Ab- 

Setzt man daher in Gl. II. »- Aco.ecd *cissen, für den Punkt V die Länge 
für », so erhalt man die Gleichung, wenn na = «. Die Gleichung für den EHipsen- 
die Abscissenlinie in dem Abstand A mit pmjlit 0’ ist; 

rV. (»II* ’d + 0 CO» *d) »’ + iBcotil • »B + O«’- [2AfiMd + (A+2AOeo(d -20»)caid]s 

+ [A- 2ß(i + A cot d)] 11 + (1 + ßcol>J)A’+(A — 20») cotd- A — /4i + Bf’ =0 
Setzt man in diese Gleichung < = 0, w = — w, so erhält man die Gleichung der 
Ellipse für dieselbe Abscissenlinie GJ, denselben Coonlinatenwinkel d, und mit dem 
nnter dem Scheitel A belegenen Anfangspunkt M. 

V. (fin’d + Bcot ’J)f* — 20 CO» J • zu + Bu* — [2A»ind + (A + 2A 0 cot d)co» d] s 

— (A — 20A cot d) « + (1 + 0 cot ’d) A’ + A cot d • A = 0 
Setzt man in diese Gleichung A = 0, so erhält man Gleichung 111. 

Setzt man in Gleichnng IV. für A den Werth (— A) so erhält man die Glei- 
chung unter denselben Beengungen mit IV., nur dafs die Abscissenlinie in dem 
Abstand A von der Axe entgegengesetzt, nämlich nach der Currenhälite zu liegt. 

VI. (»i»i ’d + 0 CO» *d)»* + 20 CO» J • »h + Bu* + [2 A »ii* J - (A — 2A 0 cot d — 20») co» d] t 

+ [A - 20(4- A cot .1)] « + (1 + Bcot’d) A’- (A - 2ß»)eot d A Ai + 0»»= 0 

Setzt man in diese Gleichung A »•» d kel, in I. ./(/J + J), in II. bis VI. ^d = 90’ 
für A, so erhält man die Gleichung Bd. II., so erhält man Gleichungen unter den- 
pag. 177, Formel 39. selben Voraussetzungen nur dafs die Or- 

SeUt man in den vorstehenden Glei- dinaten mit der Axe normal sind, 
chungen I. bis VL den Coordinatenwin- Ans Gl. I. entsteht: 

VII. s’ - 2 »in ^ . SB + (»in V + B co» *ß) u*-2gtinß~i 

+ [2j »in *ß + Aeat ß — 2ßeo$ß(p — g'eot /»)]« + j**ii«’d - A(j> — j cot ß) 
+ ß(p — g co» ß)* = 0 
Ans Gl. II. entsteht : 

VIII. ,’ + 0b» + [A-20(p- j)]B- A(p-j)+ß(p-j)’ = 0 
Aus Gl. III. entsteht: 

IX. »’ + Ob’-Ab = 0 
Aus Gl. IV. entsteht: 

X. »’ + 0«’-2A» + (A-20«)b + A’ -A* + 0»’ = 0 
Ans Gl. V. entsteht: 

XI. .»+Ob’-2As-Ab + A« = 0 
Aus Gl. VI. entsteht: 

XII. s> + Ob« + SAt + (A - 20») w + A« - A» + 0»’ = 0 

6. Bd. II , pa^l78, No. 23 von I. bis mit Fig. 608 für die Gleichnng 
VI. sind für alle Kegelschnitte die Werthe oi* + Asb + cu*+ da + eu + f=0 
der in der allgemeinen Gleichung (I) vor- I. Der (3oeflicient a ist = 1 , wenn 
kommenden Coefiicienten erwiesen und ^ÜKC = + ß), d. h. der Winkel, den 

angmben. Es sollen diese Werthe für die Ordinate mit der Axe bildet, ein 
die Ellipse allein hier zusammengestellt Rechter ist. Dividirt man daher eine 
werden nnd zwar in Beziehung auf No. 4 mit as’ gegebene allgemeine Gleichung 
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für die Ellipse mit o, so verwandelt man ij »in nnd es ist 
dieselbe in eine Gleichnnj;, für weiche e = igiin*ß + Aeoifl—2Bcosfi(p~gco$ft) 
die Ordinaten mit der Ellipsenaie nor- yi. Der Coefficient f, das bekannte 
mal sind. ^ Giied wird = 0, wenn der Anfangspunkt 

• Da diese einfache Operation überall dgj Curve zugleich Anfangspui^t der 
anszuführen ist, nnd die übrigen Coeffi- Abscissen ist. (Gl. IX.) 
cienten vereinfacht, so sollen die Glei- j^iegt die Abscissenlinie + der Aie 
chungen von I. bis VI. für die Unter- djg Projection des Anfangspunkts 

suchung der Coefficienten anfser Betracht Scheitel (Gl. XI.), so Ut 

bleiben. Die letzten 6 Gleichungen ge- ^ Quadrat des Abstandes k beider 

hören also der allgemeinen Gleichung an pjrallelen 


»• -f- im -I- eil’ -p d» ex -h /■= 0 

II. Der Coefficient i von s« ist = dem 
doppelten negativen Sinus des Winkels 
(ß) zwischen der Abscissenlinie und der 
Axe (Gl. VII.). Wo die Abscissenlinie 
in der Axe oder mit derseiben + liegt, 
ist ß = 0 nnd das Glied mit s» fäiit fort. 
(Gl. VIII. bis XII ). 

III. Der Coefficient c von »’ ist eben- 
falls nur von demselben Winkel ß ab- 
hängig nnd = »i» ’ß-i- ß cot *ß. 

Wo die Abscissenlinie in der Axe oder 
derselsen + iiegt, wird e = B. Dieser 
Coefficient kann nie = 0 werden nnd das 
Glied mit u’ kann nie ausfallen. 

IV. Der Coefficient d von i ist = der 
doppelten Entfernung des Anfangspunkts 
der Abscissen von der Axe, negativ wenn 
die Axe zwischen der Ellipsenhäifte und 
der Abscissenlinie liegt (Gl. VII., X., XI.); 
positiv wenn die Abscissenlinie zwischen 
der Axe und der Eilipse liegt (Gl. XII.). 
Ist die Axe zngieich Abscissenlinie, so 
fällt das Glied mit > fort. 


« = ä’ 

Liegt die Abscissenlinie in der Axe, 
der Anfangspunkt der Abscissen in der 
Entfernung p~g = t vom Scheitel (Gl. VIII.) 
so ist 

e = -Ai + Bt* 

Läuft die Abscissenlinie in der Ent- 
fernung k + der Axe und ist die Pro 
jection des Anfangspunkts auf die Axe 
nm s von dem Scheitel entfernt (Gl. X., 
XII.) so ist 

« = *• - A» H- fii’ 

Setzt man ä* — A> -P £<’ = 0, so erhält 
re s bei gegebenem k oder 


dasjenige k bei gegebenem s für weiches 
der Anfangspunkt in einem Eliipsenpunkt 
iiegt. 

Setzt man in der aligemeinsten Glei- 
chung VII. die Entfernung g »in ß des 
Anfangspunkts von der Axe=A, -p-gcoiß, 
die Entfernung der Projection de» An- 
fangspunkts vom Scheitel = » so hat man 
ganz allgemein 

A»-PÄ»’ 


V. Der Coefficient e von i» hängt von In Band II., pag. 180, No. 25 mit Fig. 
3 Elementen ab; 1. von dem Z.ß zwi- 534 nird die geometrische Construction 
sehen der Abscissenlinie und der Axe; üer Parameter A und B gezeigt. 

2. von der Entfernung des Anfangspunkts g 
E' oder der Projection des Scheitelpunkts ^ 

E auf die Axe von dem Scheitelpunkt -- = der grofseii A.xe AB = 2a 


A der Ellipse und 3. von den Parame- 
tern A und B. 

Ist die Abscissenlinie die Axe, der 
Scheitel der Anfangspunkt der Abscissen 
(Gl. IX.) oder läuft die Abscissenlinie mit 
der Axe + und ist die Projection des 
Anfangspunkts auf die Axe der Scheitel 
(Gl. XI.), so ist e = — A. 

Ist die Abscissenlinie die Axe nnd die 
Entfernung des Anfangspunkts vom Schei- 
tel = p-g = t (01. VTll.); oder läuft die 
Abscissenlinie mit der Axe + und ist die 
Projection des Anfangspunkts auf die Axe 
vom Scheitel um die Länge » entfernt, 
so ist c = -pA — 2J?» (Gl. X., XIL). 

In Gl. VII. ist p — g cot ß = t; für A 
nnd B stehen deren Projectionen A cot ß 
und B cot ß; hierzu kommt das Glied 


p'ig. G09. 
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-= = der kleinen Axe DE = 2r 
VB 

so erhält man 



• Diese Werthe in Gleichung 4 gesetzt 
und geordnet gibt 

y’= ^ (20* - **) (10) 

Ist nnn für den Ellipsenpunkt L (Fig. 
609), HV = X, UL=y, LT die Tangente, 
LV die Normale, so ist auch VTAie Sub- 
tangente, VV die Snbnormale. 

Bd. II., pag. 185 mit Fi;;. 536, welche 
in Fig. 609 mit begriffen ist, sind nnn 
aus ul. 10 folgende Formeln entwickelt 


in Gleichung 10 gesetzt gibt 

(19) 


Die in No. 6 entwickelten Gröfsen durch 


B statt durch x ausgedrückt erhält 

man • 

. a* M 


1 . tjo = -j • — 

a* y 

(20) 



2.SublgUT = 

(21) 

3. Tang LT=^ l'o« -‘( 0 » - c*) b» 

(22) 


_ — «•) (a^ — -f c*«*) 

au 

4. SuAiiorm VU = ~u (23) 

5. Norm L V= ^ | a* - (2^) 


c* rt — X 

1. «=s 

a* y 


(H) 


2ax — X* a** 


2. Subtg UT== ^ — (12) 

fl — X C*fl — X 


3. TaHgLT=-^ 
a—x 


6. LW = r = -^^f-^'±^^ 

a*c^ 

7. 7s\]= a* a — («• — c*) • ^ 
— c* , 


■}/(?»)+<“-*)’ (13) 8. Z»y=4'=^j^(o’-u»)* 


4. Suinorm VU = ^(a — x) (14) 

a* 

5. rtform AK= |/p»+[^^(n-x)j’ ( 15 ) 

Bd. II., pag. 186 gibt in Gleichung 9 
die Formel für den Halbmesser r = £lV 
des Krummungskreises für den Punkt L; 
in Gl. 10 die Formel für die Abscisse 
a = ZU des Uittelpunkts W und in Gl. 11 
die für die_ Ordinate 6 = Z IF desselben. 
Setzt man in diese Formeln die speciel- 
len Werthe ein, nämlich aus 


I. 


(2o* - X*) 
9 y _ c’ a-x 


Bx 


«* y 


II. 

bx* ay 

so erhält man 

6. W«^(« --r)»]^ 


(16) 


7 . Zf/ = n = a--h(2!l£>’if^(„.,)(,7) 

8. = (18) 

7. Nimmt man die Ahscissen Tom Mit- 
telpunkt C der Ellipse als Anfangspunkt, 
bezeichnet für den Funkt A die Abscisse 
CV mit H, so ist X = a — u. Diesen Werth 


(25) 

(26) 
(27) 


8. Nimmt man die Abscisson auf der 
kleinen Axe DE, die rechtwinkligen Or- 
dinaten 4 = der grofsen Axe AB, wie DG 
~ f’’ l'f'' ~ y"' erhält man zwischen 
beiden die Gleichung, wenn man in Gl. 10: 

y’= ^ (2ox - *>) 

für y den Werth {JF= DC — DG) = e — x' 
und für x den Werth [AJ = AC - FG) 
= o — y' setzt. 

(»')’ = ^ [2«’ -(*')’] (28) 

_ Desgleichen wenn man die Ahscissen 
B, vom Mittelpunkt C aus, auf der klei- 
nen Axe nimmt, wie CG = u, die Glei- 
chung zwischen u' und y', wenn in Gl. 19: 

y»=J(o»-«*) 

für y der Werth b ' und für u der 
Worth y oder in Gl. 28 für x' der Werth 
r — u' gesetzt wird. 

(»')’ = ^ (*’“(“’)’] (29) 

9. Gibt man der Gl. 6, No. 2 

, sin (ß' - n) 

» =»'"-1üi7äTÖ''" 

die Form 

, / sin (/ - ft) 

» = P U - T“ - 77 -/ * ) 

\ k cot (jo) / 

Desgleichen 01. 10 die Form 
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, 2eV x»\ 

so bat man, zu|leich nach 4il. 3 


= * 


«IN f*)’ 


fOl (^n) 

und = 

Khenso erhält man ans Gl. 28 

nnd wenn man — mit p' hezeichnet 

<.■>■=^'('■-‘ 4 ’’) 

Es ist also 


(30) 

(31) 


, 2c= 2a’ 

p:p = — : =c’:. 

a c 

Ferner ans Gl. 30: 

;i : 2c = 2c ! 2o 


(32) 

(33) 

(34) 


wrie p : 2a = 2a : 2c (3ö) 

Man nennt p nnd p’die Axenparameter, 
p den Parameter der Axe 3o, p' den Pa- 
rameter der Axe 2c, und man ersieht 
ans Formel 34 und 35, dafs jede Axe 
mittlere geometri.sche Proportionale zwi- 
schen der zweiten .Axe und deren Para- 
meter ist (s. Bd. II., pag. 44, conjugirte 
Axe). 

10. Nimmt mau von dem Mittelpunkt 
C auf der grofsen Axe 2 Längen 

C.s = CS' = I «C’ - DO = i ü’- c* 
so haben die beiden Punkte S und .S' 
die Eigenschaft, dafs 2 xon ihnen ans 
nach einem beliebigen Punkt L gezogene 
Linien SL, S'L znsammengenommen con- 
stant nnd gleich der grofsen Axe sind. 
Also 

SL + SL = AB=2a 
denn man hat 


(SC)* = (SU)’ + (LU)’ = (c + . 1 )* + !/’ = (e + «)’ -I- (a’ - «•) 

= e’ + 2 cm + m* 4 o* , «’ 


Fnr e* = n’ - c’ gesetzt gibt 

(SL)’ = o’ r 2cm 4 - — m’ 

o’ 

= a* f 2eu + 

a * 

woraus 

SL = a — u (36) 

ft 

ferner ist 

(S’L)’ = (S'U)’+(LU)’ = (c - u)’+,j’ 

= a’ - 2eu 4 *, M* 

a* 

worans 

ferner S' V = SS' — S F = 2c - (e 

daher S P : S' F = c 4 m •. c r « : 

a’ n’ 

da nun St = <1 4 ■- M nnil S'C = M - M 
a a 

so ist .SF : S'F = SL : S L 
worans nach Bd. U., pag. 326, No. 17 
ZSLV= LV 
also auch ZSLT = ^S'LT 

Wegen dieser letzten Eigenschaft wer- 
den Licht- nnd Wärmestrahlen, von S 
»nf die Peripherie der Ellipse geworfen. 


S'L = a- — u (37) 

a 

also St 4 S'L = 2a (38) 

11. Die beiden Linien SL und S'L Hil- 
den mit der Tangente 7 7' die gleichen 
/_SLT nnd S'LT, also auch mit der Nor- 
male Ft die gleichen ./St F und SLf'. 

Denn es ist Suhnorm \'U = " (('!• 23) 

daher 

SF=SC4 C(/-CF = e4M- 

a* 

a’ — c’ e’ 

= c -I -f- II = c 4 -j » 

o’ n’ 



I * * 

: n 4 — u :a u 

a a 

nach .>■' nnd die von S ausgehenden nach 
S reflectirt. Es heifsen daher die Punkte 
.S und S' die Brennpunkte der E. und 
2 gerade Linien von irgend einem Punkt 
wie t der E. nach den Punkton S und S' 
heifsen zusammengehörige Brenn- 
strahlen. Die Entfernung C.S oder CS' 
vom Mittelpunkt bis zum Brennpunkt 
= l'o’ — c’ heifst die Excentricität 
der E. 
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Bd. I., psg. 418, Art. .Breiinpuukt 
der Ellipse“ mit Fig. 256 ist die gco- 
luetrUcbe Construction der E. aus den 
Brennpuukten mit Hülfe eines biegsamen 
Fadens gezeigt; die Brennstrablen werden 
hierzu Kadii vectoren. Ferner sind 
in dem Art. mehrere Furmeln und Ge- 
setze die E. betreffend aus der Eigen- 
genscbaft der Brennpunkte bergeleitet. 

Setzt man in Gl. 19 für ii* den Wertb 
*’ = a’ — c*, so erbält man die Gteiebung 
für die Ordinate des Brennpunkts näinlirh 
c* 


oder 


c» 


(39) 


Es ist mithin die Ordinate des Brenn- 
punkts = dem halben Parameter p (Ol. 30) 
der grofsen Axe. 

12. Setzt man den Brennstrahl (Radius 

vector) SL = R den so ist 

SV = R cot 7) = CU C.S = « -t- e 
woraus u = /{ ros ij — e (40) 

Diese Bezeichnung zwischen dem Ra- 
diiistector eines elliptischen Bahnpnnkts, 
seinem Winkel mit der grofsen Axe, der 
Ordinate und der Excentricität findet in 
der Astronomie Anwendung. 

13. Zeichnet man über der grofsen Axe 
AB einen Halbkreis, verlängert Jh' bis 
H so hat man 

AJ-.JH = JH-.JB 
d. i. . * : JH = JH j 2o — a- 

«xler JIP=iax — x^ 

nach Formel 10 ist 


Constmetionsweise für die Ellipse: bt 
nämlich die grofse Axe AB und die halbe 
kleine Axe CD gegeben, so beschreibt 
man über AB den llalbkreis AKB, zeich- 
net über AB eine beliebige Anzahl loth- 
rechter Ordinalen wie JH und verlän- 
gert BA beliebig. Um nun den in der 
Linie JH liegenden Ellip.senpunkt zu er- 
halten zieht man KH bis in die verlän- 
gerte BA nach I. und von L die gerade 
Linie nach D, ss schneidet diese den 
Ellipsenpunkt F ab, denn es ist 
CK(.=:a):CD (=e)=JH -.JF 

14. Sind die Brennpunkte S, S' und 
die grofse Axe AB gegeben, so zeigt 
Bd. 1., pag. 418, das Mittel, die Ellipse 
mittelst eines biegsamen Fadens in ste- 
tiger Linie zu verzeichnen. Ist dagegen 
die grobe Axe AB und die halbe kleine 
Axe CD gegeben und gezeichnet, so be- 
schreibt man ans D mit der halben gro- 
fsen Axe AC einen Bogen, der die grofse 
Axe AB in den Brennpunkten SS' durch- 
schneidet (s. Formel 30) und man kann 
nun die Construction nach Bd. I., pag. 
418 vornehmen. 

15. Trägt man von einem beliebigen 
Ellipsenpunkt F nach der kleinen Axe 
die Länge FE = AC = a, so ist FK = 
CD=c. 

Denn zieht man FG 4^ AC so ut 
FK-.FJ=FE:EG 


oder FK \ y — ax 
oder FtO : y’ = n’ : a’ — 
FK* 

y*= 


oder 


hieraus 


y’ = lax —X* 
c* 


Jin = ^y* 


mithin a ■. c = JH : JF= AC : DC 
Aus die.ser Proportion ergiebt sich eine 

Fig 610. 




J 





also n.ach Gl. 19. 

FK = e = CD 

Ist also die grobe Axe 2AC nnd die 
kleine Axe 2DC gegeben, man trägt auf 
die Kante eines Papierstreifens die Län- 
gen FK, FE d. h. AC und CD von einem 
Pnnkt F aus ab, rückt diese Länge so 
dafs der Punkt /f immer 
in der Linie DC und K im- 
mer in der Linie AC bleibt. 


Fig. 611. 
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so gibt der Punkt F von A bis D belie- 
big viele Ellipsenpunkte an. 

16. Wie die beiden Axen AB, DE sich 
gegenseitig balbiren, so geschieht dies 
auch voll jeden 2 anderen durch den 
Mittelpunkt (’ gesogenen Sehnen , wenn 
dieselben eine bestimmte Lage zu ein- 
ander haben. Wie z. B. HJ und FG, 
indem HJ alle mit FG parallelen Seh- 
nen und FG alle mit HJ parallelen 

Fig. 612. 


nen sich denkt und bis an den Endpunkt 
H verfolgt, so müssen sie natürlicher 
Weise bei H in die Tangente übergehen, 
deshalb ist klar, dafs (fiese Sehnen der 
Tangente TT' des Endpunkts H ^ sein 
mü.ssen; und es ist (lies auch zu be- 
weisen. 

Nämlich aus Gl. No. 19: 

S‘ = ^ (a’ - «*) 

folgt durch Umformung 
aV = c*M* + 



lät nun L der hetreffende Ellip 
sen punkt, so ist CJV = h, LK = y 
uiul 

o‘c» = c»- CiV*-|-o>. LA” 

Fällt man nun die Lothe OP anf 
AB und OQ auf LJV, 
so ist CN=PN-CP 

und LN=OP+LQ 

Nimmt man nun in der Abscissen- 
linie CH die Abscisse CO = x, die 
Ordinate OL = y, den Z ACH = tf, 
/ BCF = I//, 
so ist 

PS — CP= y cot tp — X cot ip 
Sehnen halbirt. Wenn man alle diese OP+ LQ = x titt + y ^ 

mit einander und mit FG parallelen Seh- folglich hat luan 


aV = (y cot ip — X cot (p)’ -F a’ (x sin i/> y »•« V')* 

= c* [y* eoz* ip — 2xy cot i/> • cos (p -f x* cos ’y] 

-p a’ [x’ sin -f 2xy sin <p • sin ip -f y’ sin *ij;] (41) 


Non soll die Sehne KL durch CH hal- 
birt werden, also soll OK = OL sein, d. h. 
es sollen für x zwei gleiche und entge- 
gengesetzte y entstehen. Dies ist aber 
nur möglich wenn die Glieder mit dem 
Factor y iu Summa = 0 werden. Die 
Bedingung gleicher entgegengesetiter Or- 
dinaten ist also; 

— 2c’xy cos (p • cos i/(+ 2a’xy sin (p-sin !/•= 0 
£>3 

woraus -y = lg (p • lg (42) 

Für den Ellipsenpunkt H ist CR = u, 
HR = y 


Nun ist !g ip = lg ACH = -- 

V 

daher V = -r • — 

* ^ a* y 

Nun ist aber nach Formel 20 . 

lgHTC = ^.— 

•' o* y 

folglich ist aHTC = zBCF 
und FG+TT 

Die beiden obigen Glieder = 0 gesetzt 
wird die erste Gleichung 


o*c’ = c’ (y* coi‘ ij> X* cos* tf>) + o* (x* sin *<p + y* sin i/>) 
_ ^ 1 /o* c* — X* (c* cot *<;. n* sin ’ip) 

^ r c* cos ^ip a’ sin *i/< 


(43) 

(44) 


Die beiden durch den Mittelpunkt ge- 
zogenen Sehnen FC und HJ sind also 
Durchmesser und heifsen zusammen- 
gehörige, conjugirte Durchmesser. 
17. Aus Formel 41 hat man 


* — X* cos* <p' -f sin *^ ^ 

c* _ . . 

— j cos 
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oder mit Hülfe tod Formel 42: 

, I , • I \ 

I 1 . eoi 'ir +«m ’u I 

^eosifcosip / 


nntf ^stn tp 
cos Y • cos ip 


cos **/'+ »iw ’^ip 


= (50) 

18. Setzt man in Formel 46 und 47 
aus Formel 42 für c’ den Werth a‘tgif -Igifi 
so erhält man 


cotif, _ c«co i 1^-** *'!!(^i^^/45) 
eoiif) lin <in('f + >/') ^ 

Fär x = 0 erhält man für y den halben 
Durchmesser CF=c‘; nämlich 


(eV = c«.. ^ T , (4C) 

f«n ifi • «II (if + i;0 ' 

Für y = 0 erhält man für x den hal- 
ben Durchmesser CH = a nämlich 

(„')> = c».^ (-*’) 

«n (f • «n (if -t ili) 

Es ist mithin ans Gl. 46 und 47: 

(«')’ : (c")* = sin i)/ • eoi tfi : lin (f • co$ ip 

= itn (2i/<) : si« (2(/ ) (48) 

Setzt man in 01. 45 für c* cot w aus 
46 den Werth 

(c')’ • »•» tl> • »i» (v + I/O 

so erhält man mit Hülfe von Ql. 48 : 

I r/ M M si" ip ' eo* V 
«II 1/1 • cot l/l 
folglich nach Formel 48 

= [(«')•-*•] (49) 

und hierans 


IC- I u • . — l*/| 

cot ifi • tin + I/-) 

(52 

cot (f • »IW (<f ^P) 

19. Aus Fonnel 46 und 47 hat man 


/ K* , IV« . CVt W 'CVt tu 

(O )* X (C )* = C* • . 

f itt !f • fin I// • »in ’ (^1 + y;) 

hieraus 

a' X c' • »in (</■ -f I/;) = c’ \/cot 7 • cot ip 
und mit Hülfe von Formel 39 

o' X c’ X »in (<f + ip) = a-c (53) 
(V -f '/') ist der Coordinatenwinkel LOC. 

Es ist also das Product zweier coniu- 
nrten Durchmesser mit dem Sinus des 
Coordinatenwinkeis constant und gleich 
dem Product beider Axen. 

20. Aus No. 18 bat man 

«n (if + il>) Leo« ijj cot If' J 
Die Klammergröfse ist 

_ «in If • cot If -|- «in i/i • cot ip 
cot If • cot tfl 
Schreibt man den Zähler: 


«in tf • cot If («in *i/< cot *i//) «in ip • cot ip (»in *</> -|- cot ’y) 

= sin7< • roK^ •«in*i/i-t- «in 7' 'CO« 71 • co»’i/i + **n •/<• co« i/>* »in ’^-f- «in i//*co« i/> *00» *7: 
Fafst das erste mit dem vierten, das zweite mit dem dritten Qliede zusammen« 
«o erhält man 

co« 7 ■ »in i/i [»in 7 • »in ip -\-cotif cot ip] -(• »in 7 • cot ip [cotif cot ip tittif • tintpj 
= (co» 7 • »in 1// -f »in 7 • CO» i/>) {cot 7 • ro» ■/> -)- «in 7 • sin i/>) = »in (7 + ip) cot (7 — ip) 

folglich ist (o')* + (c‘)’ = a* • = a* (1 -M« 7 . lg xp) 

cot If • cot xp ' ' ' 

Also mit Hülfe von Formel 42: / TsJä» 

(o")’ + (O* = »’ + v’ (54) ^%Jf^^\bx) + ^ 

d. h. die Summe der Quadrate je 2 con- „ . . , c* 

jugirter Durchmesser ist constant und ^ — **) 

gleich der Summe der Quadrate der Axen. (4 a—x 

21. Aus 46 und 53 hat man 

^_c» co«*7 01 

daher c :a = c • cot if-.aiin xp Setzt man (Fig. 609) »4J= JF = y, 

^ c' c cot If “t Bogen AF = l 

oder T-= ^ (55) /! / «« /a-®\» 

" “ *•«'/' und i4F=l= f) Ox 

22. Rectification der Ellipse. X 

DieallgemeineRectificationsformelBd.il., _ /l/, i®* («“*)*., 

pag. 191 ist jy ^a‘' 2ai-x’ 


CO« *7 01 l/, , fc» B-X\* 


Setzt man (Fig. 609) AJ=x, JF = y, 
so ist Bogen .Äf' = i 
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Um da* Differenrial iatsgiirbar lu ma- /l /, , / • • /MSi 

eben kann man den ^HCA für die Or- y ^ \ c ^ 

dinate JH des Halbkreises = ß setzen, 
dann ist xz:a — aeot ß 
Sx 


ÖjJ 


= a sin ß 


i= A ' 1 + ^ . a-Miitß-bß 

J \ a* l — CO» V 

= a J ' ^ V - ^ V 
= /l'c’ + *•* V 

[ l + (-i siM ^y]* = 1 + -i- n> »in V - J "* »•" V + ^ »‘ »•« V 

- - lS-4 "" 


Dieses Inte^pvl ist nur näbemngsweUe 
aufzulösen, und dies geschieht am ge- 
eignetsten, wenn man 

1 1 +(t =[‘ + (t""^)7 

durch den Binomischen Sats in eine Beibe 
entwickelt. Man hat, wenn man ~ = * 
setzt 


] 


Von jedem dieser Glieder das Integral genommen erhält man 
/! = /} 

j"- „4 = - Y «* [y /*- Y T ■ "* '*] 

- ^ »ii» ‘iJ • «» iä - V • «»»/»J 

f ^ «“ fin "d = ~ n'® r — ß — nnß-cotß — fin *ß • coi ß 

J '^ 856 1266*^ 26« 389 ^ 

- n'*tie '•d = r *-* /f- c®*^ — V • 

1024 ^ 1024 Li024'^ 1024 1536 


f- 


5 , • S 


/ 


-^t\n"ß- cot ß 


\ 


320 ‘ 


'ß-eotß-^txn*ß- rotß 


Es ist mithin = einer unendlichen Summe unendlicher Reiben toii denen 
c 

die erste den Factor ß, die zweite den Factor linß-cotß u. s. w. hat. Die erste 
3 «* 5 i»® 175 h» , 441 H>® 


/*« 3h‘ 

^ U* 8* 


128» 25C» 


■) 


die abwechselnden Vorzeichen machen 
die Reihe nicht geeignet, zur Berechnung 
einer Bogenlänge und da diese auch bei 
den Reihen für die Factoren sin ß- cos ß, 
sin ^ß- cos ß 11. s. w. Torkommt, so ist 
eine andere Reibe erwünscht Man er- 
hält diese, wenn mau die obige Wurzel- 


grüfse 1 c’ -t- (o* — c») *»H »jS umformt in 
) o’ — (o* — c») cos ’ß 

woraus 1 = a 1 — cos Bß 
Es entsteht nun die Reibe 
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- =y ~ *-* - ärjiy. «* V 


3-5- 7 
2-3.4-5-2» 

Nun ist 
/l=i» 

-/i«’ au’ß = - i»» + Irin ß • cos ß) 

1 . n' 


cos 




3-5-7-9 
■ 2 . 3 • 4 • 5 • 6^2» 


n’»eof 'V- 


3 , _ 3n* 


-/. 


+ I sin ß * cos ®/J) 

r ^*5 B B. 3.5.«« „ . . 

“y 2 - 3 * 4 ' 2 *" "* + 

+ i • i • i "«/*• M« V + i • i *•»/«• eos V+ 4 sin /J . cos ’/?) 


r 3-S-7 


3-5>7-n 


-/. 


•7-9 


+iV • 4 • i • 4 • isi«!*' cos^ + 3*, ■ J . } . |sin^* cos 

+ 1*0 • 4 • 4 •*<«/»• ««»‘/»H-A • 4 • • cos ^ , in/5 . cos V) 


jn»cos‘»/5 = - 


3-5-7.9-n‘ 


,[U-A-4-4-4-i/ä 


. 2-3-4-5-6-2* ** 2-3-4-6*6-2*' 

+ 44*A‘4‘4-4'is»»/J-cos^+||.^, .|.|.isin/S.roiS^ 

+ t 4 m*s' 4’ 4sin^" cos S/S + Il . •jsinß^cos’ß 

+ 4 i • A sin /5. cos */5 + A sin/5 • cos > '/5] 

Hieraus entsteht 

— =^I 441 n" 


■ 2» 8» 16> 128» 


256» 


'^_4851n'»\ 

* lO^J ^ 


("* , 3n< 5n* 175n» , 441 n>“ 4851-n 


\4 ^ 8» ^16»^ 128» 


255* 


+ - 


6n* 

35»" 


1024» / 


COS fl 


175n» , 147 n"> . 1617 n'» 


■*■ 6-8» 6 . 64» 2 . 128» 2 • 


1024 


*r) *•" ß ■ 

,) «•» ß • «<» V 


V2.4» 

-(- 
\9 

\32»‘^6-64>‘ 

/ 7»"’ . 77n‘»\ . . 7n'» 

iiöTiy» + iörer»/“"'*'"’ M»'“"'’’ "* 


l„ 147 n“, 1617. n'»\ . ^ 

\96'^6.32»'*'l0.64>'^ 10 • 256» / ^ 


, 63 n'" , 693n“\ . 

i + 5ö»j ^ 


Die Cnnstante fällt fort, weil füi ß = 0 auch 1 = 0 wird. 


Fürx = n wird /S = 90° = y sin/S= l , casß = 0; 1 ist der elliptische Qua- 
drant, für welchen nur die erste Reihe mit dem Factor ß zu berechnen ist, wäh- 
rend die übrigen Reihen = 0 werden. 

Für 0 = 5, c = 3 ist e = 4, n = §. 

Man hat den Quadrant 

1 = 6 (1 - 0,16 - 0,0192 - 0,00512 - 0,001792 - 0,0007225344 

-0,000028901376- )y =6,386... 

23. Quadratur der Ellipse. Die allgemeine Quadratorformel für recht- 
winklige C'oordinateu steht Bd. II., pag. 192 mit Fig. 540 
F=/y öx-f C 

Es ist Formel 10; »’ = ^(2ax — x») 

m. 4 
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hieraus ^ — Ebene AJh (Fig. 609) 

= /ybx= J J y -2ax - ** Öx 

Nu» ist nach der allgemeinen Integralformel: 

, a-2bx i fl’ , . -fl + 2ix 

/,'ax - 4x» = Vox - 6x« + _ ^rr - 

fy Ox = -T» = 7 [- ^ ~ Are .in (- ~) + c] 

Für x = 0 wird F = 0 daher 
C = + Inrfl’ 
daher yollständig 

‘i^^’4 y Are .in (- ?^) + 1 fl «’J 

Für X = fl wird F zum elliptischen Quadrant und dieser 
c 

4 


c rt* , 

= TT — • -r ^ = inflC 
a '* 


( 68 ) 

(59) 


24. Es ist (Fig. G09) JF= y = — \ 2 oj--x^ 


CJ = a — x 

daher ist das erste Glied des Integrals 

_tZl . - iCJy.JF = - /ISCFJ 

2 a 

Wird dies A sn dem Integral hinzugesetzt, so erhalt man 

Ebene ACF= ioc[^ - oro.in^~^)=\oe-are. eo.“-^ = lae-nrci,, (60) 


Gnd da 


a-x . V2ax-a*»_,i„X 
cof = sin •*" c 


so ist auch 


Ebene ACF~ \ac-arc sin y (61) 

25. Nimmt man die Radien von den 
Brennpunkten aus, so bat man 
Ebene AS'F= ACF V CFS' 
ASF=ACF-CFS 


Es ist die Ezcentricität CS = CS' - e, 


FJ = y 

daher ACFS = ACFS' = 5« • !t 
also 

Ebeno/4S'F = lnc-aT-»«n7 + }cy (62) 


Ebene ASF = i<ic • arc • y - i'V (63) 

26. Es ist für die Astronomie von 
Wichtigkeit, die Ebenen AS'F und ASF 
durch fl, c, e und die Winkel ASF und 
AS’F (ij) auszudrücken. Hierzu hat man 
Gleichung 40, wenn man (Fig- 609) 
S'F=R, SF=r setzt. 


1. « = r cos Tj’ |-e 

2. II = S cos ij — « 

Nach Gleichung 36 und 37 bat mau 
e 

3. r = fl « 

fl 

4. R = a + —u 

a 

Setzt man die Werthe von « aus 1 
und 2 in 3 und 4, so erhält man für 
beide Fälle 

b. «• — e’ = c’ = r (o - e cos ij’) 

6 . a’ - e* = c> = Ä (o — « cos ij) 

Nun ist y = ß si» I) = r sin IJ 
folglich in Gl. 62 und 63 

y _ cR sin IJ c sin i; 

c ~ R (fl — e cos ij) a — e cos i; 
er sin ij’ _ csinij 
~ r(a — e cos ij*) a — eeo. ij 
Eben so ist 

ry = cR sin ij = er sin ij’ 
c’esinij_ c'-'esinij' 
fl-ccos IJ fl — e cos f/ 
Mithin ist nach Gl. 62 und 6S 


, . c sin IJ , , tre sin ij 

Ebene AS F= }nc arc sin - — + i “ “ 

* fl — C cos IJ fl — c 


cos IJ 


(64) 
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KL j K r. I c »I» ij , , c*e n« I) 

Ebene ASF= iac arc tin , + { — 

a— ecoiij a— ecoiij 


( 66 ) 


Der /I) heifst in der Astronomie : die Legt man Formel 19 lu Grunde 
«ahre Anomalie (s. d. A.) c> 

24. Bestimmung derUmdrehn ugs- S'’“ iS (“* 

flächen. Bd. II., pag. 194 steht die all* , 

f emeine Formel für rechtwinklige Coor- 
inaten _ . i / 79 u\’ _ 

9« ~ a’w 


= 2n [®* — (a* - c^ fyoA — eV 8« 

•"["V^r] 

\'a* - eV + Arc lin ^ j + C 


daher ans der allgemeinen Integralformel: 

yj/o — 4x’ = }x 1^0 — 4x* + Arc >iit 


Dies ist der Ausdruck für die Zone, welche entsteht wenn der Bogen DF 
(Fig. 609) um die grolse Axe AB sich herum, dreht. Da für « = 0 auch F=0 und 
der Ausdruck für F = 0 wird, so fällt die Constante fort nnd es ist 

>' = n j-'o* — «*«• + ^ i4rc si« J 


Zone durch DFz 


(66) 


Für u = s entsteht die halbe ellipsoi- durch Umdrehung des Bogens AF um 
dische Oberfläche, indem der Quadrant die kleine Axe DE entst^t, hat man 
AD um die grofse Axe sieh dreht: aus Gl. 29 

Oberfläche durch AD 

7 , »’c . c\ = ^ ('■*-«.’) 

= nlc*+ — arc 11 « — I (67) ' 

' « “ ' wo «, die Länge C(1 bedeutet; 

26. Um die Zone F“ zu Anden, welche hieraus 


F' = 2« /* ^/^ (r’-M,’) + ^ «,‘ = 2n ^/|'c‘ 
und da c< a ist 

F' = 2n + (a* — c*) i»i* 

Nach der allgemeinen Integralformel 

fy‘a + 4** = Jx I a + 4x’ + logn [* 1'4 + )'a + 4x’] 

ü*) + fj 

Für u = 0 wird F = 0. Mau hat also 

Io 

c' L 

Es ist mithin 

daher rollständig 

■r=, j;[., ,.=L±>y-tSilL-] 

4* 


bat man 


f' = 2a^-[{«, 


\'c*-y + ^ /«(eu, + l'c* + e>«, 


0 = 2u:^|o + |^l«(0+c*) + c] 
C = -^/-C 


( 68 ) 
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Für «i=c erhält man die halbe elliptische Oberfläche, wenn der Quadrant 
AFD um die kleiue Axe DE sich dreht 


.V r i : , * + I + f c’ « + e"l 


* 26. Cubatur der Ellipse. Der el- 

lipsoidische Körper, der durch die Um- 
drehuug der Ebene AFJ um die grofse 
Axe entsteht, ist aus der allgemeinen 
Cubatiirformel Bd. II., pag. 195. 

also K = Tt (2ax — x*) + C 

‘c* 

oder A'= u -j • («*’ — Ja'’) (<0) 

wo die Constante fortfällt, weil mit x = 0 
auch ä = 0 wird. Für x = a entsteht das 
halbe Ellipsoid, wenn die Ebene ADC 
um AB sich dreht 

(71) 

Für den Körper A" durch die Umdre- 
hung der Ebene DFG und DE erhält 
man 


das um die kleine Axe gedrehte E. »t 
= Jira’c 

ElUpticiUt ist der Unterschied i«i' 
sehen dem Durchmesser des Erdaequators 
und der Erdaxe diridirt durch den Aetjai- 
tordurchmesser; also die Erdabplattnn; 

^ in ‘i^ni Art. Abplattung^. 

Elongation, EIon|ationswinkol s. r. *. 

Ausweichung eines Planeten. Kiu 
versteht nicht nur hierunter den Winkel 
iwischen der Sonne und dem wahren 
Ort des Planeten mit der Erde als Schei- 
telpunkt, sondern auch gana besoDder< 
den Winkel, den die Sonne und der auf 
die Ekliptik (durch den Rreitenbogen) re- 
ducirte Ort des Planeten mit der Erde 
bildet, so dafs der E.-winkel in der Ebene 


JU= rt ^-(«x,*- fx,*) (72) 

und das halbe Ellipsoid der Ebene AVD 
um CE 

K = Jiro *c (73) 

Ellipsoid entsteht als Umdrehungskör- 
per wenn ein halber Ellipsenhogeii ent- 
weder um die grobe oder um die kleine 
Axe sich herumdreht. Aus dem Torigen 
Art. Formel 71 und 73 geht hervor, dafs 
das um die grofse Axe a gedrehte E. 
= ist |nnc’ 


der Ekliptik liegt. 

EndokagonaliahloD, otlfecklgo Xablu 

sind diejenigen Polygonalxahlen deren m 
Grunde liegendes Polygon das Eilfeck hl- 
Die Natur dieser Zahlen s. aus den Art : 
Dekagonalzahl, Dodekagonalaahl. 

Die arithmetische Reihe, aus welchen 
die Zahlen entspringen haben tor iten 
Differenzenreibe die gleichen Zahlen 9, 
9; 9; 9; 

hieraus die erste Differenzenreibe 


1; 1 + 9; I -b 2-9; 1 -|- 3.9; 
hieraus die Endekagonalzahlen 

1; 2-b 9; 3 + 3-9; 4 + 6-9; 

oder 1; 11; 30; 58; 

EndeckoB, s. u. Ecken. 

Endflichon sind bei einem prismati- 
schen Krystall diejenigen Flächen , in 
deren Mittelpunkte die Endpunkte der 
Normalaxe fallen (s. Axensystem und 
Axen). Hat z. B. der Krystall die Form 
der sechsseitigen Säule, so wird diejenige 
Axe, welche die Mittelpunkte der mit 
einander parallelen Grundehenen verbin- 
det, zur Normalaxe genommen und diese 
Qrnndebenen heifsen die E. des Krystalls. 

Die E. bilden mit den -Seitenflächen 
rechte oder schiefe Winkel ; sie heilsen 
demnach gerade oder schiefe E., oder 
man sagt, sie seien auf die Seitenkanteu 


1 +4-9; l + (ii-l).9 

5+10-9 

95 : -^( 9 »- 7 ) 

oder Seitenflächen gerade oder schief aof 
gesetzt. 

Endgescbwlmligkeit. Aus den 4 Ad 
„Bewegung“ geht hervor , dafs uni« 
Geschwindigkeit der Weg verstanden widl 
den ein Punkt oder Körper iu irgc““ 
einer Zeiteinheit, wofür in der Regel di* 
Secunde gilt, durchläuft. Sowie nun de» 

Wortlaut nach Anfangsgeschwindigkfj' 
diejenige Geschwindigkeit ist, mit •*'' 
eher Bewegung beginnt, so ist Ende* 
schwindigkeit diejenige mit der die B* 
wegnng beendet wird. 

Bei gleichförmiger Bewegung ist 'l*' 
E. gleich der Anfangsgeschwindigkeit cn“ 
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gleich jeder innerhilh der Bewegung statt 
nabenden Geschwindigkeit. 

Eine venögerte Bewegung kann so 
lange fortgesetzt werden bis die E. = 0 
wird. 

Bei beschleunigter Bewegung ist da- 
gegen die E. eine ideelle Grüfse. Bat 
nämlich der Kür|>er ( Secunden lang sich 
bewegt, so ist die zu Ende der Iten 8e- 
ennde erlangte oder die nach I äecunden 
stattfindende E. derjenige Weg, den der 
Körper in der folgenden (I + l)ten Se- 
cunde zurncklegcn würde wenn er bei 
Beginn dieser (< + l)ten Seennde mit der 
erlangten Geschwindigkeit noch eine Se- 
ennde lang gleichförmig sich fort- 
bewegte. Der .trt , Beschleunigung* 
No. 3 gibt bei der Anfangsgeschwindig- 
keit = 0 diesen Weg als E. nach Ver- 
lauf von I Secunden an = 2G/; der wirk- 
liche Weg in der (t + l)ten Seennde ist 
= 2f7t-t-6'; man erhält also die E. einer 
gleichförmigen Bewegung, wenn man von 
dem Wege der folgenden Secunde die 
Beschleunigung abzieht. 

Fängt die beschleunigte Bewegung mit 
der (Anfangs-) Ge.schwindigkeit =c an, 
so ist nach Bd. 1., pag. 3ä3, Formel 8 
die E. = C = c -b 2ßl; und dieser Weg 
würde in der folgenden (I l)ten Se- 
ennde durchlaufen werden, wenn mit dem 
Ende der Ueo Secunde die Beschleuni- 
gung G zu wirken aufhörte. 

Ist die Beschleunigung negativ, ist sie 
Verzögerung, beginnt die Bewegung mit 
der Ge.schwindigkeit C und wird nach 
Verlauf von l Secunden, wo die Kühe noch 
nicht eingetreten ist, nach der E. gefragt, 
so ist diese ebenfalls der W^, der in 
der folgenden Becunde gleichförmig lu- 
rückgelegt werden würde, wenn also die 
Verzögerung während dieser Seennde zu 
wirken aufhörte. 

Der Weg in den ersten F Secunden ist 

= CT - er* 

der Weg in den ersten (T-|-l) Secunden ist 

=C(T-f-l)-C(r-|-l)» 

folglich der Weg in der {T+ 1 jten Secunde 
= C-2GT- G 

Wird nun von diesem wirklichen Wege 
die Verzögerung (— C) fortgenommen, so 
bleibt der gleicnförmig durchlaufene (pö- 
fsere) Weg, d. h. die E. nach TSeenn- 
den =C-1GT. 

Bei der ungleich veränderlichen Be- 
wegung (s. diesen Art. : Bd. I., pag. 366) 
tindet derselbe Begriff von £. statt. 

Endkanten in einem Krystall sind die 
Kanten, welche den Endecken znlanfen; 


die übrigen Kanten heifsen Seiten- 
kanten. 

Endlich ist dem Wortlaut alles was 
ein Ende hat. In der Mathematik hin- 
gegen kann der Begriff endlich nicht 
wortgetreu genommen werden, weil sonst 
jede geschlossene Curve nicht endlich 
abso unendlich sein würde. Unter end- 
lich versteht man daher jede Oröfse, 
welche sich in einer bestimmten Anzahl 
von ihr gleichartigen Einheiten angeben 
läfst. Kreislinien, Ellipsen, KugeTober- 
flächeii u. s. w. sind endliche Gröfsen. 
Die l’aniliel ist nicht endlich, weil deren 
mögliche Länge in einer Anzahl von 
Längeneinheiten nicht auszusprechen ist. 

Jede Zahl rational und irrational ist 
endlich, weil ihr eine Einheit zn Grunde 
liegt, die eine bestimmte Anzahl mal sie 
begreift. Eine unendliche steigende arith- 
metische Oller geometrische Keihe ist so- 
wohl in Anzahl der Glieder als in dem 
Werth unendlich; ist die Reibe abneh- 
mend, so ist sie nur in der Anzahl ihfer 
Glieder unendlich in ihrem Werths da- 
gegen eine endliche Gröbe. 

Enneadischez Zahlensjitem, neunthei- 
liges System, in welchem die Neon (9) 
als Ziffer fehlt und als kleinste zweiziffrige 
Zahl mit 10 liezeichnet wird (vergl. dode- 
kadisches Zahlensystem). 

EnneagOB, s. v. w. neonseitige Figur, 
Neu neck. 

EDDeagonalzableB, neaDeeUge lahlen 

(s. Kndekagonalzahlen) haben das Nenneck 
zum Constroctionspolygon ; arithmetisch 
entsteht die Reibe folgender Art: 

7; 7; 7; 7 

1; 1 + 7; 1 + 2.7; 1+3-7; l + (»-I)7 

hieraus die Enneagonalzablen 

l;2 + 7;3 + 3.7;4+6-7 ii«(7it-6) 

oder 

1; 9; 24; 46; 

EntBCknilg (Kryst) ist die Fortnahme 
einer Ecke mittelst einer durch die diese 
Ecke bildenden Kanten hindurch geleg- 
ten Fläche. Han denkt sich dieselbe an 
einem Krystall vorgenommen, wenn man 
die combinirte Form desselben ans einer 
einfacheren Form ableiten will. Ein Bei- 
spiel hiervon gibt Bd. II., pag. 36 und 
37, Fig. 301 und 302 , wo das Octaeder 
als durch fortgesetzte Enteeknng des 
Hexaeders entstanden gedacht wird. Vergl. 
, Astnmpfnngsflächen.* 

Entfenmng, s. v. w. Abstand. 
EatgegengeieUte CrSHien. In alles 



EntgegengeseUt« Gröfsen. 54 


Entwickelung etc. 


DUciplinen der Mathematik kommen Orö- 
fsen vor, die ungeachtet ihrer Gleich- 
arti^rkeit, ja seihst ihrer Tollkommenen 
Gleichheit dennoch in Absicht einer von 
der Gröfse selbst unabhängigen also äntse- 
ren Eigenschaft 'wesentlich verschieden 
sind. Diese Eigenschaft ist das Ent ge- 
engesetztsein; die Gröfsen, denen 
iese entgegengesetzte Beziehung anhaftet 
heifsen entgegengesetzte Gröfsen. 

Der Grund für solche Beziehung, wo 
sich dieselbe auch linden mag, läfst sich 
znsammenfassen in einer der Zeit und 
dem Raum gemeinsamen wesentlichen 
Eigenschaft, in der Stetigkeit, welche 
in der Ausdehnung als Form zur An- 
schauung kommt. Der Raum hat drei- 
fache, me Zeit nur einfache Ausdeh- 
nung (Abmessung, Dimension). 
Abstrahiit man von 2 Dimensionen des 
Ranms, so dafs nur eine Dimension übrig 
bleibt , so hat man die Linie, welche 
eine Ranmlinie so wie die Zeit eine 
Zeitlinie ist. 

Nur in der Linie findet Entgegenge- 
setztes statt, indem man die Stetigkeit 
dnrch den Gedanken, „Punkt“ genannt, 
unterbricht und von diesem Punkt aus 
die beiden alleinigen Richtungen an der- 
selben einzeln verfolgt; also vor und 
nach dem Zeitpunkt und rechts und 
links von dem Raumpunkt. 

Die eine Richtung, gleichviel welche, 
heifst positiv oder affirmativ, die 
andere negativ. Beide Richtungen hei- 
fsen entgegengesetzt, nnd Grölsen, 
denen verscUedene Richtungen zukom- 
men heifsen entgegengesetzte Grü- 
fsen. 

Hat man Entgegengesetztes io dem 
körperlichen Raum zu bezeichnen, so hat 
man für die 3 Hanptlingenricbtnngen 
desselben: rechts nnd links, hinten nnd 
vom, oben nnd nnten. Z. B. Bei allen 
Windmühlen jst gebräuchlich die Ruthen 
immer auf einerlei Weise sich drehen zu 
lassen. Dm diese Weise anzngeben kann 
man sagen : die Ruthen drehen sieh rechts, 
sie drehen eich links, man mag die Dre- 
hung vor oder hinter der Mühle betrach- 
ten. Man mufs daher auf die 3 Dimen- 
sionen des Raumes Rücksicht nehmen 
und z. B. sagen: Alle Windrnthen dre- 
hen sich der Art, dafs wenn man vor 
der Mühle steht nnd sie ansieht, der u o - 
tere Flügel sich rechts dreht. Auf 
diese Weise kann man dieselbe Drehungs- 
weise der Windflügel auf viererlei Art 
bezeichnen, indem man sagt, man stehe 
vor oder hinter der Mühle und von der 
Drehung des unteren oder des oberen 
Flügels spricht. 


Alle entgegengesetzten Gröfsen, so wer- 
schiedenartig sie auch sein mögen, kön- 
nen auf das Princip der eben betrach- 
teten unterbrochenen Stetigkeit~'zurück- 
gefübrt werden. 

Vermögen und Schulden z. B. in der 
Arithmetik sind entgegengesetzte Gröfsen; 
denn Vermögen ist der Zustand des Em- 
pfangenhabens, Schulden der Zustand des 
Gelieiisollens, beide also entgegengesetzt 
im Raum nnd in der Zeit. Nämlich Em- 
pfangen und Geben vom Punkte des zu 
denkenden Zähltisches aus im Raum nach 
entgegengesetzten Richtungen — und 
Haben und Sollen , des Ehemals und 
Künftig von dem Punkt der Gegenwart 
ans in der Zeit entgegengesetzt. 

So hat man entgegengesetzte Linien, 
Winkel, Ebenen, Kräfte, Wasserbewe- 
gungeo als Zuflufs und Abflufs u. s. w. 

Wenn man von dem Punkt, der die 
Ausdehnung unterbricht, einer Richtung 
derselben folgt und sodann um gleich- 
viel nach entgegengesetzter Richtung, so 
befindet man sich wieder in demselben 
Pnnkt, von dem man ausgegangen ist. 
Entgegengesetzte Gröfsen haben 
also das Merkmal, dafs sie absolut gleich 
gp-ofs genommen sich einander^aufheben, 
zu Null werden. | 

Entgegengesetxte Operationei in der 

Arithmetik und der Analpis haben mit 
den entgegengesetzten Gröfsen [denselben 
Grund, z. B. Vorwärts zählen und rück- 
wärts zählen, indem man die in einer 
Linie geschrieben zu denkenden Zahlen 
nach entgegengesetzten Richtungen ab- 
lies't. Eben so das Zusammenzählen 
entgegengesetzt dem Abziehen , das Thei- 
len dem Vervielfältigen, das Radiciren 
dem Potenziren, das Integriren dem Dif- 
ferenziren, das Auflösen einer Gleichung 
dem Ansetzen derselben n. s. w. 

Bntkaatnng (Kryst) ist die iFortnahms 
einer Kante an einem Krystall mittelst 
einer Fläche, die durch die beiden jene 
Kante bildenden Flächen gelegt wird; 
sie wird eben so wie die Enteckung vor- 
enommen gedacht. Wenn man z. B, 
ie Kanten des Octaeders, Fig. 138, pag. 
257 durch schmale Flächen fortnimmi, 
womit zugleich die Ecken vierflächige 
Zuspitzungen erhalten, so hat man die 
Combination des Octaeders und des Do- 
dekaeders mit vorherrschenden Octaeder- 
flächen, eine Form in welcher der Magnet- 
eisenstein vorkommt. 

EDtwickelong einsr Fanctlon in oIm 
R eiht. Diese geschieht : 

1. Durch Partialdivision (s. Buch- 
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stabenrechnung pag. 439 mit 2 Bei- 
spielen). 

2. Beim Potenziren mit Hülfe des 
binomischen Lehrsatzes (s. d. Art. pag. 
374). 

3. Durch Kadiciren aus unvoll- 
ständigen Potenzen (s. .Ausziobnng einer 
Wurzel'' pag. 251, No. 4 bis pag. 253 
No. 7). 

4. Durch die Mac - Laurin'sche 
und die Taylor’scho Heihe s. Diffe- 
renzialrechnung pag. 288 bis pag. 294). 

Ep^ten hinzugesetzt) sind 

die Tage, welche von dem Tage des letz- 
ten Neumonds im Jahre bis zum Iten 
Tag des folgenden Jahres noch fehlen, 
also das Alter des Mondes in ganzen Ta- 
gen an jedem Neujabrstage. Fällt der 
Neumond auf den Iteu Januar, so ist 
die E. für dieses Jahr =0; das höchste 
Alter des Mondes ist 30 Tage, weil 2 auf 
einander folgende Neumonde abwechselnd 
29 und 30 ganze Tage auseinander liegen. 

Das Mondjahr aus 12 Monaten beste- 
hend hat also 6 x (29 -b 30) = 354 ganze 
Tage (-(- i Tag); das julianische Sonnen- 
jahr 365 j Tage, also i.st das Mondjahr 
11 Tage 'kürzer als das Sonnenjahr und 
folglich wird mit jedem folgenden Jahre 
das Mondalter 1 1 Tage länger. Fällt der 
Neumond auf den Iten Januar, so fällt 
der letzte Neumond desselben Jahres auf 
den 20ten December und die E. des fol- 
genden Jahres ist = 1 1 , die nächstfol- 
gende = 22, wieder die folgende 33, für 
welche man 33 — (der Monatslänge = 30) 
= 3 für die E. setzt, weil nicht der zu 
33 sondern der zu 3 Tagen vor dem 
Jahresschlnfs gehörende Neumond wirk- 
lich der letzte im Jahre ist. 

Diese Epakten liefern einen Cyclus von 
19 Jahren (den alten Metonschen Mond- 
cyclus), nach welchem die Neumonde 
wieder der Reihe nach auf dieselben Tage 
fallen, die folgenden 19 Jahre also wie- 
der dieselben Epakten haben, wenn man 
nämlich am Schlufs des Oyclus für die 
erste E. des folgenden Cyclus einen Tag 
zngibt. Die Jahreszahlen dieses Cyclus 
von 1 bis 19 heifsen die goldenen 
Zahlen. 

Im Jahre 1843 war die E. = 0, der 
Neumond tiel auf den Iten Januar, man 
hat demnach den Cykel, in welchem wir 
jetzt leben in folgender Tabelle 


Jahreszahl. | 

[ Goldene Zahl. 

Epakte. 

1843 

1 

0 

1844 

2 

XI 

1845 

3 1 

XII 


Jahreszahl. 

Goldene Z.ahl. 

Epakte. 

1846 

4 

III 

1847 

5 

XIV 

1848 

6 

XXV 

1849 

7 

VI 

1850 

8 

XVII 

1851 

9 

XXVIII 

1852 

10 

IX 

1853 

11 

XX 

1854 

12 

I 

1855 

13 

XII 

1856 

14 

XXIII 

1857 

15 

IV 

1858 

16 

XV 

1859 

17 

XXVI 

1860 

18 

VII 

1861 

19 

XVTII 

1862 

1 

0 


Es wird hiernach in diesem Jahre (1860) 
der letzte Neumond auf den 13ten De- 
cember fallen. 

Die.ser Mondcykel von 19 Jahren diente 
früher dazu, die Osterfeste künftiger Jahre 
durch einfache Rechnung schnell bestim- 
men zu können. Da die Epakten nur 
in ganzen Tagen angegeben sind, so 
stimmen die aus den Epakten berechne- 
ten Mondphasen mit den astronomischen 
oder den wirklichen nicht genau überein. 

Epbemertden , s. astronomische 
Jahrbücher, Bd. 1., pag. 149. 

Epicykel (cm neben) Nebenkreis, nach 
der Vorstellung der alten Astronomen, 
welche die Erde als ruhend annahmen, 
ein Kreis, an dessen Peripherie ein Ge- 
stirn sich bewegt, dessen Mittelpunkt aber 
wieder einen andern Kreis im Welträume 
durchläuft. 


Epicycloide unterscheidet sich von der 
Cycloide dadurch, dafs der erzeugende 
Kreis auf einer Kreisperipherie aufser- 
halb derselben sich abwalzt, während dies 
zur Bildung der Cycloide auf einer ge- 
raden Linie ge.schieht. Ist Fig. 613 BD 
ein Kreisbogen vom Halbmesser ÄC, auf 
welchem der Kreis ARB sich abwälzt, 
so ist der Kreis zn /I /> der G r u n d k r e i s , 
der Kreis zu ARB der erzeugende 
Kreis, der beschreibende Punkt A 
verzeichnet während der Abwälzung des 
Halbkreises ARB die halbe Epicycloide 
AJD-, die andere dieser congrnenten 
Hälfte ist rechts von AB zu denken. 
Wie bei der Cycloide entsteht auch hier, 
wenn der beschreibende Punkt aufserhalb 
des erzeugenden Kreises liegt, die ver- 
kürzte Cycloidle und wenn er inner- 
halb desselben liegt, die gestreckte 
Epicycloide. 
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hende Punkt, Teneichntt den Bonn AJ 
wenn der Kreisbogen BE Ton B bi» F 
sieh abgewilzt hat. £ behndet sich in 
F und Bogen BF = Bogen BE. Zieht 
man durch F den Radius CH = CA , be- 
schreibt aus P in CH den Halbkreis HJF, 
so ist, Aa A m J und £ in £ sich be- 
findet, Bogen EA = Bogen FJ und Boiren 
BE = Bogen JH. 

2. Bezeichnet man den Halbmesser BC 
des Grnndkreises mit R, den des Ersen- 
gunnkreises AG mit r, setzt für den 
Punkt J die auf CA genommene Ab- 
srisse AK = x, die auf CA rechtwinklig 
Ordinate KJ = y, fällt die Normale fiQ 
auf JK und die Normale PS auf AC, 
so ist 

AK = x = AC- PQ-CS 
JK = s = JQ + PS 

bezeichnet man Z.ACH mit ^BGE 
mit so ist Z. HPJ = ’l , Z HPQ = tf, 
und es ist also 

1. * = £-!- r — rcos( 7 -I- I/O“ (R-I-Ocos i/> (I) 

2. y=rzis( 7 . -I- V') + (6-hr)ii» 1 ^ (J) 

ferner ans Bogen BE — Bogen BF 

3. r<p = R\j) (3) 

Der Werth i/< = -^ (f ans Gl. 3 in die 
Der in dem Terlängeiten Halbmesser H 

CB befindliche Funkt A, der beschrei- ersten beiden Gleichungen substitoirt gibt 


Fig. 613. 



X = Ä -h r — r cos 

'-J-f)-(Ä+r)co.(^7) 

( 4 ) 

. /R+r 'S 
R V 

-K« 7) 

(5) 


3. Um nun Ton diesen Gleichungen auf die Untersuchung der Gurre Anwen- 
dung zu machen hat man 

hieraus 


’/E+r ) 

1 -t- CM I 




«.( ^ 7 ] 


- ..«1 X f ^ 1 , \ 

(») 

• /Ä-t-r > 

1 + *•» 1 

(i^'l 


hieraus nachDifferenzialformel 158, pag.284 facher: 

9 *y 9(p 67-* 9y 87 * 6a* \8x/ 9 x 

Bx\* Nun ist ans 8: 

Oder da bereits ^ berechnet ist, ein- 
ox 


und ans 6: 
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Mithin 


8(f _ 1 

-^(« + r)[..»( ^ '/) + *•»(„- 

8«y_ (« + 2^)co«c•(^^’^-^,) 

^)] 

2r (Ä -1- r) [»i» ( ^ </)-!■»•« ^ 

(R + 2r) eosec ’ ^ 

rl 

«+2r Y 
2R-'') 

4r(R-t-r).,«[( ^ 
Ö’j(_ Ä + 2r 

].coa[(^" 

4r (R -1- r) cos (p.y ) ain * <f 


4. Denkt man sich die Tangente OJ 
in J bis zur verlänserten Abscissenlinie 
CA Terlängert und bezeichnet den Schei- 
telpunkt dort mit T so ist (s. Curven- 
lehre pag. 185, Gl. 2) 

Iff Z 0 TC = «s a = ?-» = c.t ,p) 

oder Colg (y - n) = cot — ^ <p 

folglich « = 90° — ip 

2A 

Nun ist 

^ FHJ= 90° - Z UFJ= 90° - i z UPJ 
= 90° - 

also 

Z FHJ - z HCA = 

= 90° - i ^ V = 90° - « 

Wenn man aber die Sehne JB bis in 
CA Terlängert, so entsteht in der Ver- 
längerung derjenige Winkel, der mit ip 
den ^CUJ Z.FHJ zum äufseren ge- 
genüberliegenden Winkel eines Dreiecks 
hat, ist also =/iFHJ—\p = a 


folglich ist die Sehne HJ, verlängert HO, 
die Tangente an der Epicycloide in J. 

5. Ist IHN die Tangente des Kreises 
HJF in J, so ist 

Z NJF+A FJP= Z HJP V j^FJP=R 
folglich 

ZNJP=ZHJP=^JHP-M°- 

also der Z.NJP', den die Kreistangente 
MN mit der Normale JF der Epicycloide 
bildet ist = dem Complement des halben 
Wälznngswinkels ip. 

6. Die Subtangente KF ist nach 
Bd. II., pag. 185, Formel 1 

w /fl -P 2r \ 

78jN=»-'n-R-'^) 

9 *• \9*/ 

Die Subnormale KL nach pag. 185, 
Formel 4 


9|f 


lll+2r \ 

[^rV 


Die Tangente JT nach 
Formel 3 


(U) 
pag. 185, 


(&i. 

Die Normale JL, welche mit der Sehne JF zusammenfsllt , nach pag. 185, 
Formel 5 




/■fl+2r \ 


(13) 


Der Krümmungshalbmesser für den Punkt J in der Richtung der Nor- 
male nach pu. 188, Formel 9 

.['+(1*)? r., JR+ir ^ 

' “L*''' A 2fl V)J ■ fl-i-2r Ä+2r 
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Die Abscisse des Mittelpunkts nach pag. 18S, Formel 10. 


1 f 


G')’ 


(8',\ 

\0xV 


Oy 

bx 


„ . /Af2r \ 


4r (ß + r) . CM 1 ) 


+ 2ß 


cot \ 


(R + 2r \ 


= x + 


4 r (ß + r) 


ß + 2r 

Die Ordinate des Mitteipnnkts nach pag. 188, Formel 11: 

, ,(R + 2 r 'l + "-’(-2^-") 

* = » + -/aiTT- = y + V“2ß“ 'f^) 


(IS) 


(Ö) 


- (ß + 2r) 


(16) 


4r(ß+r) <f . /ß+2r V 

= B CM • »I» I I 

* ß + 2r 2 V 2ß ' / 

7. Rectification der Epicycloide. Nach der allgemeinen Rectifications- 
forniel, Bd. II., pag. 191. 

erhält man den Bogen AJ = j' cotec <f ^ bx 

also nach Gl. 6 

AJ = X = fco, ec (^y ^ 7 ) • -^ (ß + r) [.i» ^ V + »» ^ 7 ] 

= (H + co.,c (?yr ,,,) . ,i„ ( ,f ) . CM (J ) 0.,. 

. =y(«+oy;M^.2o(f) 

= -/(Ä + r)«iii(i 7 ) (17) 

Für ip = TT wird der Halbkreis abgewältzt, und man erhält: 

Die halbe Epicycloide AJD = ^ (R + r) (18) 

daher Bogen — (ß + r) [1 — sin (^ 7 )] = 8 (ß + r) sin* — ^ (19) 

n rC 4 


8. Denkt man sich anstatt dafs der 
Halbkreis BEA auf Bl) von B bis D .sich 
abwälzt, den Kreis um den festen Mittel- 
punkt (1 drehbar und den Bogen BD 
durch Drehung um den Slittelpunkt C 
von B bis I) gegen B fortgeschoben, so 
dafe vermöge eines starken Drucks der 
Peripherie DB gegen den Punkt B des 
Rades die beiden einander gleichen Bo- 
gen BEA und BEI) zngleich beschrieben 
worden, so geschieht dieselbe Beschrei- 
bung dieser gleichen Bogen, wenn an 
dem Kreis AEB in B ein Stift sich be- 
findet, nnd an I) die Epicycloide DJA 
• befestigt ist, welche von B ans diesen 
Stift bei der Bewegung von B nach D 


von B über E bis A mit fortnimmt. Wenn 
(lemnach der Kreis um O der Theilrifs 
zwischen den Zähnen eines Getriebes nnd 
der Kreis des Bogens BD der Theilrifs 
eines Stirnrades ist, .so legen beide Thei- 
kreise in jedem noch so kleinen Zeittheil- 
chen gleich grofse Bogen zurück: d. h. 
Kraft und Widerstand haben jederzeit 
einerlei Geschwindigkeit, wenn die Zähne 
des Rades auf der angreifenden Ober- 
fläche vom Theilrifs ab die Form eines 
cycloidischen Bogens DJ haben. 

Epocha eines WeltkSrpen ist der mitt- 
lere Ort desselben in seiner Bahn für 
irgend einen bestimmten Zeitaugeublick. 
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In dem Art. Anomalie ist (Fig. 66) 
B der rrirkliche Ort des Planeten. In 
der Nähe dos PeriheU P ist seine Ge- 
schwindigkeit am grölsten , mit der An- 
nähemng an das Aphel A wird sie im- 
mer geringer; da nun von dem Planet 
der Weg PBA so wie die zweite halbe 
Ellipse ADP in immer constanter Zeit 
znruckgelegt wird, so würde der Planet, 
wenn er denselben Weg mit gleichför- 
miger Geschwindigkeit zurucklegto in 
B noch nicht gelang sein, sondern erst 
etwa in B' sich befinden. Dieser einge- 
bildete Ort B’ heifst der mittlere Ort 
des Planeten, und dieser wird zur Epoche 
des Planeten, wenn derselbe von ihm 
an einem ganz bestimmten Zeitpunkt 
z. B. zu der Zeit des mittleren Mittags, 
den der Berliner Meridian am Iten Ja- 
nuar 1801, als dem Anfang des 19ten 
Jahrhunderts hatte, eingenommen wor- 
den ist. 

Die Aufstellung solcher Epoche für 
nnsre Erde, unsren Mond, für jeden Pla- 
neten und Kometen hat den Nutzen , dafs 
von derselben ans zu jedem späteren 
Zeitpunkt deren jedesmaliger mittlerer 
Ort mit Hülfe der von ihnen bekannten 
mittieren Bewegungen genau berechnet 
werden kann, wie dies aus dem Art. 
Anomalie zu ersehen ist. 

Hält man den oben gedachten mittle- 
ren Mittag als den Normalzeitpnnkt fest, 
so ist die Epoche der Erde der Ort in 
der Ekliptik, in welchem die Erde sich 
zu jener Mittagszeit befunden hat. 

Es ist nun noch erforderlich, dafs der 
mittlere Ort eine allgemein verständliche 
Bezeichnung erhalte. In dem Art. ; .astro- 
nomische Länge“ ist bereits ange- 


Fig. CI4. 



führt, dafs der Ort der Erde in der Eklip- 
tik als Länge in Graden östlich vom 
Frnhlingspunkt angegeben wird. Anch 


bei den Orten der anderen Planeten wird 
der Frühlingspunkt unsrer Ekliptik zu 
Grunde gelegt. 

Es sei P'K'A'KfP' die elliptische Bahn 
irgend eines Planeten um die Sonne S-, 
Plc AK, P^ die bis in diese Bahn erwei- 
terte Ebene der Ekliptik, F in derselben 
der Frühlingspunkt, P das Perihel, A das 
Aphel, E die Epoche der Erde, so ist 
der östliche Abstand der Erde E von F 
der Bogen EAK'F, also zugleich die 
Länge von E. Ist M der mittlere Ort 
und die Epoche des Planeten , K' der auf- 
steigende, A'i der niedersteigende Kno- 
ten, P’ das Perihel, A’ das Aphel, so ge- 
schieht die Bewegung des Planeten nach 
der Richtung P'Ä’A’M; hat nun der auf- 
steigende Knoten K’ die Länge K’F, so 
nimmt man dieselbe Länge für K F und 
zählt die Länge von lU von dem Null- 
punkt F und der mittlere Ort von M 
Ist der Bogen MA'KF» 

Um nun den mittleren Ort des Plane- 
ten für einen bestimmten späteren Zeit- 

f iunkt zu finden, kennt inan die Um- 
aufszcit des Planeten, also auch die mitt- 
lere Bewegung desselben nach Graden 
in einem Jahre, in einem Tage und je- 
dem beliebigen noch so kleinen Zeitraum, 
also auch in der Zeit T nach der Epoche, 
in welcher der mittlere Ort angegeben 
werden soll; und dieser Bogen, der den 
ganzen Umkreis mehrere Male in sich be- 

E reifen kann (»x360-t-a = a Grade)', der 
änge FAB hinzugesetzt gibt (wenn a 
= Bogen MK,FK’hr = ist) den verlang- 
ten mittleren Ort M', nämlich dessen 
Länge T'JU'. 

Der Unterschied dieser I.änge und der 
bekannten Länge FJH'K, F des Perihels 
F gibt den Abstand M'K,F des mittle- 
ren Orts Jf vom Perihel P' und ans die- 
sem kann (s. Anomalie) der wirkliche 
Ort des Planeten , der in der Nähe des 
Aphels etwas vorwärts , etwa in M" lie- 
gen wird, gefunden werden. 

Unter Epoche eines Weltkörpers ver- 
.steht man übrigens bald den mittleren 
Ort desselben, Uicils den Zeitangenbliek 
für diesen Ort, theiis die Länge des Orts. 

Epoche in der Chronologie ist der An- 
fangspunkt einer Zeitiieriode, .sowohl einer 
geschichtlichen, z. B. von der Völker- 
wanderung bis zu Carl dem Grofsen, als 
auch einer astronomischen, z. B. der 19 
jährigen Metonschen Mondsperiode ; da- 
her man von Begebenheiten sagt, dals 
sie Epoche machen werden. 

Erde, unser Erdkörper, ist von der 
Sonne ans der dritte Planet (der Erste 
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ist der Merkur, der Zweite die Venns). 
In dem Art. Attrartion pag. IH7 mit 
Fig. 104 ist eine hypothetisrhe .Ansicht 
über die Entstehung der Planeten ans der 
•Sonne aufge.stellt und man kann sich 
solcher Art auch unsre Erde entstanden 
denken, wodurch sowohl ihre Bewegung 
um die Sonne in einer elliptischen l.inie, 
ihre .Axendrehung und ihre sphäroidische 
Form erklärlich wird. 
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Es sei .s der Sonnenkürper, FSIIW 
die Ekliptik, in welcher die Erde sich 
um die Sonne bewegt, F der Frühlings- 
pnnkt, M der Sommerpnnkt, H der Herbst- 
pnnkt, IF der Winterpunkt, so wird diese 
Bahn nach der Richtung FSHW von der 
Erde F durchlaufen; in jedem Augen- 
blick des Fortschritts in der Ekliptik aber 
bewegt sie sich zugleich um iure Axe 
nach derselben Richtung, wie die Pfeile 
cs anzeigen. Stellt man sich in Gedan- 
ken anf einem Punkt der Ekliptik, um 
dieselbe nach Art der Erde zu durchlau- 
fen, so mufs man die Sonne ansehen, 
mit dem rechten Fufs weiter schreiten 
und zugleich mit der linken Seite des 
Körpers nach hinten und um den Kör- 
per herum schwenken, überhaupt wäh- 
rend der ganzen Umkreisung der Sonne 
eine Bewegung machen wie in einem 
runden Saal ein Tänzer eine Linkstour 
walzt, und zwar dermstalt fortschreitend, 
dafs die nach der Saalwandung gerich- 
tete Hälfle des Körpers vorwärts sich 
bewegt, die nach dem Inneren des .Saales 
befindliche Hälfte aber die rückgängige 
Bewegung macht. 

Die Richtung FSHW in der Ekliptik 
ist die Richtung von Abend über Mittag 
nach Morgen und in dieser Richtung 
scheinen auch die Sonne ,und alle übri- 
gen Gestirne sich fortznbewegen. Steht 
nämlich die Erde in F, so scheint die 
Sonne in H zu stehen, und bewegt sich 
nun weiter die Erde nach so scheint 
die Sonne nach IF, also denselben Weg 
mit der Erde zu verfolgen. 

Die Dimensionen der Bahn s. Ekliptik 


am Schliifs; über die verschiedenen Ge- 
schwindigkeiten der Erde in der Ekliptik 
s. Bahn der Weltkörper pag. 301 n. f. 
Folgende mittlere Zahlenangahen werden 
hier der Uebersicht wegen zusaimnen 
gestellt. 

Umfang des Aeijuators 5400 g. Hl. 
Durchmesser des Ae<|uators 1718, R7 g Hl. 
1 Grad des Aequatorslö g.MI. zn0,9850876 

S reufs. Ml. = 14,7703 preufs. Ml. 

inute des Aequators 1 geogr. Ml. = 
497,54 preufs. Ruthen. 

1 Secnnde des Aequators j-l, g. Ml. = 
8,21 prenfs. Ruthen. 

Durchmesser der Axe 1713,13 g. Ml. 
Unterschied zwischen Aequator nnd Erd- 
axe 5,74 g. Ml. 

Abplattung = 

1 Meridian beträgt 5390,668 g. Ml. 

1 Meridianquadrant 1347,667 g. Ml. 

1 Meridiangrad durchschnittlich 14,974 g.MI. 
Oberfläche der Erde 9261108 g. DMI. 
Kubikinhalt der Erde 2650 Millionen g. 
KubikmI. 

Die Erde durchläuft in 365^ Tagen = 
8766 Stunden die Ekliptik von 1 29 91 7000 
geogr. Ml. 
hiernach 
Geschwindigkeit 

in 1 Stunde durchschnittlich 14830 g.MI. 
in 1 Minute , 247 g.MI. 

in 1 Secnnde , 4,13 g. Ml 

Umdrehungsgeschwindigkeit im Aequator 
in 24 Stunden = 5400 g. Ml. 
in 1 Stunde = 225 g. Ml. 
in 1 Minute = 3,75 g. Ml. 

in 1 Secunde = 0,0625 g. Hl. 

= 123,136 prfs. Ruthen. 
Dichtigkeit der Erde c. 4) mal der des 
Wassers. 

Erdferne, s. Apogeum. 

Erdnähe, Perigeum, s. u. Apogeum. 
Erfahrung ist die Folge entweder einer 
Beobachtung oder eines Versuchs (s. Be- 
obachtung). 

Ergäunng s. Complement, deka- 
dische Ergänzung. 

Erglniangsecke, Snpplementiecke s. 

u. Ecke No. 6. 

ErgänxnngegUed einer Reihe s. u. Dif- 
ferenzialrechnung I., No. 1 nnd 8. 

ErkenntnUklätie sind: die Erklärung 
(Definition), der Grundsatz (Axiom), der 
Lehrsatz CTheorema) nnd der Folgesatz 
oder Zusatz (Corollarium). 

Erklirnng in der Mathematik ist gleich- 
bedeutend mit Definition. S. d. Art. 
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ErlencbtBll|lkni8 eines Planeten ist 
die Grenze zwischen der durch die Sonne 
erleuchteten und der dunklen Oberfläche 
desselben. Wenngleich die Sonne viel 
grüCser ist als jeder der Planeten , also 
mehr als die HilRe deren Oberfläche 
durch sie erleuchtet wird, so kann man 
doch wegen der grofsen Entfernung der 
Sonne von ihnen die Strahlen als ^ be- 
trachten und annehmen, dafs von jedem 
Planeten also auch von der Erde nicht 
mehr als die Ilälite seiner Oberfläche 
wirklich erleuchtet wird, so dafs der Er- 
leuchtungskreis jedes Planeten ein grü- 
fster Kreis desselben ist. 

Evolote. Eine kurze Erklärung gibt 
der kurze Art. A bwickel iidg mit Fig.23. 
Es ist demnach eine E. eigentlich die 
Grenzlinie ABC einer beliebig krumm- 
linigen Chablone, um welche eine bieg- 
same mathematische Linie liegt, die un- 
ter steter Anspannung zu einer geraden 
Linie CE ahgewickelt wird. Uierdurch 
entsteht eine andere Curve ADE, welche 
der Endpunkt A der E. beschreibt nnd 
uneigentlich die abwickelnde Linie, 
die Evolvente genannt wird. 

ln dem Art. Ourvenlehre pag. IBS, 
III. wird E. erklärt als die Curve der 
Mittelpunkte einer gegebenen Cnrve (der 
Evolvente) und den Zusammenhang bei- 
der in dieser Beziehung zeigt besonders 
Fig. 543, pM. 196, die Cycloide ALCHB 
mit deren Evolute ATWB. Hier ist TL 
der Krümmnagahalbmesser der Cycloide 
in dem Punkt L, der Endpunkt T liegt 
in der Curve ATW nnd LT ist an der- 
selben io T Tangente. Zieht man zwi- 
schen A nnd T an AT beliebig viele 
Tannnten bis zu dem Bogen AL , so 
werden alle diese Linien Krnmmungs- 
balbmesser f&r den oyeioidischen Bogen 
AL , weil AT die Cnrve der Mittelpunkte 
für diesen Bogen, so wie ATW die Cnrve 
der Mittelpunkte für die halbe Cycloido 
ALC ist. Es ist nämlich der Krümmungs- 
halbmesser für den Punkt A der Cycloide 
= 0, wie pag. 198, No. 6 am Schlufs 
uachweist, so dafs die Evolute mit dem 
Pnnkt A der Cycloide beginnt. 

Demnach ist hier jeder Krümmungs- 
halbmesser wie LT, normal im Berüh- 
rungspunkt auf der Evolvente, die Tan- 
gente an der Evolute und gleich dem 
Mgen AT derselben. Folglich ist der 
Bogen AL betrachten als dadurch ent- 
standen , dafs die Evolnte von A bis T 
in der geraden Linie TL abgewickelt ist. 

2. Es ist hier die Evolvente in der 
Cycloide gegeben. Eben so kann sie eine 
Parabel, eine Ellipse und jede beliebige 


andere bekannte Curve sein. Wie die 
Gleichungen der E. bei gegebener Evol- 
vente gefunden werden , zeigt der oben 
citirte Art.: Cnrven lehre, pag. 188, 
No. III., indem die Abscisse a und die 
Ordinate 6 für einen Krümmungsmittel- 
punkt durch X und y ausgedrückt wer- 
den, wonach mau sodann durch Substi- 
tution der Werthe von x und y die Glei- 
chung zwischen a nnd 6 erhält. 

Das dortige Beispiel für die Parabel gibt 

Da 5’ immer positiv ist, so kann a — \p 
nicht subtractiv werden , und die Werthe 
von a fangen mit jp an. Für a = |pist 
k = 0, der Krümmnngsbalbmesser liegt 
also in der Axe und gilt für den Schei- 
telpunkt. Die Curve der Mittelpunkte 
fängt also nicht wie bei der Cycloide in 
einem Curvenpunkt an, sondern in Ent- 
fernung = Ip vom Scheitel in der Axe 
und man muCs daher diese Curve als 
Evolnte für wirkliche Abwickelung 
um die Länge J» in der Axe geradlinig 
sich verlängert aenken, uud zwar muls 
diese Verlängerung an dem Berührungs- 
punkt Tangente an der Curve werden. 

Oer Art. Ellipse nbt pag. 43 in For- 
mel 17 und 18 die Werthe von n nnd 
(für a und b gesetzt) in x und y aus- 
gedrückt. Ohne die Gleichung zwischen 
n und fl daraus zn entwickeln hat man 
für X = 0 also auch y = 0 den Krüm- 
mungshalbmesser für den Scheitel und 
fl = 0, der Krümmungshalbmesser liegt 
in der grofsen Axe; für a erhält man 

— und dies ist zugleich der Werth für r. 

Ferner hat man für x = a, also für 
y = c und für den Scheitel der kleinen 
Axe a = a = der hall>en grofsen Axe, 

fl-~ folglich r = — - — = ~ Io der klei- 
nen Axe, oder wenn 2c’ <a*, in deren 
Verlängerung. 

Die Cnrve der Mittelpunkte besteht 
also ans 4 Zweigen, welche um den Mit- 
telpunkt der Ellipse ein symmetrisch 
krummliniges Viereck bilden; die Ent- 
fernungen der Ecken in der grofsen Axe 

vom Mittelpunkt sind — , die der kleinen 

<1 

c* 

Axe — . Soll diese Curve für wirkliche 
c 

Abwickelung als Evolute gelten, so mufs 
sie in der grofsen Axe für jeden der 4 


Zweige um die Länge 
längert werden. 


geradlinig ver 
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3. Ob nun in allen Fällen einer ad 2 
gedachten nothwendigen Abänderung der 
Cnrve der Mittelpunkte um sie zur Evo- 
lute für unmittelbare Abvälznng zu ge- 
stalten, auch wirklich eine solcne Evo- 
lute entsteht, verlangt eine allgemeine 
Untersuchung und diese erstreckt sich 
daher nur auf 2 Punkte. 1 , Ob alle 
Krümmungshalbmesser auch Tangenten 
an der Evolute sind und 2 , ob ein Bo- 
genstück der Evolute mit der Differenz 
beider zu den Endpunkten des Bogen- 
stücks gehörenden Krümmungshalbmesser 
gleich lang ist. 

4. Erster .Satz: Sämmtliche Krüm- 
mnngshalbmesser einer Curve sind an 
der Evolute Tangenten. 

Denn die beiden Formeln für die Ab- 
scisse a und die Ordinate 6 eines Krüm- 
mnngsmittelpunkts durch x und y aus- 
gedruckt sind (Bd. II., pag. 188, II., III.) 


III. Ä = y + 


(B) 


Setzt man für den zweiten Summaod 
rechts, No. III. den Werth A — y in lU 
so hat man 


a = *-(A-y)|^ 


oder 
und aus III. ' 


(y-A)g^+x-a = 0 




= 0 


(I) 




\9xV 


Ox 


In diesen Gleichungen ist für jedes 
Punkt der Evolute a die Abscisse, A die 
rechtwinklige Ordinate, beide von dem 
jedesmaligen x und y abhängig. Nimmt 
man x als urvariabel, diflTerenzirt al.*o 
Gleichung 1. nach x so erhält man 
, i,ö‘y,9y/8y ÖA\ 9« 

^ ^^Ox’ + Oxldx Ox/'*'* 8x 
oder 


<>-«5P+' + IH 


Cd)'- 


Oy Ö^_0o_ 
Ox'Öi Öi" 


Nach Gleichung 2 sind die ersten 
3 Glieder dieser letzten Gleichung = 0, 
folglich ist 

»> 

Nun ist (Differonzialformel 140) 
0J_06 
Ox ön Ox 

folglich diesen Werth in Gleichung *3 

sobstituirt und mit dividirt 
ox 

Öx'Öi'*'*-“ 


Fig. 616. 



hieraus = 


-1 


(4) 


© 

Es sei nun CL die Abscissenlinie für 
die gegebene Curve AEB, für den Cur- 
venpunkt E sei CD = x, DE = y, so ist 

ly ETL = ly n, wenn ET die Tan- 


gente in E an AEB ist. Ist GEH die 
Evolute zu AEB, EF der Krümmungs- 
halbmesser zu E, so ist CM = a, FM = i- 
Nun liegt aber dieser Halbmesser EF in 
der Normale zu E, mithin ist ^ TEf 
= 90°; verlängert man also EF bis CL 
nach k, 

so ist Z EKT = 90° — a 


oder 


und 


ly o = - col (1 80° - EKT) = - cot (Z EKL) = 




ig EKT = cot a = 


(s-)) 
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also tg{\itiP ~ ^EKT) = tg /i,EKL = — eota = — jr — 

(r3 

04 

Da nun =- = lg Z^Kl‘ ist, so bald Bodens einer Evolute ist = dem Unter- 
em- j- n. . . .. j ^ schied beider zu den Endpunkten des- 

Fh die Tangente in A an der Cnrve OFH gelben gehörenden Krümmungshalbmesser 
ist, so ist mit^ ^ rter Evolvente. 

^ g — Sind wieder a und 4 die Coordiuateu für 

oa einen Punkt F der Evolute, FE der zu- 

\Sx/ gehörige Krümmungshalamesser q für den 

bewiesen, dafs EK in F an der Evolute Punkt £ der Evolvente, so bat man zu 
Tangente ist. Gleichung 1 und 2 ans Bd. II., pag. 188, 

5. Zweiter Satz. Die Länge eines Formel 9 noch die dritte 


1 + 


VOxV 

Differenzirt man diese Gleichung mit x, so erhält man 
oder redneirt 


Die zweite Klammergrölse des ersten 
Summand wird nach Gleichung 2 = 0, 
mithin redneirt sich die Gleichung auf 

(jr ~ Öi ■ Ux) 

9v 

Nach Gleichung 1 ist (y — 4) g— = « - x, 
daher 

9r 1,9^ / . 8y 94 

rgx = -(jf-4)öi-(»-*)g^-öx 
und folglich mit Hülfe von Gl. 3 

>£ » 

Setzt man in Gl. C den Werth von 
(x — a) ans Gl. I, so bat man 

8r 1 . 8* , / IX 9y 8« 

. 9x 


/94 9y 8o\ 

^ _ \ 9x 9x 9x j .. 

„ . Or 9r 9o 

Nun ist Ä- = c- • 

9x 9a 8x 
94^94 9a 
9x 9x 9x 
Alls Gleichung 3 endlich 

9 y 9x _ 9a 

Ox “ “ 8} " ' 84 
9x 

Diese 3 Werthe in Gleichung 7 gesetzt 
entsteht 

94 ^ 9 a 9a 

8r 9a Oa 9x 9x 94 


Ox 9x 


worans y — 4 = =- — -.j— 

9y 9a 94 

9x 8x 9 X 

Aua Gl. 5 ist 

daher ans den beiden leGten Gleichungen 


V-©’ 


und mitg^ dividirt, sodann Zähler und 
94 

Nenner mit mnltiplicirt 

, + 

ör ^ Vöa/ , ‘ , /8t\’ 
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woraus «• nyi ' 1 + (|‘) 9« + C 

Diese Formel ist die Rectificationsfor- 
mel (Bd. II., pag. 191): 

wenn b statt , die Ordinate und a statt 
r die Abscisse ist, nnd dieser Bogen einer 
Evolute ist also = dem Krümmungshalb- 
messer r für die Evolvente einer Con- 
stante. 

Bezeichnet man daher den Anfangs- 
punkt der Evolute Gh'H (Fig. 616) für 
den Anfangspunkt C der Abscissen mit 
J, so ist der Bogen JGF= l = dem Krüm- 
mungshalbmesser FE -b einer (’onstante 
C, welche der Gleichung y = <ir für die 
Evolvente, also auch der Gleichung 6 = fa 
für die Evolute entspricht und somit für 
alle Krümmungshalbmesser und Bogen 
derselben Evolute dieselbe bleibt. Folg- 
lich ist der Bogen JGFH = X' = dem Krüm- 
mungshalbmesser r', der von dem Punkt 
H aus zur Evolvente AEB gehört -|- der- 
selben Constante C. 

Aus (I = r -b C 
und i’ = r'-bC 
folgt aber FH = i' — 1 = r' — r 
womit der Satz erwiesen ist. 

E?0lnti0ll, s. V. w. Abwickelung: 
analytische Evolution s. v. w. Ent- 
wickelung einer Function in eine Reihe. 

Evoivente. Die Erklärung dieser Curye 
ist in dem Art.: Abwickelung und in 
dem Art.: Evolute No. 1 und 2 gege- 
ben worden. Es wird diejenige Curve 
verstanden , welche durch unmittelbare 
Abwickelung einer biegsamen mathema- 
tischen Linie von einer gegebenen Curve, 
der Evolute hervorgeht. 

Ist (Fig. 616) GFH die gegebene Evo- 
lute; ist nämlich CL die Abscissenlinie, 
C der Anfangspunkt der Abscissen, F ein 
Punkt der Evolute , a dessen Abscisse, 
6 dessen Ordinate und die Gleichung ge- 
geben 4 = <fa 

Ist ferner von der Curve die in H oder 
rechts von H befestigte biegsame Linie 
bis F abgewickelt, so findet man durch 


Rectification (Bd. II., pag. 191) die Länge 
des Bogens über G bis F = 

'=/r> 

Dieser Bogen i ist nun gleich der in 
F an der Cnrve GFH gezeicnnoten Tan- 
gente FB und es ist bereits der Bogen 
AE der Evolvente abgewickelt. 

Fällt man die Normale ED auf CL, 
setzt CO = j-, £0 = y, so hat man aus 
der gegebenen Gleichung 4 = </a für £ 
die rechtwinklige Cooitfinatengleichnng 
zu entwickeln. 

Verlängert man die Tangente KF bis 
K in die Abscissenlinie CL so ist (Bd. II-, 
pag. 185, Formel 2) 

>9ZEKC = -1^ 

woraus j/EKC=a gefunden wird. Man 
hat also 

CD = C$t- DM 

oder r = a— EF eo$ a = a - l cos n (l) 

Ferner 

ED = y = 4 -b EF sin r = 4 -b 1 si« n (2) 
womit die Gleichung zwischen y nnd x 
gegeben ist. 

Die Entwickelung aller für die Evol- 
veute wissenswürdigen Formeln ans der 
gefundenen Coordinatengleichung 9 = Fx 
s. Curvenlehre. 

EToMrende Linie, s. v. w. Evol- 
vente. 

Ezcentricitit ist bei der Ellipse der 
Abstand des Mittelpunkts von jedem der 
beiden Brennpunkte. 

Exceatrilcb ist jeder Punkt innerhalb 
eines Kreises, der nicht in dessen Mittel- 
punkt liegt. 

Ezcentrilche Anomalie, s. u. Ano- 
malie. 

Ezcentrischer Kreis einer Ellipse ist 
der ans dem Mittelpunkt derselben mit 
deren halben grofsen Axe beschriebene 
Kreis, der also die Ellipse in den End- 
punkten der grofsen Axe taugirt. 

In dem Art.: Ellipse hat man For- 
mel 58 in Beziehung auf Fig. 609 die 
Ebene AJF = 


- *» -f y /Ire . li» (- ?^) -b i /»«*] 

Setzt man c = a so erhält man die Desgleichen nach Formel 59. 

Ebene AJH. Folglich ist Der Halbkreis AEB : der halben Ellipse 

Ebene AJH : Ebene AJF =AC-.CD = a-.e ADB = a:e. 
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Demnach schneidet jede auf der pro- 
fsen Axe genommene rechtwinklige Or- 
dinate Ton dem excentrischen Kreis und 
der Ellipse 2 Segmente ab, die wie die 
grofse Axe zur kleinen Axe sich ver- 
halten. 

ExbaastiOD (An.sscböpfung) ist das Ver- 
fahren, eine unbekannte beständige Gröfse 
dadurch aufzufinden, dafs man sie in eine 
Anzahl Thcile zerlegt und jeden dersel- 
ben mit 2 bekannten Gröfsen vergleicht, 
von denen die eine immer grüfscr, die 
andere immer kleiner bleibt als der ihnen 
zugehörige Theil der Unbekannten , so 
dab mit der Vermehrung der Theile die 
bekannten einschliefsenden Theile den 
Unbekannten immer näher und näher 
kommen und von jenen als ihre Gren- 
zen begriffen und zusammengesetzt (aus- 
geschöpft) werden. 

Ein Beispiel von diesem Verfahren 
gibt Bd. I., pag. 352 mit Fig. 224: 

Wege sind Prodiicte aus Zeit und Ge- 
•schwindigkeit; werden beide letzten als 
Linien dargestellt, so erscheint def Weg 
als Fläche. Ist nun die Zeit T in An- 
zahl Secunden durch die Linie AB in 
Anzahl Längen -Einheiten und die End- 
geschwindigkeit C in Anzahl Fufsen durch 
die normal auf AB genoinmene Linie 
BC in Längen-Einheiten au.sgedrückt, .so 
ist offenbar das Rechteck AA'BC die bild- 
liche Darstellung des Products C x T.j 

Nun wird zuerst bewiesen, dals für 
jeden von A ab in AB genommenen Zeit- 
T 

theil — durch die mit BC Parallele bis 

n 

zur Diagonale AC gezogene gerade Linie 
die zugehörige En<lge.schwindigkeit im 
Verhältuifs zu der Lange BC ausdiückt. 

Um nun den den Gröfsen T und C zu- 
gehörigen Weg S zu finden ist folgendc.s 
(Exhamstions-) Vorfahren eiugoschhigen 
worden : 

Die Länge AB ist in gleiche TIteilo 
Aa, ab, bd... yB getheilt. Für jeden 
dieser Theile .sind die zugehörigen End- 
geschwindigkeiten na', bb\ dd' . . . yic wie 
BC verzeichnet. Es i.st also für den Zeit- 
theil Aa die Anfangsgeschwindigkeit der 
Punkt A = 0, die Endge.schwindigkeit 
= aa' ; aa' die .\nfangs-, bb' die Endge- 
schwindigkeit für den Zeittheil ab u. s. w. 
Nun wird angenommen, dafs für jeden 
Zeittheil der Weg mit gleichförmiger Ge- 
schwindigkeit durchlaufen wird, einmal 
mit der Anfan^gesebwindigkeit und ein 
zweites Hai mit der Endgeschwindigkeit; 
der erste Weg ist jedesmal zu klein, der 
zweite jedesmal zu grofs. Als den ersten 

m. 


Weg erhält man lür den Zeittheil Aa 
den Punkt A (als Fläche =0), als den 
zweiten Weg das Rechteck Aa X aa' = 
dem Rechteck an ; der Weg 0 ist zu klein, 
das Rechteck an als Weg zu grofs. So 
ist für den Zeittheil ab das Rechteck ba' 
als Weg zu klein, das Rechteck als 
Weg zu grofs n. s. w. bis zu dem Zcit- 
theil yB, für welchen das Rechteck Bw 
als Weg zu klein, das Rechteck yC zu 
grofs ist. 

Nun ist die Summe der kleineren Recht- 
ecke kleiner als das A ABC, die Summe 
iler gröfsoren Rechtecke gröfser als das 
Ad//f,'. Man kann aber mit beliebiger 
Vermehrung der Zeittheile in AB beide 
Summen demAdffC beliebig nahe brin- 
gen, so dafs der Unterschied beider Recht - 
eckssummen kleiner wird als jede noch 
so kleine endliche Gröfoe, ohne d.afs beide 
Summen die Gröfse des Ci ABC je er- 
reichen. Demnach /\ABC die Grenze 
zwischen beiden Rochteckssummen. 

Beide Summen der Rechtecke geben 
nun bildlich den Weg an, welcher in 
der Zeit T mit der Endgeschwindigkeit 
C durchlaufen wird; einmal diesen Weg 
zu klein und zum zweiten Mal zu grofs, 
folglich gibt d;is Cb ABC das Bild für den 
wirklich zurückgelegten Weg in Ver- 
hältnifs zu dem Rectangel A.cBC, wel- 
ches den Weg C x T bildlich dar.stellt. 
Wie also CaABC zu dem Rectangel A.A'BC 
sich verhält, so mufs auch der wirkliche 
Weg zu dem Wege U x T sich verhalteu 
und cs i.st daher der wirklich zurückge- 
legto Weg = \VT. 

Ein zweites Beispiel derselben Art gibt 
Bd. II., pag. 211, No. 7 für die Ermitte- 
lung der (iröfso des geraden Cyliuder- 
mantels. 

Ein analytisches Beispiel gibt Bd. L. 
pag. 280, .Art.: ,Bahn einer Masse“ 
u. s. w., in welcher die Endgeschwindig- 
keit e für einen gegebenen Weg j bei 
migleichförinig beschleunigter Bewegung 
ermittelt wird. Man findet mit Bezug 
auf Fig. 177 die Differenz der Quadrate 
zweier Geschwindigkeiten t’ — r,,’ zwi- 
schen 2 Gröfsen oingeschlossen ; nämlich 

da nun der Unterschied beider cinschlie- 
fsendeu Gröfsen 


mit Vermehrung von n beliebig klein 

6 
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werJen kann, so würde eine andere be- auch die Stelleniablen ([aometriscLior Bei- 
kannte Gröfse, welche ebenfalls iwi- heu Eipoueiiten geiiamit. Aus deniMl- 
scheu denselben Grenten begriffen ist, beu Grunde werden auch die Lojjanth- 
der Grüfse »> - «» eieich und somit die men als Exponenten angesehen, sie lei- 
1-11 .3 “1 a siBlmehr da K«“ Wirklich an, xu welcher Potenx 

tnbekannte » „ , . • j- l die Basis erhoben werden mufs um den 

r„ = 0 ist, die verlangte Geschwindigkeit „ geben. 

• gefunden sein. IxpOBetltlllClinre ist eine solche Curve, 


Man findet aber die Gröfse de'ren Gleichung die Abscisso 

\"o ^ii) l’otenzexpouent vorkomiut. 


I. H. 


zwischen denselben Grenzen begriffen 
folglich ist 

Ein ganz ähnliches Beispiel ist in dem- 
selben Art.: No. a durchgeführt. 

Expansibel, s. u. Aggregatzustand und 
Aerodynihnik. 

Exp&BliOB, s. Ausdehnung, Expan- 
sion. 

Expanslvkraft, s. u. Aerodynami- 
sche Gesetze. 


ExpoaeDtialfomel ist eine Formel, 
in welcher veränderliche Grüfsen als Po- 
tenzexpouenten Vorkommen. 

J = o'i » = »' 

ExponentialftlBCtiOB ist eine Function, 
in welcher veränderliche Grüfsen als Po- 
tenxexponenten Vorkommen. 

ExpOBeBtialKleichBBK ist eine Glei- 
chung, in welcher unbekannte Gröfaeu 
als Potenzexponenten verkommen. 

ExpOBeBtlalgrOlke ist eine Qrölae, in 
der eine unbekannte oder eine veränder- 
liche (iröfse als Potenz vorkommt, die 
Wurzel kann veränderlich und unveräu- 


EzperimeBt, s. v. w. Versuch, s 
Beobachtung. 

ExpOBBBt ist immer eine abstracte Zahl derlich sein, als : 
und entweder ein Factor oder die An- «■'; 

zahl gleicher Factoreii. E. einer geome- Bj.j„j„tialrechnBBK ist das Entwicke- 
me rischen Reihe ist die constante Zahl , für gegebene Exponential- 

welche entsteht wenn man ein iites Glied 
durch ein (n— l)tes dividirt. Z. B. in 


der Reihe 

a • ae ’ «e’ • oe* .... ae" 
ist e der Exponent. Aus diesem Grunde 
nennt man auch den Quotient aus dem 
Iten Gliede in das 2te Glied eines geo 


glcichnngen. Es geschieht dies entweder 
durch Verwandlung der Exponentialglei- 
chung in eine logaritbmische wie 
y = a' 

in log y = x • log a 

wo nun für jeden Werth von x der Werth 


metrischen Verhältnisses den Exponent von y gefunden werden kann; oder durch 
des Verhältnisses: ln dem Verhält- Entwickelung in eine Reihe mit Hülfe 
f, des HaC'Laurin'schen oder Taylor scheu 

nifs aih ist — der Exponent. Satzes. 

Bei Potenzen und Wurzeln zeigt der , »i« »c = ‘{T 'l^Rd“ U o« 

E. die Anzahl der gleichen Factoreii aus 

welchen die Potenz besteht. 2*») eine ^ihe entwickeln die t^ach 

, „ , . ^ j. f, t, IV ganzen positiven Potenzen von » fort- 

In o" = A ist » die Zahl , welche an- Es ist nämlich nach Differen- 

zeigt, wie oft a mit sich selbst multipli- gj „„d u,. 

cirt werden mufs um die Zant A zu ge- 


ben; n ist der Poteuzex ponent. 

M 

In v'a = zeigt " <üe Anzahl der glei- 
chen Factoron 6 aus deren Product die 
Zahl a besteht; n ist der Wurzelex- 
ponent. 

ln der Reihe 

...a • a «aeAeaea.ea-w 

können die Exponenten als Stelienzableu 
... ~ 2 . - 1 . 0. 1 . 2 • 3 ... 
betrachtet werden, und es werden daher 


?i' = a* 

Ox 

8<y 

K-? — a 
Ox« 


• log» a 
' (/« «)’ 


Für 




— ^ = a^ (Ina)" 

Ox* 

= 0 wird a'= 1. 
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Mithin nach der Mac-LanrinVhen Reihe 


y = n^ = l^rtntt^ ~ {In «)» + ‘ + + jT^TT^T) ' 

_ a:/« rt (j*/ho)* (a-/nn)* (j/nn)'*** 

t X i> "^t rt o'^’*****i.rt 1\ 


■ 1 • 2...(n~ 1) 


Nun nach Ud. H., ]>ag. 293 das Er- Es kann aber n so erofs genommen 
ffanzungsglied werden^dafs n + 1 wird als xintiy folg* 

j.» , ; . werden die narhlblgenden Glieder 

= j ™2 ^ * mit der Vergrofsernng von « immer klei- 

uncl das folgende Krgänznngsglied für Eeihe convergirt. 

das (H-M)te Glied der Reihe hur n = c = 2,7182818 . .ist/o^nfl=l 

_/i+i und 


das (h + l)te Glied der Reihe 

1 

= .. 2... (nM) 

Also = dem ersten Krgäiuiingsgliede imil- 

X 

tiplicirt mit In a. 

« + 1 


^ 1 l.a"* I -2-3"^ "■ r.2...« 

Extenston, s. Ausdehnung (ßd. I., pag. 
18G). 
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F. 


Fwlt ist das Resultat der Ausrechnung 
eines in Zifferzahlen gegebenen Lxeuipels* 

Factor ist der gemeinschaftliche Name 
von Multiplicandus und Multiplicator und 
überhaupt ^ede der zwei oder mehreren 
Zahlen, die mit einander multiplicirt 
werden sollen. 

Factom eine seltenere Bezeichnung für 
Product, dem Resultat aus einer Mul- 
tiplication. 

FaCOlUt ist ein Product, des.sen Fac- 
toren in arithmetischer Reihe fortschreiten. 
ax(o-tt)x(rt-t-25)x(a+3fc)X ...X [«-K<i— 1)6] 
ist eine F. von n Factoren; a ist die Ba- 
sis, k der Unterschied oder die Differenz, 
die Anzahl der Factoren n der Exponent. 
Die Schreibweise der F. ist versenieden ; 
Klügel schlägt vor zu schreiben 

U.h 
a ’ 

Die einfachste F. , welche häufig vor- 
kommt und unter andern in den Bino- 
mialcoefticienten deren Nenner ausinacht 
ist die Facultät 

1 .2-3. 4- 5 ...» 

Man bezeichnet sie mit (n) oder w! 

Demnach ist 

(2) oder 2! = 1 • 2 

(3) oder 3! = 1 • 2 - 3 

(4) oder 4 ! = 1 • 2 • 3 • 4 

u. s. w. 

Fadendreieck, ein Instrument zu Fest- 
stellung einer bestimmten Richtung, s. u 
Culminatiou, ßd. II., pag. 160. 

FadenkrenZ. Bei jedem Fernrohr ist 
es für die genaue Messung von Winkeln 


von Wichtigkeit (s. den Art. „Astro- 
nomisches Fernrohr“ mit Fig. 91), 
dafs der beobachtete Gegenstand N genau 
mit der Axe Cr des Fernrohrs^ Zusam- 
menfalle, und der Gegenstand N, wel- 
cher in der Ebene C’C”fdes beiden Glä- 
sern AH und DE gemeinschaftlichen 
Brennpunkts c' als Luftbild erscheint, 
soll genau in den Punkt c fallen. Da- 
mit dies nun wirklich geschehe, wird in 
das Rohr innerhalb der Ebene C'C” ein 
Metallring eingelegt, über welchen zwei 
oder mehrere Fäden dergestallt ausge- 
spannt werden, dafs sie sich in dem Mit- 
telpunkt ülierkreuzen , dafs dieser Kreuz- 
punkt also in den Axenpunkt c' fällt, 
und das Fernrohr wird auf den Gegen- 
stand so gerichtet, dafs er vor dem Oen- 
lar AC mit dem Kreuzpunkt c' in einerlei 
Punkt gesehen wird. 

Da das in die Ebene CC" fallende 
Luftbild durch das Glas AB vergrüfsert 
erscheint, so werden auch die Faden in 
gröfserer Stärke als sie wirklich beträgt 
gesehen ; daher müssen die Fäden mög- 
lichst fein sein und es werden feine Me- 
tallfaden, am besten Spinneweben dazu 
genommen. 

FaU, ist Bewegung eines Körpers ge- 
gen einen anderen Körper in Folge der 
Anziehung (der Attraction, Gravi- 
tation, Schwere), welche der zweite 
Körper auf den ersten äufsert. Ist kein 
llindernifs der Bewegung vorhanden, so 
geschieht der Fall in gerader Linie (s. 
Anziehung und Attraction). 

Im 2ten Art. No. 4 ist die Centrifupl- 
kraft als das weise angeordnete Hinaer- 
nils nachgewiesen, dafs die Weltkörper 
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in geraden Linien nicht auf einander 
fallen, und dafs beide Kräfte, die Schwere 
und die Centrifugalkralt vereinigt, als 
alleinige Ursachen für die Erhaltung der 
Weltsysteme mittelst gegenseitiger um- 
kreisender Bewegung wirksam sind. 


D. h. wenn 2 Körper von der Ruhe ab 
fallen, so verhallen sich die von ihnen 
durchlaufenen Fallhöhen wie die Qua- 
drate der erlangten Endgeschwindigkei- 
ten oder wie die Quadrate der während 
des Fallons verflossenen Zeiten. 


Fall, freisr Fall. Im gemeinen Lehen L>0r Art.: .Bewegung in einem 
versteht man unter Fall die Erschei- widerstehenden Mittel“, pag. 361, 
nnng, dafs ein Körper in der Luft frei- pag. 363 in Formel 7: 
gela.ssen in gerader senkrechter Linie zur a_ 1 \ 

Erde sich bewegt; nämlich nach dem ® “ "T \ 

Mittelpunkt der Erde hin , weil dieser als . g \ « / 

Mittelpunkt der anziehenden Erdmasse ' . 

zugleich der Mittelpunkt deren Schwer- 

krafl ist Ein solcher ohne Hindernifs < - ^ Ing» - ^ 

in gerader Linie statt habender Fall heifst 4l C^i ™ 

freier Fall. 


Der Art. .Attraction* No. 9 weist 
nach, dafs leichte und schwere Köiper 
leich schnell auf die Erde fallen; dafs 
ies in Wirklichkeit nicht geschieht, liegt 
in dem Widerstand der atmosphärischen 
Luft, welche schwere Körper wenig, leichte 
Körper mehr hindert, und da die Luft 
jedem Körper ohne Ausnahme beim Fall 
einen Widerstand verursacht, so gibt es 
anf unserer Erdoberfläche streng genom- 
men keinen freien Fall. 

2. Eine Theorie des ^ien Falls, ganz 
allgemein und mit veränderlicher Be- 
scmeunignng betrachtet gibt der Art.; 
.Bahn einer Masse* etc., Bd. I. pag. 
280 mit Beispielen No. 4 über den Fall 
des Mondes anf die Erde wenn die Cen- 
trifngalkraft zu wirken anfhörte, und No. 5 
den Fall desselben durch die Erde wenn 
ein Durchmesser derselben mit geeigne- 
ter cylindrischer Dnrchlalsöffhung umge- 
ben wäre; ferner No. 10 und 11 dessen 
wiederholter (pendniirendcr) Fall durch 
die Erde. Endlich gibt der .Art. Bewe- 
gung, gleichfür in igbescblennigte, 
pag. 362, die Theorie des freien Falls in 
der Nähe unserer Erdoberfläche, also bei 
constantcr Be.sehleunigiing (ohne Rück- 
sicht auf den Widerstand der atmosphä- 
rischen Luft). 

3. Aus den pag. 353, No 4 angegebe- 
nen Formeln gehen folgende Gesetze für 
den freien Fall hervor: 

C.c=T.t 

d. h. Bei 2 frei fallenden Körpern ver- 
halten#ich die von der Ruhe ab erlang- 
ten Endgeschwindigkeiten (C, c) wie die 
von Anfang ab verflossenen Zeiten (T, <)• 
Und gegenseitig: die bei 2 frei fallenden 
Körpern von der Ruhe ab verflossenen 
Zeiten verhalten sich wie die von ihnen 
erlangten Endgeschwindigkeiten. 

S:s = C’:c»=T’:l« 


und in Formel 6 

1 1 ® 

alle 3 F'ormeln für den F'all anf die Erde 
mit Berücksichtigung des Widerstandes 
der atmosphärischen Lnft, wenn die Be- 
wegung (der Fall) mit der Geschwindig- 
keit = 0 anfängt. Es bedeuten 
e die Findgeschwindigkeit. 

$ der Weg oder die Fallhöhe. 

I die Zeit des Falles in Seciinden 
und anfserdem 

G die Beschleunigung beim freien Fall 
= 16| preub. Fufs. 

A ein Versuchs-Coeificiont für den Luft- 
widerstand, 

e die Basis der natürlichen Logarithmen. 

Fall, beschränkter Fall. Jeder FiUI, 
d. h. jede Bewegung, welche die Anzie- 
hung eines Körpers auf einen anderen 
Körper zu jenem hin veranlabt, wird be- 
schränkt, wenn die Bewegung auch 
noch anderen Einflüssen unterworfen ist, 
wie ini Iten Art. Fall von der Ccntri- 
fiigalkraft gesagt worden. 

Die Kraft der Schwere wirkt auf jedes 
einzelne Masscnelenicnt gleich stark und 
der Art, dafs cs in der ersten Secunde 
in unserer Gegend 151 preufs. Fufs. (Be- 
schleunigung g) fällt. Bezeichnet man 
das Mas.senclement mit m .so ist sein 
Fiflect in der ersten Secunde beim freien 
Fall = Masse mal Weg = g ■ m. Bat eine 
andere Masse (.W) n Masseneicmente, ist 
also M = h-m; und bezeichnet mau die 
Beschleunigung von A/ mit G so ist 
ßG = n • m • j 

, „ « • m .W 

also C= 

Beim beschränkten Fall wird nun die- 
ser für alle Massen constant bleibenden 
Schwerkraft ontgegenwirkt ; entweder di- 
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rect in gerader Linie senkrecht aufwärts 
oder nach Seitenrichtungen, von denen 
ein Tbeil der Kraft in die Richtung senk- 
recht aufwärts reducirt wird. 

Der beschränkte Fall ist also so anzn- 
sehen, dafs mit einer Masse lU, welche 
fallen will, eine andere kleinere Masse 
M' das Bestreben hat zn steigen. Daher 
ist die nach der Richtung senkrecht ab- 
wärts wirkende Masse M — M' und deren 
Effect in der ersten Secunde 
Afj - M'g = 

Nun wirkt aber die Schwerkraft senk- 
recht abwärts auf beide Massen M und 
M', also auf M + IH' nach der Richtung 
senkrecht abwärts Bezeichnet man da- 
her die summarische Beschleunigung bei- 
der Massen senkrecht abwärts mit G, so 
ist deren Effect 

^ (,M + W) G 

Man hat also 

woraus die Beschleunigung für den be- 
schränkten Fall 

M i 

Massengrül'sen sind uns unbekannt, da- 
gegen verhalten sich die.'>oll)en wie deren 
Gewichte. Bind diese Q und Q' , so hat 
man 

ij I V® 

Es sollen hier folgende Fälle betrach- 
tet werden. 


Der Körper fällt also in l Secnnden 

um die Tiefe « = 

a 

— X 

erlangt die Geschwindigkeit c = 2 gl_ 

Wird er im Wasser mit der Geschwin- 
digkeit V hinabgestofson, so erlangt er in t 
Becnndeu 

0 — 1 

die Tiefe S = vl+ j<* 

a 

und die Endgeschwindigkeit 

C = e + 2^^S« 

« 

An merk. Dafs hier die Masse <z des 
Körpers nnd nicht die des Körpers -f der 
des Wassers n-t o’ in den Nenner ge- 
setzt wird liegt darin, dafs der einge- 
senkte Körper im Wasser das Gewiicht 
a' verliert; er wiegt nur noch (o— a') 
Pfund, hierzu das Gewicht des verdräng- 
ten Wassers = a gibt a — a + a a Pfund. 
B. Fall um eine feste Rolle. 

1. Ohne Rücksicht auf Reibung. 
Ueber einer festen Rolle 
hangen an einem Faden Fig. 617. 

2 Gewichte Q, g. So tief 
das gröfsere Gewicht (/sinkt 
so hoch steigt das kleinere 
Gewicht y. Die 1 eber- 
WHcht ist Q — y, die Masse 
auf welche die Schwere 
wirkt ist (> -1 y und die Be- 


schleunigung G = 


Oy, 

0 : y 


Ilierans findet man wie 
ad A. in t Secunden die 
Höhe des Falls von (> und 
der Steigung von y 



A. Der Fall im Wasser. 

Wenn ein Körper a Pfund wiegt nnd 
ein ihm gleiches Volum Wasser wiegt 
a' Pfund, so verdrängt der Körper in 
Wasser gesenkt a' Pfund Wasser, wel- 
ches den von dem Körper eingenomme- 
nen Raum von unten nach oben wieder c • i.. 

auszufüllen strebt. Mit a Pfund Gewicht <be Endgeschwindigkeit beider Gewichte 
wUl der Körper fallen, mit Pfund 
strebt das Wasser ihn zu heben; ist a’ >o 
so wird der Körper mit der Kraft a‘ — a 
io die Höhe getrieben, ist a a' so sinkt 
er, d. h. er fällt mit der Ucberwncht 
(a - o') (s. beschleunigende Kraft); 
seine Masse ist a, folgliä die beschlen- 


(? + 9 * 


C = 2^ - ’ gl 

Q + 1 


nigende Kraft = ~ ~ ^ ) 

die Beschleunigung = (* - 9- 


nnd 


Be- 


zeichnet man das specifische Gewicht des 
Körpers mit « so ist -^ = n, folglich die 


2. Mit Berücksichtignng der Reibung 
zwischen dem Zapfen der feile und dem 
Lager, wenn das Gewicht der Rolle mit 
ir, der Halbmesser der Rollo mit ß , der 
Halbmesser des Zapfens mit r und der 
Reibungscoefhcient mit ,ii bezeichnet wird, 
hat man das Reibiingshindernirs in das 
rechts für (1 befindliche Fadeniffldc rc- 
dncirt 

(P + y + ir) -j^ .« 
mithin die Ueberwiicht 


Beschleunigung = j = = y _ , _ (p 4. , 
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und dis Beschlennigung 

Q + 1 ^ 

C. Der Fall auf der schiefen 
Ebe ne. 

I. Ohne Rücksicht auf Reibnng. 

Auf der schiefen Ebene AB liert ein 
Körper A Tom Gewicht Q; die Sdiwere 
strebt, ihn nach der lothrechten Bich- 
tnng AD herab zn bewegen, die Wan- 
dung AB der schiefen Ebene hindert dies, 

Fig. 618. 



die Bewegnng kann nur nach der Rich- 
tung AB geschehen und das Gewicht Q 
übt dabei einen Druck nach AE lothrecht 
auf AB ans. 

Stellt AF als Länge das Gewicht Q 
Tor, so entsteht aus dieser als Blittelkraft 
das Parallelogramm AF.FG der Kräfte. 

Es ist AE= AF co$ EAF = AF co$ a 
also der Normaldruck nach AE = Q eot a, 
welche Ton der festen Wandung AB 
aufgehoben wird. 

Es bleibt daher nur für den Fall die 
zweite Seitenkraft 

AG = Q tina 
als bewegende Kraft. 

Die Hasse auf welche die Schwere wirkt 
ist Q, folglich die beschleunigende Kraft 
Qrin n 

- ^ _ sin a 

unabhängig von dem Gewicht das Kör- 
pers, und die Beschleunigung ist = 
p sin a. 


Daher wie in A und B. 

. Die Endgeschwindigkeit C = 2gt sin « ' 
der Weg S = jt’ sin n 

oder wenn man die Länge AB der schie- 
fen Ebene mit I, deren -Höhe AC mit k 
bezeichnet, 

S = 9-jfi 

Für den Fall auf der schiefen Ebene 
ergeben sich einige interessante Gesetze: 

1. Beim freien Fall ist C = 2gT 
anf der schiefen Ebene c = 2j < 

Bei T = i ist also 
C : e = l : k = AB : AC = AD : AB 

D. h. Wenn von zweien Körpern 
der eine senkrecht nach A/>, der 
andere längs AB fällt, so geben 
beide Linien AB und AC'oder AD 
und AB das Verhältnifs der in 
gleichen Zeiten erlangten End- 
geschwindigkeiten. 

2. Ist C=e so hat man 

T:t = k:l = ACiAB 
d. h. wenn 2 Körper, von denen 
der eine senkrecht nach AD herab, 
der andere längs AR fällt, gleiche 
Geschwindigke iten erlangt naben, 
so geben die beiden Linien AC und 
AB das Verhältnifs der von ihnen 
durchlaufe nen Fa I Izeiten. ^ 

8. Beim freien Fall ist S = $T^ 

auf der schiefen Ebene $ = g • -j- 1* 

Bei gleichen Fallzeiten T und i ist 
S-.$ = l-.k = AD:AB 
d. h. wenn 2 Körper nach AD nad 
AB fallen, so geben die Linien AD 
und AB das Verhältnifs der von 
ihnen gleichzeitig durchlaufenen 
Wege. 

4. Da ^ABD ein Rechter ist, so lie- 
gen die 3 Punkte A, B, D in der Pe- 
ripherie eines Halbkreises, AD ist der 
Durchmesser, AB eine Behne. Es folgt 
also aus No. 3, dafs alle von dem 
obersten Punkt eines senkrehten 
Durchmessers gezogene Sehnen 
des Kreises von einem Körper 
gleichzeitig durchlaufen werden. 

C* 

6. Beim freien Fall ist S = — 

^o> 

auf der schiefen Ebene ist s = — j- 
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Bei (gleichen Endgeschwindigkeiten ist 
daher 

S;t = h-.l = AC:AB 
d. h. 2 Körper, die nach der Höhe 
und der Länge der schiefen Ebene 
fallen, erhallen an der Basis BC 
gleiche Endgeschwindigkeiten. 

II. Mit Rücksicht auf Reibung. 

Wegen der Reibung zwischen dem Kör- 
per vom Uewicht Q und der Wandung 
AH widersteht diese jetzt nicht in der 
lothrechten Linie AE, sondern nach einer 
Richtung AE', welche mit AE den Rei- 
bungswinkel > bildet 

Demnach entsteht ein Parallelogramm 
AE'Fü, und es ist: 


Fig. 619. 



hieraus 


AFiAE ' : AG = sin AE F : «in AFE : «in E'AF 

= «in (90° + t) : «in (90° — n) : «in (n — i) 

AG = 

«m (90 -f- r) CO« r 


Es ist abo die bewegende Kraft 

«in (n - r) 

_ . y 

CO« r 

die Schwere wirkt auf die Hasse Q 
mithin die beschleunigende KraR 
_ «in (n — t) Q _ «in (it — i) 

CO« T Q ~ cot I 

nnd die Beschleunigung = ~ 9 

D. Fall durch einen Kreisbogen. 
Ein durch die Schwere angegriffener 
Körper bewegt sich durch den senkrecht 
aufgestcllten beliebigen Kreisbogen HA-, 

Fig. 620. 



es ist die Zeit zu ermitteln, in welcher 
er von B nnd von der Ruhe ans bis in 
dem tiefsten Punkt A gekommen bt. 

Es sei C der Mittelpunkt des Bogens, 
BD horizontal; nimmt man ein beliebi- 
ges Stück ßfC des Bogens, zieht EF-^BO, 
setzt EF=y, l)F—x, so kann man den 
Bogen BE als eine Menge sehr kleiner 
aneinander liegender Polygonseiten oder 
schiefe Ebenen betrachten. Da nun nach 
No. C, I., 5, ein Körper einerlei Ueschwin- 
digkeit erhält, er mag die Höhe der schie- 
fen Ebene frei heran fallen oder längs 
der schiefen Ebene sich bewegen, so er- 
hält der Körper auch dieselbe Geschwin- 
digkeit (vergl. auch No. 4) wenn 
er durch mehrere an einander 
liegende schiefe Ebenen sich 
bewert. Die Geschwrindigkeit 
des Köq>ers in £ ist also = 
c = 2 \'gx 

Dasselbe Resultat erhält man 
durch die allgemeinen phoro- 
nomischen Gleichungen, Bd. L, 
pag. 3ö7, No. 4. 

Denn bezeichnet ( die Zeit 
für den Weg durch den Bo- 
gen ££=«, so ist nach For- 
mel 2 die Beschleunigung in 
E nnd zwar nach der Tan- 
gente EU gerichtet 

Diese ist aber offenbar die 
Beschleunigung der Schwere, 
wenn dieselbe nach der Rich- 
tung EH reducirt wird. D. h. 
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der Schwere 


8’» 9» _ . 8® 

' »7»' nJ " ’S 


Torstellt and G die nach der Tangente 8<>'8l ° 8l 

EH redncirte Beschleunigung bereichnet, j , integrirt 
80 ist * f 

'’TJi'f' (»:) 

EJ ^ Nun ist nach Bd. I., pag. 357, Formel 1: 

oder durch' die Seiten des sehr kleinen St 

Dreiecks ELM ansgedrückt 9l ~ * 

; _ ML 9* 


ttreiecis ausgearucai 9l ~ 

' ^ folglich hat man 

0’f 8* *’ ~ ^9* 

Man hat demnach = 9 ojg, e = 2 P 9 x (1) 

.. .. ,8s indem die Constante fortfällt, weil für 

Multiphcirt man beiderseits nut j = o ist. 

so erhält man Nun ist nach Formel 4, pag. 358 


y « j 21 / 9 X j 21 -j* 9x 


Ferner ut EL^=EM' + Mi.» 
oder (8»)>=(8y)»+(8x)> 
9» . /9 b\* 


2s||[=2(r-«) 


Und wenn man den Halbmesser j 4C a„ u-r u — r 

mit r, die Höhe AD des Bogens AB mit und 

A bezeichnet 9 t^u(2r— «) 

s’ = (* - x) (2r — A + x) (3) hiernach 


oder Fj4 = A-x = i. geseUti q / r 

, 8w_ 9x ^ t.(2r-w) (/,(2r-u) 

8x~ ^ 


Folglich verwandelt sich Gl. 2 


1 = /l— 1 L— St: = -IL f- (8) 

J 2l'y(A-ti) l'«(2r-i<) 2pyy J^(A - «) (2rw - «») 

Dieses Integral täfst sieh nur näherungsweise angeben, indem man es in eine 
Reihe entwickelt. Zu diesem Behuf forme man um 


- 1 . 

V'(A - «K2rT:rSj ^ - V 2r y ^ 

Entwickelt man die letzte Wurzelgröfse mit Hülfe des binomischen Satz( 
so hat man 

— - JL\- > - 1 _ (- ■) iL + zi2L-i . /JiV - - 1- i--J (!LY 

yr. u V *7 ^ ^‘lr 1-2 ^2r/ I • 2 • 3 ^2r^ 

V 2r 


, . • * ••' 2 /u\« 

1 • 2 • 3 n \2rj 

_ 1 + 1 JL + /ü V 4 llL ^ + 4 l-3-5.7...(2n -J)/.» \» , 

“ ■^*2r^2-4\2rj 2.4-e\^2rj 2.4.6-S ... (2») \2r/ 

Multiplicirt man daher das 2te Glied -^=r Gleichung 9 mit jedem einzel- 
nen Qliede dieser Seihe so erhält man die zu integrirende Function: 
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ri r, . _ + t . ^ _ + 1^3 . / “ V . - *-= + 

1 2'’ L l Aa-u* 2*4 \2r^ |'Au-«’ 

2« \2r) yku-*’ ' 


1 .3-5....2n-l 


( 10 ) 


2-4-6 .... 

Das allgemeine Glied der entwickelten nnd zu integrirenden Reibe ist demnach 


l'3‘5.,..2n — 1 


2-4-G.... 

Schreibt man nun für 


2n 


ur / 


(2r)'+t J ,'ju^ 


I Au — u’ •' l Au— u’ ]'Au — »’ 


(11) 


so hat man zur Anwendung die allge- hieraus ist tfx = (a - 1) u"~* 
meine Rednctionsformel : |A - u 

fifx-fx- Dx = 7 xffx 0ar -/[if'r/fT 9x] fix f* = 

Um mit Hülfe dieser Formel das erste so ist 

Integral rechts des Gleichheitszeichens /'^k — u , ■, 

zu finden, setzt man //x-8x= / - .- — .tt Du = | Au — » 

J k'Au-u’ 


Mithin 


r 


(tA-u)«" * «-1 . I j n . ' 

— — = » I Au— i)u 


l Au-u* 


l'Au - uä 8u 

Ä^::v=-(o- I) f «-“’'*'lrJl‘5 8u 

lAu-u“ 


r h"~' r ’ 

l'Au — u- - (n — 1) A / — .;v-— ; 8u f (« — 1) / . — 8t, 

• l Au — u’ l'Au — u’ 


l 

Diesen Werth in Gleichung 11 gesetzt gibt 


f—-^ — = u'~* I Au — u* — (n — 1)A /--“-r— 8u + (« — 1) r 8u 

|-Au— u’ fAu — B* ^ l'Au — u* I 

u C ^ — = u“ " ' 1 Ab — u* + (b — A) A / - : *r r _ ..- 

•^|Ab-b> -/lAu-u* 

Dividirt man mit n, so erhält man das Integral des allgemeinen Gliedes der 
Reihe 


nnd reducirt; 


/* -u" 1 , ; 2n-l. /-u"-' 

/ — = — u* ' 1 Au - u* + — — A / 

•/ l Au-u’ » 2« 


8u 


( 12 ) 


ln der Reihe 10 ist das erste Glied auf Fig. 620 beim Anfang des Schwnn- 
— 1 , . /" — u ges X in dem Punkt D = 0 ist und bis 

1 Au — u'^’ i "■ *■ lur Mitte des Schwunges auf die Höhe 

w. und bei demselben Nenner sind die "“o u — A — », so 

Zähl., j„ B.,b. n.,b rirs/«r«,Ä.,“rÄTj:: 

« , « , w .... u . Man hsit daher in deni Integrale zwischen den Grenzen 0 und 
Integral 12 des allgemeinen Gliedes für * genommen werden, nnd dies geschieht 
n nach und nach die Werthe 0, 1, 2, S ^enn man bei jedem einzelnen Inteml 
n. s. w. zu setzen und jedes der ein- das für 0 genommene von dem für h 
zelncD Glieder zu integnren. genommenen abzieht. 

F'erner ist zu bemerken, dais in Bezug Das erste Glied des Integrals: 
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» 

wird für a = * und für u = 0 zu Null cs 
kommt dies Glied also iii der Reihe nicht 
Tor nnd man hat nnr 

/- A - a« (13) 

I A« — j Ä« — »* 

Bezeichnet man daher das Integral 

f ZJL = f -JlL: mit 

J 1 Aa— a* J I''Aa— a’ 

f mit 

J l'Aa — 


«it 

l Au-oJ 


so hat man 
•^1 — lA 

J, = lAJ. = t.}A«J, 

7. = JAJ. = j.MA*J, 

Diese Werthe in die Reihe 10 gesetzt, 
und den gemeinschaftlichen Factor </, 
Torangestellt, gibt das Integral der Reihe 




Es ist jetzt noch das Integral J„ = / — zu bestimuien, nnd es ist dies 

• ' j Aw— B* 


“ — Are • sin 


• A + 2a . 


Für a = A wird J*, = — ,lrc (iin= 1) = — + C 

für a = 0 wird J”, = — .4rc («i« = — 1) = + + C 

Das obere J von dem unteren abgezogen gibt das zwischen beiden Grenzen 
genommene Integral = a 

Man hat demnach die integrirto Reihe vollständig 

<-> 

und wenn man nach Gleichung 8 dieses Integral mit — multiplicirt , so erhält 
man die Zeit, in welcher der Körper von B nach A fällt: 

- = T I ' I h <*>■ Ä (r.)' + .1)’ (fe)‘ ^ ] 


Ist die Höhe .4D = A des Schwingungs- 
bogens gegen den Halbmessers CB = r 
sehr klein, so kann man nähernngsweise 
setzen ; 


TT 1 / r 

‘~T 1 Tg 


Der Körper bei dem Fall von B nach 
A erreicht in diesem Punkt eine Ge- 
schwindigkeit mit welcher er vermöge 
des Bebarrnngsstandes die Bewegung 
weiter fortsetzt; beim Aulbteigen nach 
G hin wird diese Geschwindigkeit immer 
geringer nnd in dem Punkt C = 0, wo 
dann der Körper wieder über A nach B 
zornckschwingit. Beide gleiche Bogen BA 
nnd GA beim Fallen nnd Anisteigen 


werden in der gleichen Zeit ( znrückge- 
legt, Bogen BAG ist der Schwin gungs- 
bogen, die Bewegung von B nach G 
und die von G nach B heifst eine Schwin- 
gung nnd die Zeit dazu, die Schwin- 
gnngszeit ist 

T = 2» näherungsweise = n (17) 

r 2g 

Eine gewichtlos zu denkende Stange 
CB von der Länge r mit einem schwe- 
ren Punkt B versehen, heifst ein ein- 
faches Pendel nnd wenn dieses eine 
Schwingung BAG in einer Secunde voll- 
bringt, ein Secnndenpendel. 

Ans der Formel 16 erhält man das Se- 
cundenpendel T, wenn man 2l = 1 setzt ; 
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Fürj=16it Fnfs also r=0, 1013212X31, 25 
= 3,1662875 pr. Fufs = 37,99!)5 ... preufs. 
Zoll. 

Fallmaschioe , S. Atwood'.s Fallma- 
schine. 

Falsche Wonel einer Gleichung ist 
die ehemals vorgekommene Bezeichnung 
für negative Wurzel. 

Falschrecbnnng oder Falslrecbnoi^; 

ist eine indirecte Rechnungsweise, um die 
unbekannte Zahl aus einer Recbnungs- 
anfgabe zu finden, indem man eine will- 
kübrliche (eine falsche) Zahl für die un- 
bekannte an nimmt und diese probirt um 
auf die richtige Unbekannte zu kommen. 
Z. B. die Zahl (x) zu finden, welche mit 
4 dividirt, hierzu 5 addirt und diese Summe 
mit 3 multiplicirt die Zahl 30 gibt. An- 
statt zu rechnen 

x=|^-5)4 = 20 

nimmt man für x, da sie zunächst durch 
4 dividirt werden soll, die Zahl 4 selbst 
und erhält nach den verlangten Rech- 
nungsoperationen die Zahl 18 statt 30 
Hiernacn versucht man höhere Zahlen 
bis man auf das richtige x = 20 kommt. 

Familie von Curven, s. Cnrven, IV., 
pag. 184. 

Feldmefskonst, s. Baculometrie. 

Fermat'S Sitze. Format, ein franzü- 
si.scher Mathematiker des 17ten Jahrhun- 
derts hat mehrere arithmetische Gesetze 
anfgefunden, deren Richtigkeit noch nicht 
hat angegriffen werden können, ohne dafs 
jedoch der Beweis ihrer Giltigkeit gege- 
ben worden ist, und die unter dem Na- 
men; Formats Sätze oder Fermat's Lehr- 
sätze bekannt sind. 

1. Die Sätze über die Polygonalzahlen 
lassen sich in folgenden allgemeinen Satz 
znsammenfassen ; 

Jede ganze Zahl ist entweder eine 
n eckige Zahl oder sie ist aus 2, 3 ... 
oder n n eckigen Zahlen zusammengesetzt. 

Hieraus entspringt der Satz; 

A. Jede ganze Zahl ist entweder eine 
dreieckige Zahl oder sie ist aus 2 oder 3 
dreieckigen Zahlen zusammengesetzt; 

Beispiele ; 

Dreieckige Zahlen sind; 1, 3, 6, 10, 
15, 21, 28; 36, überhaupt Zahlen von 
der Form (n -1- 1). 

Die Zahl 30 ist = 3 -I- 6 -|- 21 = 15 -H6 
= l -f 1 -1- 28 


die Zahl 31 ist — 3 -f 28 

32 , =1 -MO -1-21 

33 , =3-1- 15 -M5 = 6-1-6 + 21 

34 , =6 + 28 

35 , =1 + 6+28 = 10+10 + 15 

36 „ =36 

B. Jede ganze Zahl ist entweder eine 
viereckige Zahl oder sie ist ans 2 , 3 oder 
4 viereckigen Zahlen zusammengesetzt. 

Beispiele ; 

Viereckige Zahlen sind 1, 4, 9, 16 .... 
überhaupt Zahlen von der Form n*. 
30=1 + 4 + 9 + 16 = 1+4 + 25 

31 = 1 + 1+ 4 + 25 = 4 + 9 + 9 + 9 

32 = 16 + 16 

33 = 4 + 4 + 25 

34 = 9 + 25 

35 = 1 + 9 + 25 

36 = 36 

C. Jede ganze Zahl ist entweder eine 
fünfeckige Zahl oder sie ist aus 2, 3, 4 
oder 5 fünfeckigen Zahlen zusanunenge- 
setzt. 

Beispiele; 

Fünfeckige Zahlen .sind 1,5, 12, 22, 
35.... überhaupt Zahlen von der Form 
in(3»-l). 

30=1 + 5+12 + 12 = 1 + 1 + 1 + 5 + 22 

31 = 1 + 1 + 5+ 12 + 12 

32 = 5 + 5 + 22 

33 = 1 + 5 + 5 + 22 
34= 12 + 22 

35 = 35 

36 = 1 + 35 

Und nach demselben Gesetz für sechs- 
eckige, siebeneckige u. s. w. Zahlen. 

II. In jeder Reihe von Potenzen 

a, o’, a*, a‘ .... n" 
gibt es ein Glied a"' von der Beschaffen- 
heit, dafs b’"— 1 durch eine gegebene 
Primzahl p theilbar ist, wenn zugleich 
p - 1 durch m ohne Rest getheilt wird. 

Z. B. in 4* — 1 = 728 geht die Prim- 
zahl 13 auf, weil 6 ein Theiler von 
13 - 1 = 12 ist; Es ist 728 = 13 x 56. 

Die Primzahlen 31, 37 u. s. w. gehen 
nicht in 728 auf, wenngleich 6 ein Thei- 
ler von 31 — 1 = 30 und von 37 — 1 = 36 
ist. Nur noch die Primzahl 7 genügt 
und 728 ist =7x104. 

III. Ist b”' — 1 durch p theilbar, so ist 
auch jede Potenz a”"‘ — 1 durch p theilbar. 

Z. B. 2^ — 1 = 15 ist durch 5 theilbar 
und 4 ist ein Theiler von 5 — 1 = 4. Da- 
her ist auch 2^'*— 1 = 4095 durch 5 
theilbar. 

IV. Der Satz II. ist von Euler und Gauss 
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in fo1|;enden Satt umgeändert worden, 
der aber dennoch zu Fermat’s Sätzen ge- 
rechnet wird: 

Es ist — 1 durch p theilbar, wenn 
p eine Primzahl und a nicht durch p 
theilbar ist. 

•Z. B. 2" — 1 = 1023 ist durch 11 theil- 
bar: Es ist 1023 = 11 x93. 

V. Jede Primzahl von der Form 4» -|- 1 
ist die Summe zweier Quadrate. Z. B. 

17 = 4x4-H; 17 = 1+4» 

29 = 4x7+1; 29 = 2»+ 5» 

89 = 4X22 + 1 ; 89 = 5> + 8» 

Faragias, ein Olas durch welches mit- 
telst Brechung der Lichtstrahlen ferne 
Gegenstände als Bilder dem Auge näher 
geruckt und dadurch dentlicher gesehen 
werden. Die Form und Wirkung der 
Gläser siehe in dem Art.: Brille, B, 
Brille für die Ferne, pag. 433. 

Fernrohr ist ein optisches Instrument 
zn dem gleichen Behuf mit Fernglas (s. 
astronomisches Fernrohr mit Fig. 91). Die 
von einem feriieo Gegenstände NN' aus- 
gehenden Lichtstrahlen werden von einem 
Glase DE, dem vordersten im Rohre, 
dem Objectiv glase aufgefangen, dnreh- 
gelassen, zugleich in ihrer Richtung ab- 
gelenkt und wieder von einem zweiten 
Glase oder auch von mehreren Gläsern 
hintereinander aufgefaiigen, durchgelassen 
und dem Auge dergestallt angeführt, dafs 
der Gegenstand vergröfsert erscheint. 

Von der hierbei stattfindenden Brechung, 
Refraction der Lichtstrahlen wird das 
Fernrohr auch Refractor genannt; denn 
man hat auch Fernröhre, welche mittelst 
Spiegelung, also durch Zurückwerfung 
oder Reflectiou der Lichtstrahlen Gegen- 
stände vergröfsern und welche daher Re- 
flectoren, Teleskope, Spiegelte- 
leskope heifsen. Ersterc Fernrühre sind 
dioptrische, letztere katoptrische 
Fernrohre; von den Ersteren ist hier die 
Rede. 

Sämmtliche Fernrühre kommen darin 
überein, dafs sie ein biconvexes Objectiv 
wie DE haben, nnd deren Systeme un- 
terscheiden sich nur in der Form des 
Ücnlars AB und dafs statt eines auch 
mehrere Ocnlarglä-ser zwischen AB und 
DE eingelegt werden. Sämmtliche Glä- 
ser liegen miteinander in einer und der- 
selben Axe und sind zur Abbiillung des 
Seitenlicbts mit einem undurchsichtigen 
Rohre umschlossen. 

Da jedes Fernrohr ohne Ausnahme ein 
biconvexes Objectiv DE bat, so gilt auch 
für alle Fernröhre die Betrachtung der 


Erscheinungen , welche mit Hülfe des 
Glases DE hervoigehen, wie sie in dem 
Art.: Astronomisches Fernrohr bis 
pag. 145 vorgetragen sind; und zwar bis 
zur Gestaltung des Luftbildes in der Ebene 
C’C; wobei noch zu bemerken ist dafs 
dieses Bild nur dann als wirkliches Bild 
dem Auge erscheint, wenn man die Ebene 
C'C" mit weifsem Wpier oder mit einer 
sonst hellfarbigen Ebene belegt , dafs es 
aber auch ohne selbstständig sichtbar zn 
sein, in seinen einzelnen Strahlenpunk- 
ten als Bild von dem Ocular AB aufge- 
fangen und zu einem dem Auge nun 
sichtbaren Bilde gesammelt wird. 

Von diesem Luftbilde ab nach dem 
Ocular hin fängt das Fernrohr an ein 
Keppler’.sches Fernrohr zu sein, indem 
Keppler es so wie es Fig. 91 zeigt, con- 
struirt hat, und der zu dieser Figur ge- 
hörige Artikel gibt Beschreibung und 
Theorie desselben. 

2. Das Galileische oder das hol- 
ländische Fernrohr, welches früher 
als das ad 1 gedachte astronomische Fern- 
rohr erfunden worden ist, hat dasselbe 
Objectiv DE (Fig. 91), dessen Brennpunkt 
sei n (Fig. 621), so würde in derselben 
Ebene C’C" dasselbe Luftbild wie in Fig. 
91 entstehen, wenn nicht ein Glas GH 
zwischen gelegt wäre. Es würde also 
der aus dem .sehr fernen Punkt N her- 
rührende Strahl JVC ungebrochen gerad- 
linig nach n hin fortgehen und alle von 
N + mit JVC auf die Fläche CD fallen- 
den Strahlen werden wie der Strahl N'D 
in den Strahl Dn nach n hin gebrochen 
werden und sich sämmtlich in n ver- 
einigen. 

Ferner würde der aus dem sehr fernen 
Punkt M ausgehende .Strahl 4f“C gerad- 
linig nach Ul fortgehen und alle von M 
+ mit .W®C auf die Fläche CD fallenden 
Strahlen würden wie der Strahl M’D in 
den Strahl Dm nach m hin gebrochen 
werden nnd sich sämmtlich in m vereini- 
gen. Es würde also wie bei dem astro- 
nomischen Fernrohr von dom fernen Ge- 
genstände JViW das verkehrte I.uftbild um 
in C'C" entstehen. Diese Strahlen aber, 
welche das Luftbild hervorbringen sollen, 
werden von einem zwischen gelegten bi- 
concaven Glase unterbrochen, dessen 
hohle nach dem Brennpunkt n hin ge- 
richtete Fläche GH diesen Punkt n zu- 
gleich zum Zerstreuungspuiikt hat (s. 
Brille, B, pag. 433 mit Fig. 265). Die 
hohle Fläche G H' fängt die durch DE 
gebrochenen Lichtstrahlen anf und leitet 
sie durch. 

Der Strahl Dn z. B. wird in p aufge- 


eü D; '' ogle 



Fernrohr. 


78 


Fernrohr. 


Fif;. 621. 



faiipen ; er geht aber nicht wie hier ge- 
zeichnet iM, gormllinig durch, sondern 
wie der Art.: . A tilenku n g des Licht- 
strahls“ mit Kig. S angiht, n.ach dein 
Kinfallsloth hin geneigt. Ist pp dieses 
Kinfallsloth für den Punkt p, so fällt der 
gebrochene fortgesetzte Strahl über jm 
hinaus, der Austrittspunkt des Strahls 
liegt oberhalb n’, so dab das wirklich 
entstehende Luftbild nm um ein Gerin- 
ges Ton II über m Terlän^rt winl. Von 
diesem beiläufigen und genngfügigen l'm- 
stande bt bei der Zeichnung abgesehen 
worden. 

Fig. 265 zeigt aber, dafs wenn mit der 
Axe parallele Strahlen aA, bB ... auf ein 
Hohlglas fallen, dieselben durch das Glas 
hindurch nach Aa, Bb' .... hin und zwar 
so gebrochen werden, als wenn sie aus 
einem vor dem Glase befindlichen l’itnkt 
N, dem Zerstreunngspunkt unge- 
brochen ansgegangen wären. Nun findet 
in Fig 621 der umgekehrte Fall statt; 
sämmtlicbe 4= mit der Axe auf DF. fal- 
lende und daselbst gebrochene Strahlen 
vereinigen sich ungebrochen in n; nun 
ist dies dieselbe Erscheinung, als wenn 
Lichtstrahlen vou nm aus 4= der Axe 
auf die Glasfläche GU fielen, folglich wer- 
den die von N berkommenden Strahlen, 
indem sie aus 67/ heraustreten, 4 mit 
der Axe gebrochen ; der Strahl Dn' also 
in die mit n“n parallele Richtung n’n,. 

Desgleichen vereinigen sich alle unter 
dem auf DE fallenden und da- 

selbst gebrochenen Strahlen ungebrochen 
in m , dieselben scheinen aber von der 
hohlen Überfläche GH betzukommen; 
folglich werden diese Strahlen, indem sie 
aus GH heraustreten, in Kichtunj;en ge- 
brochen, die mit n°m -4; sind, wie z. K. 
der Strahl Dm in die Richtung m'm, ; 
der Strahl Cm in die Richtung m°m,. 


Dieser letzte .Satz stimmt auch vull- 
koinmen überein mit dem letzten .Satz 
des Art. „Uri Ile“ zu Fig. 266: Es wird 
hier von dem Gegenstand ab, welcher 
in nur geringer Entfernung von dem 
Glase AB sich befindet, das dem Glas« 
näher gerückte Bild a'b' construirt. In 
Fig. 621 ist nm das Bild, und der Ge- 
genstand weicher in Wirklichkeit 

jenseits des Glases GH liegt, übt durch 
die Brechung der Lichtstrahlen eine Wir- 
kung auf das Auge, als wenn es dies- 
seits des (iiases GH, weit über nm hinaus 
sich befände. 

In Fig. 266 sind die beiden Strahlen 
.in’ und Ca', welche das Bild a' hervor- 
bringen, nach dessen Gegenstand n ge- 
richtet ; je weiter o von AB entfernt ist, 
desto kleiner wird ^Aaa', für eine un- 
endliche Entfernung wird dieser Winkel 
= 0 und die Strahlen .ia. Ca werden 4= 
mit einander. Dies ist aber Fig. 621 der 
Fall, weil NM als Gestirn in einer so 
grofsen Entfernung sich befindet, dafs 
n"m und m“mp, welche rückwärts verlän- 
gert in M zusammen treffen sollen, als 
1- erscheinen. 

Wenn das Auge dicht vor die Fläche 
GH gebracht wird, so empfängt es alle 
Strahlen, die von dem Gegenstand NM 
auf DE fallen, und derselbe erscheint 
in einem Bilde nm, und da dieses Bild 
auf der Netzhaut verkehrt sich abspie- 
gclt, so wird es durch die Vernuuft wie- 
der zurück also verkehrt aus dem Auge 
hinaiisgeworfen und man sieht es wie der 
Gegenstand in Wirklichkeit ist, während 
bei dem Kcpuler'schen Fernrohr der Ge- 
genstand vertehrt erscheint. 

In BetrelT der Vergrüfserung hat man 
den natürlicbeu Sehewinkel für den Ge- 
genstand NM den Z.I^°CN = .^nCm, der 
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doTch Brechaog dar I.icbtstmblen antate- 
baoda Sehwinkel ist der z 
Nan ist 

UM = Cn • lg nCm = nn” lg nn°m 
mithio 

lg ^ nCm : lg nn“«i — n»® : Cn 
Die Taneenten beider Winkel, und 
mit diesen die Hüben des (iegcnstandes, 
wie sie natürlich und ver^rülsert gese- 
hen werden, verhalten sich also wie 
die Brennweiten n''n und Cn beider 
Gläser uud die Vergrürscruug beträgt das 


3. Diese beiden einfachsten Feriirübre, 
da/ xweite älteste, welches Galilei nach 
einem in Holland erfundenen Ruhr con- 
atruirte und das erste, welches Kepler 
erfanden hat, geben die Hauptprincipien 
derselben an. Sie haben augleicb die 
meiste Helligkeit, weil nur 3 Gläser dazu 
gehören , deren Anzahl die Lichtstärke 
vermindert. Zu astronomischen Beob- 
achtungen wird nnr noch das Kepler'sche 
Fernrohr angewendet. 

4. Die Fernrühre für Beobachtung ent- 
legener irdischer Gegenstände, die £rd- 
fetnröbre müssen die Gegenstände in 
ihrer natürlichen Lage darstellen. Das 
Tbeaterperspectiv bat ein Ocular in 
einem verschiebbaren Einsatz. Es ist 
dies also ein biconcaves Glas nnd nach 
Galileischem Princip. 

Die längeren verschiebbaren Rühre ha- 
ben entwMer 2 oder 3 biconvexo Ocu- 
lare in Einsätzen , . die das innere ver- 
kehrte Luftbild wieder aufrichten. 

Wird nämlich durch das Obiectiv l)E 
innerhalb des Rohrs das verkehrte Lnft- 
bild am erzeugt, so wird zuerst ein bl- 
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convexes Glas Ff» iu einer grölsercu Ent- 
fernung von Hin eingesetzt als des.scn 
Brennweite beträgt. »Usdann brechen 
sich die Strahlen von nm durch h'll und 
erzeugen ein aufrechtes Bild n'm', iinlein 
dieses Glas in Beziehung auf um dieselbe 
Wirkung hat als das Glas DF. in Bezie- 
hung A.W (s. auch Brille, No. nrit Fig. 
264, nag. 433). Von n'm' nun gehen die 
Strahlen nach dem zweiten Ocular AR, 
und da n'm' in dessen Brennweite steht, 
so hat AB in Beziehung auf n'm' dieselbe 
Wirkung wie das Ocnlar AR (Fig. 91) 
des Keplerschen Fernrohrs. 

Wird Fig. 623 das biconvexe Glas FG 
so eingelegt, dafs A'C dessen Brennweite 
ist, so ist FDF.G ein Keplersches Fern- 
rohr: die Strahlen hinter FG, die von 
n kommen, laufen der Axe, die von 
m kommen, d= mit mC. Werden diese 
nun von dem zweiten hiconvexen Glase 
UJ aufgefangen, so entsteht aus dem 
verkehrten Luflhilde nm ein aufrechtes 
Bild n'm' in der Brennweite Cn', wie 
durch DF. ein verkehrtes Bild nm von 
dem aufrechten Gegenstand NiV in der 
Brennweite von DE entstanden ist; und 
wird ein drittes Ocular AR so eingestellt, 
dafs n' gleichfalls dessen Brennweite ist, 
so hat AR, Fig. 623 mit AB Fig. 91 den- 
selben Einflufs: das Bild n'm', also der 
Gegenstand NM wird aufrecht ge.sehen. 


Fig. 62.". 
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Fenulchtig, s. Ange, No. 6, pag. 184. 

Feste Punkte in der Feldmerskunst 
sind Punkte, welche die Natnr oder die 
Kunst entweder durch Form oder Lage 
in die Augen springend herrorgebracht 
oder ausgezeichnet hat, so dafs dieselben 
als Fundamentalpunkte einer Vermessung, 
als Ecken grofser Dreiecke zu einem Netz 
gewählt werden, als Bergkuppen, hohe 
und starke Baume, Thürme, ferner Aus- 
änge oder Endpunkte von einem durch 
umpfboden geführten Damm , an welche 
als feste Punkte Vermessungen geknüpft 
werden. 

Am Hebel wird auch der Drehpunkt 
oder der Aufhängepunkt fester Punkt 
genannt. 

FesUgktit ist der Widerstand gegen 
Trennung und besteht bei einem Körper 
in der Qröfse der Kraft, welche die Co- 
häsion der Massentheile desselben, wenn 
sie angegriffen wird, zu entwickeln ver- 
mag, bevor die Trennnug erfolgt. 

Die Trennung geschieht auf fünferlei 
Weise: 

1. Durch Zerreifsen, wenn in dem 
Körper die Massentheile mit einer auf 
ihn wirkenden Zugkraft in einerlei Rich- 
tung getrennt werden. 

2. Durch Zerbrechen, wenn indem 
Körper die Massentheile durch Hebelwir- 
kung, also auf die Richtung der Kraft 
rechtwinklig gerichtet getrennt werden. 

3. Durch Zerquetschen, wenn in 
dem Körper die Massentheile dadurch, 
dafs sie zusammengedrückt werden, recht- 
winklig mit der Richtung der Druckkraft 
von einander sich trennen. 

4. Durch Zerknicken, wenn der 
Körper durch eine auf ihn wirkende Dmck- 
kraii in Folge seiner grofseren Höhe nach 
der Richtung dieser Kraft einbiegt und 
wie ad 2 zerbricht. 

5. Durch Verdrehen, wenn in dem 
Körper die Massentheile durch zwei in 
verschiedenen Ebenen befindliche entge- 
gengesetzt wirkende Tangentialkräfte von 
aufsen nach innen um eine sich selbst 
bildende mittlere Längenaze von einan- 
der verschoben und endlich an einem 
zwischen beiden Kräften liegenden Ort 
dadurch von einander getrennt werden. 

So viele Arten von Trennungen es 
gibt, so viele Arten von Festigkeiten un- 
terscheidet man auch; die Festigkeit ge- 
gen das Zerreifsen heilst die absolute 
Festigkeit; die gegen das Zerbrechen 
heifst die respective oder relative 
F. ; die F. gegen das Zerquetschen und 


Zerknicken ist die rückwirkende F., 
die dann auf beide Wirkungen untersucht 
wrird; die F. gegen das Verdrehen end- 
lich heifst die Torsionsfestigkeit. 

Die Cohäsionskraft oder die Festigkeit 
ist je nach Beschaffenheit des Stoffs, aus 
dem der Körper besteht verschieden und 
man hat aus Versuchen die Festigkeiten 
verschiedener Stoffe ermittelt and tabel- 
larisch geordnet; es sind dies die Ta- 
bellen über dieFesti gk eit der Ma- 
terialien. 

3. In allen diesen Tabellen ist die 
Festigkeit als das Maximum des natür- 
lichen Zusammenhanges der Molecüle 
eines Stoffes (Eisen, Messing, Holz u. s. 
w.) angegeben; also als Greise der Kraft 
oder des Gewichts unter welchem gerade 
die Trennung der einzelnen Theile des 

Ä rs von gewisser Gröfse und Form 

Für die theoretische Betrachtnng nnd 
Untersuchung der Festigkeiten mnis vor- 
ausgesetzt werden; 

I. Dafs einfache Molecüle derselben 
Art einerlei Festigkeit haben. 

2. Dafs jeder Körper, welcher seiner 
Form nach auf F. untersucht wird, von 
durchaus gleichartigem nnd darchweg 
gleicher Art zusammen gefügtem Stoff 
besteht. 

Beiden Annahmen widerspricht die Er- 
fahrung, dals die Festigkeit eines Stoffes 
den Versuchen gemäfs verschieden ge- 
funden worden ist. Es hat diese Er- 
scheinung darin seinen Grund, dafs einerlei 
Stoff in verschiedenen Körpern unter ver- 
schiedenen Bedingungen zusammengesetzt 
ist. So z. B. hat man verschiedene Sor- 
ten Schmiedeeisen von verschiedenen 
Festigkeiten. Dasselbe findet bekannt- 
lich bei einerlei Holz statt, selbst wenn 
man von Rissen, Aesten und anderen 
Ungleichartigkeiten absieht. 

A. Absolute Festigkeit. 

Die absolute Festigkeit kommt zur Er- 
scheinui^, wenn ein Körper in seinem 
oberen Querschnitt frei aufj^ehängt nnd 
iu seinem unteren Querschnitt durch eine 
Zugkraft so stark belastet wird, dafs er 
zerreifst. 

Je grölser der Querschnitt des Kör- 
pers ist, desto mehr Molecüle sind der 
Länge nach mit einander vereinigt nnd 
die absoluten Festigkeiten zweier prisma- 
tischen Körper desselben Stoffs verhalten 
sich also wie deren Querschnitte, wobei 
die Form des Querschnitts in beiden ver- 
schieden, hei dem einen z. B. rund bei 
dem anderen eckig sein kann. 
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Jeder prismatische Körper zerreifst in schnitt, so zerreibt er bei einer Belastane 
seinem obersten Querschnitte, weil für 14000 
diesen das Gewicht des ganzen Körpers ”144” Pfund =97J Pfund. 

On und der Oberete Ein Stab von 3 Linien Breite, 2 Linien 

Querschnitt also immer die grofste Be- u,-,he zerreifst bei einer Belastung von 

Ist ein Körper anf .seine Lange von . In dem Art. : Brechungscoefficient. 
verscbierlenen Querschnitten, so zerreifst „ag. 403 und 404 finden sich die abso- 
er in ^inem kleinsten Querschnitt und [„ton Festigkeiten der gebräuchlichsten 

Stoffe in alten preufs. Pfunden alphabe- 
der absoluten Festigkeit des Körpers in tisch angegeben. Hier folgt dieselbe Ta- 
diesem Querschnitt zukommt. belle in ZoUpfnnden. 

Wird ein Körper successive oder auf Die Kraft gegen die absolute Festig- 
einma mit dem seiner absoluten Festig- feeit, d. h. fürs Zerreiben des Körpefs 

keit gleich grolsen t.ewicht belastet so durch Zugkraft nach dessen Länge, nmin 

«irreifst er nicht augenblicklich, sondern der Querechnitt 1 preufs. GZolI beträgt 
" Das Gesetz in Zollpfunden. ^ 

nach «eiche m diese Verlängerung vor sich jv 

geht, findet .sich in dem Art. Elastici- 15900 

tät No. 1 bis 9. No. 10 gibt die tabel- öosn n- 

larisciie Zusammenstellung der absoluten ^pfelbanm 9360 bis 14030 

Festigkeiten und der Klasticitätsmodel 

verschiedener Stoffe. Nun ist No. 7, For- • • • 1«J30 

mel 10 Birnbaum 9350 bis 10300 

p Blei, gegossen .... 842 bis 1780 

f = T-i.L Blei, gewalzt 1870 

T . , , . Bleidraht (Eytelwein) .... 3660 

<1. h. 1 ist die Lange, um rvelche ein pns- Bronze, gegossen 2980 

uialLscher Körper von der Lauge L, dem Buchsbaum (Eytelwein) . . 14780 

Querschnitt A Elasticitatsnio- ^ngl. (Barlow) 18710 

dal t durch die Belastung P als Zug- Ebenholz 12630 

krall ausgedehnt wird. Setzt man den Eichenholz 

Querschnitt ä = 1, so hat man: Sommereichen, Kern, (Eytelwein) 24320 

. _ P . zwischen Kern und Splint (ders ) 20520 

~ E Splint (ders.) 13810 

Nimmt man nun für P die absolute ' aornC- 

Festigkeit, so hat man in l die Länge, (Barlow) . . 93oO bis 10290 

um welche ein Körper sich veBänglrt E>sen.!>e«‘»®hea.Begos8en(Eytelw.) 65850 
l-cTur er zerreibt. In der genannten Ta- ®ng isch, gegossenes (Rennie) . 8po 

belle ist englisch (Mosely, Seneffler) 17770 

^ schlesisches, geschmiedet(Eytelw.) 72960 

für Akazie F.= 2TO^ gewöhnliches, geschmiedet . . 71650 

^ — eiigli.sch, geschmiedet (Tredgold) 66415 
Mithin ist vor dem Zerreiben bei 14000 englisch, geschmiedet (Mosely, 

PfuDd Belastung die Verlängerung Schefller) 61740 

, _ 14000 , _ _1 . Eisendraht (Eytelwein) .... 56500 

"" 1200 OOÖ “85,7 ^ englischer (Mosely, Scheffler) . 84190 

wofür in der 4ten Colnmne die ganze französischer . 879M 

Zahl 86 steht englischer in Seilen . . . . 41160 

r,. , . „ . , . Elfenbein 15900 

Ihe Angaben der absoluten Festigkeiten Erle (Eytelwein) 26416 

ehglische (Barlow) 14030 

ubhehen MaiHs - und GewichUein- Esche (Eytelwein) 20110 

beten: in Frankreich für 1 pCentimeter englische (Barlow) 16370 

Quer«:hnitt die Be'a/D'"R w Kdopra- Fichte, RothUnne (Eytelwein) . 10290 

Khmtt, die Belastung bis jetzt noch in Fischhein 7480 

eilen pteuls. Pfunden. yjieder 11225 

Nach der Tabelle pag. 24 zerreifst also Glas 2620 bis 2806 

ein Stab von Akazienholz von I □Zoll Gold, gegossen 19640 

Querschnitt bei einer Belastnng von 14000 Oolddraht 69670 

Pfnnd. Hat der Stab 1 GLinie Quer- Oranadillenbolz 15900 

III. 6 ' 
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Guajakholr. 1 1225 13470 


Hagedorn 10290 

Hainbuche 18710 

Hanfseile, neue .... 7480 bis 92G0 

alte OG 10 

neue englische 0240 

Hasel . 16840 

Hollunder 9820 

Horn von Ochsen 8420 

Kalkstein von Portland . . . 842 

zum lithographiren 421 

oolithischer 187 

Kampferbaum 10300 

Kastanienbaum 11220 

Ketten, eiserne mit ovalen Gliedern 32740 
mit geraden verladzten Glietlerii 439G0 
Kiefernholz, stärkstes .... 20020 

schwächstes 11690 

englisches 11220 

Kirsc^bauui, wild 13100 

Klavierdraht. . . . 1 17300 bis 127600 

Knochen von Ochsen .... 4677 

Kupfer, gegossen, englisch . . 18710 

.(lesgl japanisches 19000 

de.sgl. spani.<iches . . . . . 20390 

desgl. ungarisches 30490 

desgl. schwedisches .... 36390 

geschmiedet, englisches . . . 32740 

desgl. schwedLsclaes .... 36390 
desgl französisches .... 31800 

Kupferdraht . ... 37420 bis 60480 

Lerche 9304 

Linde 13000 

englische 16840 

Mahagoni (Barlow) 8280 

spanisches 13100 

Marmor, weifser (Tredgold) . . 1743 

Mauerziegel (ders.) 260 

Messing 16840 

Messingdraht .... 40370 bis 60480 

Mispelbaum 11220 

Mörtel - . 47 

hydraulischer ....... 94 

Nufsbaum 13380 

Olivenbaum 11785 

Pappel 0612 

Ptlaumenbaum 11220 

Platane 11220 

Kühr, spanisches 1612 

Rothbucbe (Eytelweiu) .... 20920 

(Barlow) 10730 

Sackerdanholz 21310 

Sandelbaum . 9470 

Sandstein, stärkster 700 

Schiefer, italienischer .... 11040 

von Westnioreland .... 7080 

schottischer 9237 

Silber, feines, gegossenes . . . 39290 

Sillterdraht 439C0 

Spiefsglanz, gegossenes .... 1864 

Stahl zu Scheermessern . . . 148000 

zu gewöhnlichen Messern . . 133200 


Stahl, mittelmäfsig biegsamer . . 122350 


bester biegsamer 117400 

bester gehärtet ...... 110470 

englischer . . . 102900 bis 120070 

Teak, indische Eiche .... 14125 

rime 13845 

Wallnufsbaum 7480 

Weide 14030 

Weifsbuchc 19080 

Weifsdorn 17120 

Weifstanne 11500 bis 14400 

Wismuth, gegossen 2990 

Zeder 1 1223 

Zink, gewalzt 6830 

gegossen 8230 

Zinn, englisch, gegossen ... 4116 

Zuckerkistenh(dz 17590 


B. Respectivp o<ler relative 
Festigkeit. 

1. L)ie respective Festigkeit kommt zur 
Erscheinung wenn in einem unverrück- 
baren Körper mit einer Eudebene E ein 
Körper befestigt ist, um eine Länge lier- 
vorragt und au dem Ende durcdi eine 
mit E parallele Kraft P belastet wird, 
.so dafs dann eine Trennung der Theile 
ijuer durch die Länge des Körpers ber- 
vorgeht. 

In Figur 624 ist zu diesem Körper die 
einfach.ste Form, ein rechtwinkli^s Pa- 
rallelepipedum gewählt, dessen letzter 
befestigter Querschnitt, welcher mit der 
lothrechten Ebene E zusammenfällt , ist 
ABCD, dessen Höhe AC, des.sen Breite 
AB und in dem lothrechten Endquer- 
schnitt FGHJ im Abstand AE von E in 
dessen lothrechten Mittellinien das Ge- 
wicht P aufgehängt. 

Man ersieht, dafs eine Trennung der 
Theile des belasteten Körpers quer gegen 
die Richtung der Kraft P erfolgen wird. 

l'eber den Vorgang dieser Trennung, 
Bruch genannt, hat man jetzt wohl all- 
gemein eine Ansicht, nämlich die, wrelche 
in dem Art. Bruch (Dynamik) pag. 437 
vorgetragen ist und welche von Ber- 
noully herrührt. Dagegen sollen hier 
der Vollständigkeit wegen die früher dar- 
über stattgehabten Ansichten und die 
daraus hervorgegangenen Resultate auf- 
geführt werden. 

2. Die älteste Hypothese von Galilei 
ist offenbar unter der Annahme aufge- 
stellt, dafs der zu zerbrechende Körper 
nicht die geringste Elasticität besitzt, 
sondern durchaus hart ist, denn er sagt; 
die Theile des Körpers werden vor dem 
Zerbrechen nicht ausgedehnt, der Körper 
wird also nicht gebogen; der Querschnitt, 
in welchem Bruch erfolgt, setzt in Jedem 
seiner Theile dem Bruch eiimn gleich 
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grofsen Widerstand entgegen und dieser 
i»t gleich der absoluten Festigkeit. Da- 
gegen ist deren Wirkung gegen die heim 
Zeireirsen der l.ünge nach dadurch ver- 
schieden. dals .sic hl r «las Zerbrechen mit 
Helielsaruieu um Axeii drehbar dem Zer- 
reifsen der Theilc des Körpers widersteht. 

Kig. G24. 





Aas dieser Hypothese entspringt fol- 
nnde Theorie für ilie re.spective Fe.stig- 
teit: 

Ks sei in dem Parallelepipednm, Fig. 
624 die Breite CU = t, die Höhe AC = /», 
die Länge AF=l-, dann wird bei der Kin- 
wirkung von U die Linie CÜ zur Dreh- 
aie, nämlich zu der Axe, um welche der 
Körper im Augenblick des Bruchs sich 
drehen würde. Bezeichnet mau den Co- 
eflkient der absoluten Festigkeit, d. h. 
die Kraft durch welche der Körper von 
der Flächeneinheit als Querschnitt zer- 
reifst mit k, so ist die absolute F. des 
Körpers = kbh. 

Nun ist die absolute K. auf den Quer- 
schnitt gleichniäfsig verthclit, also kann 
dieselbe in <leni Schwerpunkt .S' allein 
tbätig gesetzt werden; (fieser liegt auf 
der halben Höhe SL = ^h, es wirkt also 
der Widerstand kbh au dem llebelsarm 
JA und de.sscu statisches Moment ist = 
\kkh'^. I)ie Kraft I' wirkt am Hel>elsarui 
/, iolglich ist für's Uleichgewicht : 
p.lz^ J*tA‘ 

„ . 4A'' , 

woraus " = 1 ^ k 

3. Die zweite Hypothese vou 1-eibnitz 
und ktariotte nimmt gleichfalls an, dals 


bei der Aufsernng der respectiven Festig- 
keit sich eine Drehaxe CÜ bildet, ferner 
dafs die Theile eines festen Körpers als 
ausdehnbar betrachtet werden müssen und 
dals die in dem Befestigungsquerschnitt 
ABC.U betindlicben Körpertheiie in dem 
Verhältnils ihrer Kutfernung von der 
Drehaxe sich ausdehnen. 

Nun wird vorausgesetzt, dafs der Kör- 
per zerbricht, wenn die der Drehaxe ent- 
ferntesten Theile des Befestigungs(uier- 
schiiitts diejenige Ausdehnung eAalten, 
mit welcher sie beim Angriff ihrer ab- 
.soluten Festigkeit zerreifseu würden. 

.\ns dieser Hypothese entspringt fol- 
gende Theorie für die respective Festig- 
keit ; 

Gesetzt es sei AN = BT, Fig. 624, die 
.Ausdehnung der vou der Drehaxe CD 
um AC = k entfernten auf der Linie AB 
belindlichen Körpertheiie, bei welcher 

diese nach den Kiebtungen AN BT 

zorreilsen mü.s.sen, so ist deren Wider- 
stand = h ■ k und deren Moment = kk-k. 
Die in der Entfernung CO = x von der 
Dreha.xo betindlichen Körpertheiie haben 

die .Ausdehuung OR = -^ AN, folglich ist 

deren Widerstand gegen das Zerreifseu 

nach der Richtung OB — ^ bk nud de- 

h 

reu Moment = i • 4 • x = ^ (i) 

Folglich haben sämnitliche auf die Höhe 
CO in dem befestigten Querschnitt be- 
tindlicben Körpertheiie CÜOV das Mo- 
ment: 

-J-/X* (2) 

wo die Goirstante fortfillt well für x = 0 
das Moment ebenfalla = 0 trird. Also 
das Moment auf CO = 

Für x = h erhält man das Moment der 
absoluten Festigkeit für die Körpertheiie 
des ganzen Querschnitts ABCD = 

.JW»* (3) 

Nun ist das Moment der Kraft P=IP 
folglich für's Gleichgewicht 
IH= ibPk 




( 4 ) 


4. Die dritte Hypothese von Bernoully 
sagt, dafs bei der Einwirkung einer Kran 
P auf Zerbrechen der Körper gebogen 
wird und dafs sämmtliche Molecule des 
Körpers zum Theil ausgedehnt, zum Tbeil 

6* 
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znsatnmen gedrückt werden. Die.se Theile 
werden bei einem prismatischen Körper 
durch eine Ebene geschieden, welche in 
der Mitte des Körpers mit den I. äugen- 
kanten parallel läuft. 

Ist MOVQ diese Ebene, so werden die 
Theile des über derselben befindlichen 
Körpers OAHQ ausgedehnt, die des un- 
ter derselben Ebene befindlichen Körpers 
OCJQ zusaramengedrückt, die in der 
Ebene MOVQ befindlichen Theile blei- 
ben uirverändert und die mit Of/ und 
MQ parallelen Linien in derselben bilden 
für die dazu gehörenden normalen Quer- 
schnitte die Drehaxen. 

Aus dieser Hypothese entspringt nun 
folgende Theorie für die respective hestig- 
keit : 

Es sei in dem Körper AFGC, Fig. G2ö, 
OM die unverändert bleibende (die neu- 
trale) Ebene t CO , BD ein beliebiger 
normaler Querschnitt, so wird dieser durch 
die Belastung mit P die Lago Nil an- 
iiebmeii. 

Fig. 625. 


genausdebnung, und da mau hier E als 
Drehaxe annehroen mufs, so hat man 
das Moment der absoluten Festigkeit 
nach No. 3 in Beziehung auf E 
yi = JA (ß/i)’ * 

Oder wenn man BE = m • BD ■= mk 
setzt, 

= Jiii’ AH* * (1) 

Die Zusammendrückung der Theile iu 
CO auf die Länge DH. sei von der Art, 
dafs wenn dieselbe auf sämmtliche Theile 
einer Flächeneinheit stattfände, dazu eine 
Kraft k' erforderlich wäre. Man hat so- 
dann das Moment für die Zusam- 
mendrückung der Theile des Querschnitts 
von der Höhe DE in Beziehung auf E 
eben so wie dß 

®J’= JA(Dß)**’ = ä(l -m)»AA>ä’ (2) 

Also für's Gleichgewicht mit P 

/P=JAA»[m»i + rt-i.O»ä’] (3) 
Von diesen beiden Momenten sind die 
durch die Dreiecksflächen BEN und DEH 
bildlich dargestellten Widerstände 
JßiV . BE lind iDR • DE 



also die wirklichen Widerstände 

JmA-A-A und J(1 — m)A- A -i’ (4) 

und deren Hebelsarme in Beziehung auf 
E die Entfernungen der Dreiecksschwer- 
punkte von der Axe OM, nämlich 
JßK und jOKoder JmA und J(1 - m)A (5) 
Beide wirken einander + und eiit^e- 
genge.setzt gerichtet und können folglich 
in der Axe OM wirksam angenommen 
werden. Da nun ans beiden entgegen- 
gesetzten Wirklingen keine Wirkung auf 
die Axe erfidgt, so sind beide Wider- 
stände einander gleich, also 

JmAAA = J (l — m) AAA' 

woraus A’ = - - k (6) 

1 — fH 


Für den Bruch ist BN die dem Zer- Diesen Werth in die obige Momenteii- 
reilsen unmittelbar vorangehende Län- gleichnng gesetzt, gibt 


//*= JAA> rm>A + (l-m)> ^ a| = JhiAA>A 
L 1 — m J 


(7) 




m 


5. Den 3 Hypothesen nach hat man 
also die resi>ective Festigkeit des Balkens 
Fig. 624, wenn er an einem Ende be- 
festigt und an dem auilereii belastet wird; 

AA* , 


nach Galilei 


P=i 


nach Leibnitz undMariotte P=\ 


bk' 

nach Bemoulli f’=J— 

AA> 

In allen dreien sind ^ und der Co- 

efticient k der absoluten Festigkeit über- 
einstimmende Factoren ; aber der aliquote 

bk' 

Theil, welcher von dem Product - ge- 
nommen werden mufs, um die respective 
Festigkeit zu finden, ist verschieden. 
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Setzt man & = A = t=lZolI, so erhält 
man analog der absoluten Festigkeit den 
Ooefficient der respectiren Festigkeit 
entweder Jk 
oder !tk 
oder imk 

wo m einen noch unbekannten ächten 
Bruch bedentet. 

Dieser Verschiedenheit wegen drückt 
man den Coefficient n der respectiven 
Festigkeit nicht als aliquoten Tneii des 
toellKient k aus, sondern man er- 
mittelt ihn direct aus Versuchen. 

Das Moment der respectiven Festig- 
keit eines vierkantig rechtwinkligen 
Körpers ist dann tP = nök’ , wo n 
der Coefficient der respectiven Festig- 
keit ist. In dem Art. Brechungs- 
coefficient unter No. 2 , pag. 404 sind 
die Coefficienten der respectiven F. 
für mehrere Stoffe -angegeoeu. 

Diese sind aber für die Formel 
(Hosely-Scheffler, Formel 648, pag. 
hc ^ 

368) P= — angenommen, so dafs 

a 

4 - = a ist. Deshalb mufs von den 
6 


keit eines prismatischen Körpers von be- 
liebig begrenztem Querschnitt. 

Ks sei Fig. 626 der Querschnitt des 
Körpers an der Befestigungsebene , die- 
selbe vertical und normal auf der cen- 
trischen Linie des Körpers, die also ho- 
rizontal ist Sämmtliche dio.sem Quer- 
schnitt parallele Querschnitte sind ein- 
ander congruent und in der Entfernung 


Fig. 62C. 



dortigen Zabl»n der 6te Theil genom- 
mtn worden um n in alten preulsischen 
Pfunden zu erhalten, und diese auf Zoll- 
pfnnd reducirt ergeben folgende Tabelle. 

Die Kraft gegen die respective Festig- 
keit, d. h gegen das Zerbrechen des Kör- 
pers, dessen Querschnitt 1" breit, 1" hoch 
iit, durch Einwirkung normal auf die 
Länge in 1” Entfernung von der Dreh- 
aze, in Zollpfund: 

.khom 1528 

•kkazie 1715 

Birke . 1481 

Eiche 1715 

Eisen, Gniseisen 6236 

Schmiedeeisen ...... 10290 

Erle 1560 

Enhe 1715 

Kiefer 1 560 

Lerche, grün 811 

trocken 1 107 

Mahagoni, spanisch 1216 

Mauerziegel 47 

Pappel, italienische 936 

Portlandkalk 156 

Rothbnehe 1715 

Rothtanne 1560 

Sandstein 109 

Thebabanm 1927 

Hme 1185 

Wallnnfsbanm 1388 

Weide 1045 

Weifstanne 1637 

Zeder von Canada 1185 

6. Ermittelung der respectiven Festig- 


I von diesem Querschnitt i.st ein Gewicht 
P aufgehängt , welches mit der respecti- 
ven Festigkeit des Köri>ers im Gleichge- 
wicht ist. 

Zieht man durch den untersten Punkt ‘ 
T_ der Begrenzung die waagerechte Be- 
rührungslinie CI), so wird diese Linie 
zur Drehaxe des Querschnitts. Die Be- 
grenzung sei durch eine rechtwinklige 
Coordinatengleichung gegeben, es sei CI) 
die Abscissenlinio, C der Anfangspunkt 
der Abscissen , so ist jede Ordinate y wie 
die in E eine zweiförmige Function von 
X, weil sie die Begrenzung in 2 Punk- 
ten F und G schneidet. 

Ist nun B der höchste Punkt in dem 
Querschuitt, so findet hei B die gröfste 
Spannung statt, welche die Theiie er- 
leiden können ohne zu zerreifsen. Ist 
also der Coefficient der absoluten Festig- 
keit = k, so ist die Spannung der Theiie 
im Punkt JS gleich der Spannung der 
Theiie eines Körpers vom Querschnitt 
= 1 , der die summarische Spannung k 
hat. Wird die Ordinate AB des Punkts 
B = h, die Ordinate EG=y, die EF=y’ 
gesetzt, so verhält sich, wenn man vor- 
läufig von einer Zusaniniendnicknng von 
Theilen absieht, die Spannung in B zu 
der in U und in F wie h -.y.y' (s. Leib- 
nitz Hypothese No. 2). 

Werden die Spannungen in G und in 
F auf sämmtliche Theiie einer Flächen- 
Einheit bezogen, so ist diese für die 
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Flächeneinheit bei<7=:-^ä und die für 

die Flächeneinheit bei F=^k. 

Das Moment mit dem das Stück JGF 
dem Zerbrechen widersteht, sei ®1. l.äfst 
man CE = r nm die sehr kleine Länge 
F.K=l^x wachsen, so ist das Moment 
der ^annung des Flächenstücks FL NU 
= A9». 

Zeichnet man die mit der Abscisse 
Parallelen GO, FP so ist das Moment 
der Spannung des Flächenstücks FOOP 
= (y~y')A* offenbar kleiner als (das 
der Flache CF1IV)A®1, und denkt man 
sich Ton L und N auf EG Parallelen 
gesogen, so ist das Moment des nun ent- 
stehenden Flächenstücks L/V x A-c = 
[y + Ay — (j' + AyO] A » gröfser als A®. 

Nun ist das Moment des Rechteckts 


FGOP = dem Moment des Rechtecks 
EGOK — dem Moment des Rechtecks 
EFPK. Da nun EK für beide Rechtecke 
die Drehaxe ist, so hat mau die Momente 
der Spannung in beiden Rechtecken wenn 
die Spannung einmal in G, das andere 
Mal in F für die. Flächeneinheit = k ist, 
nach No. ,3 Formel 3 

4 EK . EG*- k und * EK - EF‘k 
nach No. 4, Formel 7 

4EA' . EG* . mk und 4KA' • EF* - mk 
.Also ist das Moment des Rechtecks 
von der (imndlinio EK und der Höhe 
FG nach No. 4 : 

4mä . A y’ - 4»i* • A-c (y')* 

Die Spannung in G ist aber nicht k 

sondern k und in F = ~ ä folglich hat 

A h 

man das Moment für das Rechteck FGOP 


SW'=4m*.-|^A*'y''‘- A*-(y’)* = 4y *A*[y’-(y')*] ' (l) 

Setzt man in diesen Ausdruck y-f Ay für y und y’-f Ay’ für y' so erhält man 
das Moment der respectiven Festigkeit des Rechtecks von der Grundlinie EK = /^r 
und der Höhe LN 

= 4 ^ * A* [(y -I- Ay)* - (y' -I- Ay)*] ( 2 ) 

Das Moment ®' ist kleiner, das Moment W” ist gröfser als A®. Man hat also 
die Vergleichung 

4 j *A*[y*-(y')*]<A® <4 ^ * Aa- [(y -|- Ay)’ - (y' + Ay')*] (3) 


Dividirt man mit Ax, so wird das mitt 

lere Glied der Znwachsnnotient des 
A* 

Moments 312 und das erste Glied ist der 
Grenzwerth des dritten Gliedes, demnach 
hat man anf die Differenziale übergehend 

'^ = 4:4-[y’-(y')’J W 

woraus 

w = 4^ */[y*-(y')'] + 

Für 4mA den Coefficient. n der respec- 
tiven Festigkeit gesetzt gibt 

® = y/(y’-(y')’]8a:-bC. (5) 

Beispiel. Es sei der Balken ein Cy- 
linder von dem Halbmesser = r; nach 
Fig. 627 sind die Absci.ssen vom loth- 
rechten Durchmesser AB ab genommen, 
AK=x gesetzt und k- AB = 2r. Man 

®’=^yl(r+|r’'r7>)*- 

— kr j T*~x* — ^fx* 


Fig. 627. 



hat also das Momen des Flächenstücks 
AB NF. 




Es ist KN = y= ri]r* — X* 

0) 

KF = y' = r — 1 r* — J** 

(2) 

mithin 

(r- l’c’— i’)*J 8x -b C. 

(3) 

1 r* ~x* 

(4) 

^9* 
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Nun ist 4r ^'r> — X* = 4r t''r* - x’ + /4rc J 

= 2rx ]/r* — J* + 2r* Are sin — (5) 

' r 

Fär das zweite Intej^ral No. 4 hat man die Reductionsformel 

/>(« + cx*)’‘ 9x= ‘ 1 + 

./ e + M + 1; 

Hier ist o = r*, c = 1, I« = m = 2 

Also 

yj'r’ —X* -x’ 9x = — i [(r’ - x’)^ x — r'ßjr* — x*)-J 

= — lx(r* - x’)l'r’-x> + Ir’ ^|x l'r’ — x’ + y Arcsin—^ 


□ nci 


— / 1 r’-x’ x’ 0 x= - Jrx iV’ -x’ + i — t^r’ — x’ + i r* iircsi» — 
r./ ^ 

Hitbin den Ausdruck 6 von dem No. 6 abgezogen gibt 

rl 7 r’x- 2 x* . i , 16 

8 r‘ 


( 6 ) 


/nr’x-2x* , , , , 16 . . . x\ 

’ ="l" g,- -I + yr’ Aren- j 


«o die Censtante fortfallt, «eil für x=0 
auch 91 = 0 «iid. 

Kür X = r entsteht das Moment des 
Halbkreises. 

Das erste Ulied fällt fort, — = 1 folg- 
lich Are (iin= oo*! 

®J = j|ur’» 

Für den ganzen Cjlinderqiierscbnitt 
erhält man 


W = ^ w r’ 
o 


(7) 


7. Ein vierkantiger Balken von den 
Abmessungen /, 6, A ist an einem Ende 

ia honzontaler Lage befestigt, so findet 
msa das anf das andere Ende anznbrin- 
g«lKle (ie«icht Q durch welches er zer- 
imbt, wenn sein eigenes Gewicht mit 
beiwcksichtigt wird wie folgt: 

lat g das Gewicht der Knrpereinheit, 
s« ist das Gewicht des Balkens —lUtg-, 
dieses ist in seinem Schwerpunkt , also 
aaf der Hälfte seiner Länge wirksam, 
mKhin sein Moment in Beziehnng auf 
den Befestignogs^merschnitt = (AAf’t, 
das Moment des GewichLs ^ ist s / • $, 
daher bat man die Momentengleichnng 
IQ+ Hhng = nhk' 
nbh' 

woraus Q = — j 4“"'S 

Für Q = 0 hat man in t die Länge, bei 
welcher der Balken vermöge seines eige- 
nen Gewichts in dem Befestignngsquer- 


schnitt zerbricht 

L= 1/ 2n — 

' 9 

8. Ein vierkantiger Kalken von den 
Abmessungen f, 6, A ist in horizontaler 
Lage an seinen Enden unterstützt und 
zwischen beiden Unterstützungspnnkten 
in Entfernung a von dem einen Ende 
mit einem Gewicht Q belastet, so findet 
man das Maximum von Q, bei welchem 
also der Balken zerbricht , wenn auf das 
Gewicht des Balken keine Rücksicht ge- 
nommen wird, durch folgendes Verfahren. 

Das Gewicht Q hat zur Gegenwirkung 
den Druck dos Balkens auf beiden Un- 
terstütinngen in A und D. Der Druck 
auf A sei /’, so kann man die Stütze A 
hinweg und dafür lothrechf anfwärt.s eine 

Fig. C2.S. 



Kraft. P angebracht denken, so dafs das 
Gleichgewicnt hergestellt bleibt. Durch 
diese Abänderung ist nun der Balken f 
zum Hebel mit dem festen Drehpunkt ß 
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f «worden und man hat in Beziehong auf 
en Punkt B die Momentengleichung 
P.t=Q{l-a) 
woraus der Druck auf A = 


Diese Kraft P hat nun das Bestreben, 
den Balken in 'C zu zerbrechen, deren 
Hebelsarm ist a, folglich ist <iP=dem 
Moment der respectiven Festigkeit, oder 

aP= aQ • —y" = k**" 

woraus die Last in C, welche den Bal- 
ken in C zerbricht 


Q = 


b- l-k’ 


a(l- a) 

denselben Werth für Q erhält man für 
Annahme eines Drucks P auf den Punkt B. 


Das Gewicht Q wird am geringsten, 
wenn der Nenner a(l — a) am grolsten 
wird und da für jeden Werth die Summe 
der Factoren =/ ist, so ist der Nenner 
ein Maximnm für a = Mithin wird 
der Balken durch das kleinste Gewicht 
zerbrochen, wenn es in seiner Mitte auf- 
gehängt wird und ist 


Ein Balken auf beiden Enden unter- 
stützt und in der Mitte belastet trägt 
also die 4 fache Last von der wenn er 
an einem Ende befestigt und an dem 
andern belastet wird. 


9. Ein vierkantiger Balken von den 
Abmessungen b, k, f ist in horizontaler 
Lage an beiden Enden unterstützt und 
eine Belastung auf denselben gleichmä- 
fsig vertheilt. Man bestimmt die Grüfse 
derselben für das Gleichgewicht mit der 
respectiven Festigkeit folgender Art. 

Es sei Fig. 629 die Belastung = Q, so 
erleidet jede Unterstützung in A und ß 
den Dru» iQ, und auf jeden Fnfs Länge 

des Balkens wirkt die Last -j. Bringt 

man daher statt der Unterstützung in A 
die lothrecht aufwärts wirkende Kraft 
an, so verbleibt das Gleichgewicht. 
Diese Kraft hat nun das Bestreben den 
Balken zu zerbrechen und es ist zu un- 
tersuchen, in welchem Querschnitt des 
Balkens der Bruch erfolgt, in welchem 
Querschnitt nämlich die grüfste Span- 
nung zum Zerbrechen statt findet. 

Demnach sei C dieser Querschnitt in 
dem Abstand a von A , so ist auf diese 

Läng« a die Belastung y Q gleich ver- 


theilt und man kann daher dieselbe in 
der Mitte von AC allein wirkend anneh- 
men Man hat also in dem Querschnitt 
C das Moment der Spannung 

a-iQ-ia-jQ = ia Q 


Die Gröfso der Spannung ist also in 
den verschiedenen Querschnitten verschie- 
den und sie wird in demjenigen Quer- 
schnitt am grüfsten, für welchen a(l — a) 
ein Maximum ist , also für a= U. Mit- 
hin erfolgt der Bruch in der Mitte des 
Balkens. In diesem Querschnitt ist nun 
das Moment der Spannung 


J 




I 


Q = klQ 


mit diesem im Gleichgewicht soll die re- 
spective Festigkeit sein, d. h. 
blQ = nbk* 

woraus 0 = 8» 


Eine auf einen in beiden Endpunkten 
unterstützten Balken gleich vertheilte 
Last Q kann also das doppelte von der 
betragen, mit welcher man allein die 
Mitte des Balkens belastet und das 8fache 
von der, mit welcher der mit einem Endo 
befestigte Balken an dem anderen Ende 
belastet werden kann. 


10. Ein vierkantiger Balken von den 
Abmessungen b, h, l isi in horizontaler 
Lage an beiden Enden A, B unterstützt, 
eine Belastung Q auf denselben gleich- 
mäfsig vertheilt und aufserdem in einem 
Querschnitt C'zwischendenUnterstützungs- 
punkten im Alistand a von A noch mit 


Fig. C29. 



einem Gewicht q belastet. Das Gleich- 
gewicht für die respective Festigkeit und 
der Ort des Bruchs wird folgender Art 
bestimmt. 

Denkt man sich die Unterstützung in 


Digilized by Google 



Festigkeit. 


89 


Festigkeit. 


A fortgsnommen nnd eine «eokrecbt 
aatwärts wirkende Kraft P dafür gesetzt, 
so erhält man diese dnrcb die Homen- 
tengleichnng in Beziehung anf den End- 
punkt B 

PI = g-(l-a) + Q-il 
I — a 


P = - 


9 + iQ 


( 1 ) 


Auch hier sind die Spannungen für 
den Bruch in den Querschnitten verschie- 
den. Nimmt man den Querschnitt D in 
der beliebigen Entfernung x von A zur 
Cntersnchnng, so hat man für die Span- 
nung in D 

Erstens die Kraft P, welche den Theil 
AD des Balkens um D aufwärts zu dre- 
hen strebt, deren Moment also P • x 

Zweitens die Kraft q für die Drehung 
senkrecht abwärts mit dem Hebelsarm 
CD = X — a 

Drittens die Belastung des auf AD fal- 
lenden Theils von Q = ^ Q, die in der 

IGtte von AD, also in Entfernung tx 
von 0 allein thätig gedacht, den Balken 
nm D gleichfalls nUderwärts drehen will. 

Das Moment der Spannung im Quer- 
schnitt D ist demnach 

t = xP - (x - a)q - \x - Y Q 


Dies Moment ist mit x veränderlich 
und wird ein Maximum wenn das Pro- 
duct der zwei ersten Factoren des ersten 
Summand ein Maximum ist. 

Da hier wieder die Summe der Facto- 
ren constant bleibt, so entsteht das Ma- 
ximum für 

und wenn man für P seinen Werth setzt. 

x = \l-a^^ (4) 

Das Moment s (2) ist unter der Be- 
dingung ausgedrückt, dafs der Querschnitt 
D zwischen C und B liegt, es ist also 
erforderlich die Bedingung 


l 


(d) 


X = ^1 — I 




(5) 


Für das Gleichheitszeichen, also für 
X = a erfolgt der Bruch in C und es ist 

l — 2a 

In beiden Fällen, für x ^ a erhält man 
das Moment der gröfsten Spannung, wenn 
man in dem Ausdruck 2, für x den Ma- 
ximalwerth No. 3, = l setzt, also 

Und aus 1 den Werth von P gesetzt 




IP- 

0 L i 


? HC? - 9 + «9 = 


]■ 


_ W + -2aq? 


SIQ 


(9) 


Dieses Moment nuifs also fürs Gleichgewicht dem Moment der respectiven 
Festigkeit gleich sein, also 

( 10 ) 

woraus nj = 1 2nH’/p - 1 / ß = — } /) P (11) 


Soll nnn der Bruch zwischen C nnd B 
oder in C erfolgen, so ist die Bedingung 
No. i zu erfüllen 
woraus aq S ~ a)Q 
nnd für aq den Werth ans 11 gesetzt; 


bk 

Q 


I /2n bk’l ^ , 

woraus y — ^ — ii-a 


nnd 




2h k^ 

(I-«)»' 


( 12 ) 


Ist die anf den Balken von der Länge 
f gleich veitheilte Last ß gröfser als <mr 


rechts stehende nur von den Dimensio- 
nen des Balkens und der Gröfse der 
Festigkeit seines Stoffs abhängige Aus- 
druck, so kommt auf einen Querschnitt 
zwischen V und B die gröfste Spannung 
nnd man findet bei bekanntem Q ans 
Gl. 11 die Belastung g in C mit welcher 
der Balken zerbricht; den Ort des Bruchs 
in dem Abstande von A gibt dann Glei- 
chung 4. 

Ist Q — dem rechls befindlichen Aus- 
druck in 12, so ist die grüfste Spannung 
in C; man findet q für den Bruch ent- 
weder ans 11 oder ans 4, wenn man 
x = a setzt. 
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Aus 4 ersieht man ferner, dal's die 
(rröfste Spannung nicht jenseits der hal- 
ben Balkenlänge fallen kann; soll die 
gröl'ste Spannung in der Mitte des Bal- 
kens sein, so miil's y = 0 werden und der 
Balken darf keine andere Belastung er- 
halten als das gleich vertheilte (). 

Ist Q kleiner als der rechts befindliche 
.\usdruck in 12, und findet eine Bela- 
stung y in C statt, so ist auch in C die 
grölste .Spannung und zwischen A und C 
kann sie niemals fallen. 

Man hat dann statt des Ausdrucks 4 
das Maximum von x = a, die Spannung 
in C erhält man, wenn man C tum Dreh- 
punkt nimmt, wo dann P mit dem He- 
belsarm a aufwärts, die Belastung (t 

über n mit dem Hebelsarm ^ a abwärts 
wirkt = 

Pa ~Y^Q = Hbk^ 
für P den Werth aus 1 gesetzt: 

woraus y = _**/"-_4p (13) 


Beispiel. Ein kieferner Balken, dar 
10 Fnfs frei liegt, hat die Breite 6=10 
Zoll, die Höhe k— 10 Zoll, in einem Ab- 
stande 2' 6" = 30 Zoll von dem einen 
Ende soll er mit dem Gewicht y nnd 
anfserdem noch mit einem gleichförmig 
verthoilten Gewicht Q belastet werden. 

Der Balken selbst bat, wenn man den 
Cnbikfurs Kiefernholz 48 PBind setzt, ein 
Gewicht von 10 • jj ■ |J • 48 Pfund = 
330 Pfnnd. 


Nach No. 9 kann derselbe bevor er zer- 
bricht eine gleichvertheilte Last erhalten 
6*5 

= 8n y = p 

10000 
6 ' 

1630 Pfund genommen werden soll, also 
die gleichvertheilte Last 

p = 8 • 1650 • - 330 = 109670 Pfd., 


Es ist n : 


: 1666 Pfund , wofür 


bei welcher er zerbrechen würde. 

Würde der Balken in Entfernung 40 
Zoll von einem Ende A allein belastet, 
so würde er nach No. 8 zerbrechen durch 
die Last 


b-l-k- 


IQ. 120. 10» 
*30 • 90 ■ 

2 . 10 . 10 ». 120 


1650= 73333 Pfund 


— • 1650 = 48888 Pfund 


Nun ist Formel 12 

26 * 5 / _ _ 

(I - (1)5 " ■ 90» 

Hiervon das Gewicht des Balkens 330 Pfund bleibt 48558 Pfund Belastung; 
Es kann aber sein P 2 48888 Pfund. 

1. Nimmt man p = 80000 Pfund, so hat man nach Gleichung 11 
/2 

' 80000 


.30. y 


,(|- 


16, )0 . 10 . 10^; gQQpp Pfnnd= 1 0,35625 X 80000 = 828600 


woraus y = 2761 7 Pfund. 

Nach No. 4 erhält man nun den Ort 
den Bruchs 

= 60 - 30 • — ^ = 49J Zoll von dem 
80000 

Ende A oder lOJ Zoll von C, dem Ort 
des Gewichts y. 

Eine Prüfung gewährt Formel 10, welche 
mit dem Resultat übereinstimmt. 

2. Nimmt man p = 48558 Pfnnd, so 
hat man für Gleichung 4 weil a- = n = 30 
ist, und das Gewicht des Balkens mit 
330 Pfund hinzukommt; 


woraus 


30 = 60 - 30 


<1 ^ 

48888 


y = P = 48888 


3. Nimmt man P kleiner, z. B. 25000 
Pfund, so hat man nach Formel 13 
10. 10». 120. 1650 . 

’=- -3¥.iKr 

= 60833 Pfund. 


ln allen 3 Fällen sind die ermittelten 
Werthe für y diejenigen, l>ei welchen der 
Balken .so eben zerbricht. 


11. Ein vierkantiger Balken von den 
.Abmessungen 6, 6, / ist in horizontaler 
Lage mit dem einen Ende frei auflicgeiid, 
mit dem anderen Ende unbeweglich be- 
festigt (z. B, eingemauert) und zwüschen 
beiden Enden in der Entfernung a von 
dem befestigten Ende mit einem Ge- 
wicht P belastet, so findet man die Grüfse 
dieses Gewichts für das Gleichgewicht 
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mit der respectiren Festigkeit folgen- 
der Art: 

D.- 1 S Gewicht Q lerbricht den Balken 
in dem Querschnitt C, nnd da der Kal- 
ken in A nicht naebgeben kann, anch in 
dem Befestigungsquerschnitt A. Mithin 

Fig. C.IO. 



ist das Gewicht Q ans 2 Theileu beste- 
hend zu denken, in den einen Q', wel- 
cher den Kalken in C, nnd in den an- 
deren Thcil 0”, welcher ihn in A zer- 
bricht. 

Wenn (f' für den Bruch de.s Balkens 
in C wirkt , so entsteht in A senkrecht 
aufwärts ein Widerstand /’, nnd II zum 
Momentenpnnkt genommen ist 

Pl=Q'{l-a) (1) 


n 

woraus P = — j — v 


( 2 ) 


und da C Drehpunkt ist, das Moment 
Pn = den> Moment der respectiven Festig- 
keit in C = ni*’. 

Folglich Pa = a Q' = nik’ (3) 
ibh*l 




(d) 


«i(l-n) 

(Vergleiche No. 8 mit Fig. 628.) 

Für den Bruch in A wirkt die Kraft 
Q" mit dem Ilebelsarm o, mithin ist nach 
No. 7 das Moment 

aQ" = n6A* (5) 

,, nbh^ ... 

Wotans Q = (o) 

hieraus p- + ß- 0 = + "J*’ 


oder 


(? = 


nhh'iil-a) 


n (/ - a) 

Oie Gröfse des Gewichts Q für den 
Bruch in A und C ist also Ton dem Ab- 
stand a abhängig: es entsteht für a = f 
nnd a = 0, also für die Punkte ß und 
A anstatt C, für Q der Werth «o, folg- 
lich mui's zwischen A und B ein Ort C 
sein, für welchen Q ein Minimum wird. 


nnd dieser ergibt sich ans dem Minimum 
2/- u 
von - 

a(l-a) 

Man erhält aus Bd. II., pag. 300, No. 4 
am Schlufs dieses Minimum für die Glei- 
chung — 4al + 2P = 0 

woraus n = (2 - I 2) < 
und das Minimum von (i 

= (3 + 2| 2)-*-= 5,8284 

Wird p io die Milte des Balkens gehängt, 
so ist fl = 1/ und 

hAA*(2/ — 4/) , nbk'^ 

12. Die grüfste Last p zu bestimmen, 
die der Balken ad 11 tragen kann, wenn 
P auf den Balken gleichmäfsig vertheilt 
wird. 

' I)a eine gleichförmige Belastung auf 
Bruch eines horizontalen Balkens gerade 
so wirkt wie eine auf den brechenden 
()uerschnitt direct wirkende Last (s. No. 9) 
so miifs auch hier wie in No. II für den 
Fall des Bruchs der Balken in dem Be- 
fe.stignngsijuerschnitt A und in einer 
Stelle zwischen A nnd B zerbrechen. 
Der gegen die Festigkeit schwächste Quer- 
schuitt r hat nach No. 11 von A eine 
Entfernung a = (2 - p 2)f und es wird 
folglich anch bei gleichmäfsiger Be- 
lastung der Bruch in diesem Querschnitt 
erfolgen. 

Es sei nun auch hier von der auf den 
Balken gleichmäfsig vertheilten Last Q 
der Theu, welcher den Balken in C zer- 
bricht = Q’ und der welcher ihn in A 
zerbricht = Q". 

Die gleichförmig vertheilte Last Q ver- 
anlafst in A nnd B die gleichen Drnck- 
wirkungen ip, die ebenso in J p' + tp" 
zu thcilen sind. Für den Bruch in C 
erhält man min die Hpannung daselbst, 
wenn C als Drehpunkt genommen wird 
entweder aus den Wirkungen links von 
C oder rechts von C. Links von C wirkt 
iQ' mit dem Ilebelsarm AC und die auf 

AC vertheilte Last 0' mit dem He- 

A D 

l)c]snrm abo da.*$ Moment 

iP’ - a - y P'. lii = tn— ^ " P' 

Hechts von (' wirkt }P’ mit dem He- 
belsarm BC und die auf BC gleich ver- 
HV 

theilte Last ,„P' mit dem Hebelsarm 
A /> 

also das Moment 
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das Moment der Spanniinf;' ist für den 
Eintritt des Bruchs = dem der respec- 
tiven Festigkeit, also 
l 


-Q' = nbh* 


2n»A>/ 


1« 

woraus 0’ = 

a (/ - o) 

Es ist diese Last das doppelte Q' (Xo. 
11, Gl. 4), welches direct auf C wirkend 
Bruch erzeugt. 


Für den Bruch in A hat man das Ge- 
wicht Q" in der Mitte Ton AB, also in 
Entfernung }/ von A wirksam zu denken. 
Es ist also das Moment 
(?". i/=ni*‘ 

woraus Q" = 

Es ist also dieses Q" zu dem No. 11, 
Gl. 6 bei directer Belastung in C=a-.^t. 
Han hat nun 


a{l-a) I al(l — a) 


Für a den Werth (2 - | 2) 1 gesetzt und 
redncirt : 

e = 3 (2 -I- V2) 

13. Ein vierkantiger Balken von . den 
Abmessungen b, h, l ist mit seinen bei- 
den Enden A, B unbeweglich befestigt 
(ein^emauert) und zwischen denselben 
in Entfernung n von A mit einem Ge- 
wicht Q belastet, die Gröfse von Q für 
das Gleichgewicht mit der respectiven 
Festigkeit zu finden unter der Bedin- 

Fig. 631. 



gong, dafs ein Bruch in den 3 Stellen 
A, B, C erfolgt. 

Es ist hier die Last P in 3 Theilen 
bestehend zu denken; Q’ welcher den 
Bruch |n A, Q'' welcher den Bruch in B 
und Q"‘ weicher den Bruch in C hervor- 
bringt, wobei man sich vorzustellen hat, 
dafs jedes einzelne Gewicht unabhängig 
von den beiden anderen Gewichten wirat. 

Das Gewicht Q' wirkt also auf Bruch 
in A mit dem Hebelsarm a und es ist 

a 

Uesffleifhen Q" auf Bruch in ß mit 
dem Uebelsarm l ^ woher 

# “ a 

Das Gewicht Q'" wirkt auf Bruch in 
C, so als wenn, da zugleich Bruch in A 
und B erfolgt, der Balken in A und B 
frei aufläge. Also ist nach No. 8 
nb^l 
a(l-n) 

hieraus 


P’ -f p" -h Q = p = -A’ -H 

a l-a a(l-a) a(t — a) 


Der Balken kann also eine doppelt so 
grofse Last tragen als wenn er an bei- 
den Enden hlofs unterstützt wäre. 

Ist o = )/ so ist p die kleinste Last, 
die der Balken je zu tragen, vermag 
_ 8^b/. 

“ i~ 

Ist folglich die Last Q auf die ganze 
Länge gleichmäfsig vertheilt, dann ist 

p_ 16 w 6 ä» 

C. Rückwirkende Festigkeit. 

Die rückwirkende Festigkeit kommt zur 


Erscheinung, wenn ein Körper auf eine 
feste Ebene gestellt und auf seinem obe- 
ren Qnerecbnitt so lange belastet wird, 
bis die einzelnen Theile des Körpers von 
allen Seiten sich verbreitern , während 
um so viel die Höhe sich vermindert; 
oder auch, wenn die Höhe gegen die 
kleinste Querschnittsdimension etwa das 
Fnnfzehnfache beträgt, dafs der Körper 
einbiegt und endlich zerbricht. Oie erste 
Erscheinung heifst das Zerquetschen, 
die zweite das Zerknicken. Es ist 
also dieser Angriff der Festigkeit eines 
Kör^rs dem der absoluten Festigkeit 
dnrcD Zerreifsen gerade entgegengesetzt 
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und die erforderliche Kraft für das Zer- 
qaetsrben und das Zerdrücken eines Hör- 
ers wächst eben so wie für das Zer- 
reifsen mit dessen Querschnitt. 

Es existiren mehrere wissonschaitliche 
Untersuchungen über die rückwirkende 
Festigkeit in Beziehnng auf ihr Verhal- 
ten bei Terschiedenen Dimensionen des- 
selben Stofl's, allein alle stimmen mehr 
oder weniger mit den Erfahrungen nicht 
überein und man mnis auf dieselben ror- 
läu&g noch verzichten 

Unter den wenigen Versuchen, welche 
nur existiren werden die von llodgkinsun 
angestellten für die zuverlässigsten ge- 
halten. 

Mosely, übersetzt von Scheffler, II., 
pag. 29ö hat aus llodgkinsons Versuchen 
folgende Resultate aurgeführt: 

Runde Säulen , deren Länge =. lä mal 
dem Durchmesser, die an beiden Enden 
abgerundet sind, zerknicken durch eine 
Belastung fF in preufs Pfunden, wenn 
L die Lange in preufs. Fufsen, d und d* 
äufsere nmf innere Durchmesser in preufs. 
Zollen bedeuten: 

1. Eine volle cylindrhsche Säule ans 
Gufseisen tF = 343581 

(in Zollpfund 32139)PiV 

2. Eine bohle desgl. 

»F = 290771 

(in Zollpfd. = 28040J ^ 

3. Eine volle cylindrische Säule aus 

Schniiedeeisen 

IV = 978301 

(in Zollpfd. = 91512J ^ 1,2 

Wenn die beiden Endflächen eben sind, 
wo dann die Länge L das 30fache des 
Durchmessers d betragen kann; 

1. Eine volle cylindrische Säule von 

Gufseisen »F= 1012541 ^ 

(in Zollpfd. = 94715) ^£,1.7 

2. Eine hohle cylindrische Säule von 

Gufseisen «'=1016181 rf».» _ 

(in Zollpfd. = 95053/’^ yU 

3. Eine volle cylindrische Säule von 
Schmiedeeisen W = 303847 1 

(in Zollpfd.= 28422) 

4 . Eine Volle quadrati.sche Säule von 
Dauziger Eichenholz trocken (Seite = </) 

»'= 252051 ^ 

(in Zollpfd. = 23577/ 

5. Eine volle quadratische Säule von 
Fichtenholz (trocken) 

«'= 179771 ^ 

(in Zollpfd. = 1C8IG)^£,2 


Säulen an einem Ende eben , an dem 
anderen abgerundet, zeigten eine Stärke 
gleich dem arithmetischen Mittet zwischen 
Säulen mit 2 ebenen und Säulen mit 2 
abgerundeten Endflächen. 

In dem Art : BrechungscoefficientNo. 3, 
pag. 404 sind die Coeflicienten für blofses 
Zerquetschen zusammengestellt. Bei Pris- 
men von einer Ilöhe die unter 30 und 
15 mal der kleinsten Querschnittsdimen 
sion liegt, geschieht der Bruch theils 
durch Zerknicken , theils durch Zerquet- 
schen; nun soll das Gewicht P für den 
wirklich erfolgenden Bruch zwischen dem 
durch Versuche ermittelten W und dem 
durch Zerquetschen VF' liegen und zwar 
soll sein (Mo.sely pag. 296, Formel 693} 

vFx vr 

“ H + iVV" 

Diese Formel, welche auch in andere 
technische Bücher übergegangen gibt aber 
Resultate, die aufser der WannscTieiulich- 
keit liegen, z. B. 

Ein Pfeiler von Kiefernholz lOp" stark 
10’ hoch hat nach Formel 5 die Kraft 
für’s Zerknicken; 

10000 

vr= 17977 X 1797700 Pfund. 

100 

Der Coefficient für's Zerdrücken ist 
6300 daher die Kraft zum Zerdrücken 
H" = 630000 Pfd. 

Nun ist 

VF - IF’ _ 1797700 . 630000 
" VF-)-JIF’~ i797700+472Ö00 

= 499000 Pfd. 

also noch geringer als der einfache Co- 
effleient der Zerdrückung die Kraft P 
ergibt. 

Nachstehend sind die Coeflicienten für 
rückwirkende Festigkeit (Kd. I., pag. 405) 
auf Zollpfnnd reducirt. 

Die Kraft gegen di» rückwirkende 
Festigkeit, und, zwar für Zerquetschen 
allein, von einem Körper, dessen Quer- 
.sebnitt 1 □Zoll preufs. beträgt, in Zoll- 
pfunden. 


Apfelbaum 

. . 6267 

Basalt 

. . 27130 

Birke, grün 

. . 4400 

, trocken .... 

. . 6174 

Birnbaum 

. . 6548 

Buchsbanm, trocken . . 

. . 9822 

Eiche, grün 

. . 4303 

, trocken .... 

. . 9167 

Eisen, Gufseisen . . . 

. . 130960 

, Schmiedeeisen 

. . 84190 

Erle 

. . 6640 

Esche 

. . 8700 

Flieder 

. . 8138 
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(iranit 

. 4677 bis 93ü4 

Hainbuche .... 


Kalkstein .... 


Kiefer 


Lerche, grün . . . 


, trocken . . 


Mahagoni 


Marmur 

. 3740 bis 10290 

Mauerziegel .... 

. 4G77 bis 187 1 

Mörtel 


., hydraulischer . 

. . . . 6548 

Pappel, grün . . . 

. . . . 3090 

, trocken . . 


PHainnl>:iutn, ^rün 


, trocken 

. . . . 8J»S0 

Portlandk:ilk . . . 


Kotbbncbe, grün . . 


, trocken . 


Rothtunne .... 


äaiuUlein , stärkster . 

. . . . 9354 

riine 


Walliuir&liauiu . . . 


Zeder 



schieben^' jede» äufseren Masseneleiuents 
= WF, so ist die l.än^'e deren Versehie- 
buni; i" iler Scbieht HJ = IIV und die 
der Srhii'lil KL = KN. 

2. l)er Vorpani; bei dieser Torsions- 
wirkiiiig »inl nun fulgeiuler Art erklärt 
(Mosoly-Scbeffler II., pag. 297): 

Zwei Massentheilchen nt», or, die neben 
einnn<ler gezeichnet sind, sidleii über ein- 
ander liegend gedarbt werden. Da.s untere 



l). Tursionsfestigkeit. 

I. Ist ein cylindrischer Körper mit 
einem Kndqnersrbnitt AH iinrerrüekbar 
berestigt und wirkt an dem anderen Kiule 
KU in Kntfernung L"C = I an der Peri- 
pherie eine Tangentialkrall /*, .«o werden 
die Massentbeile von AH bis l)K von 
der testbleibenden Cylinderaxe ab um 
dieselbe als Drehaxe in Korni von Schraii- 
benwindiingen verdreht, und zwar ist die 
Urüfse der Verdrehung in den einzelnen 
von AH ab nach UK hin genommenen 
Schichten proportional ihren Abständen 
von .4H, und von der Axe ab nach der 
Obertlärhe hin in jedem einzelnen Quer- 
schnitt proportional ihren Halbmessern 
Wenn man daher die Scbranbenlinie 
der (’ylinder-Oberlläche in einer Kbenc 

Kig. C32. 



abwickelt, so erhält mau für dieselbe eine 
gerade Linie AK. Ist die io der Kreis- 
Tinie der Schicht DE gemessene Ver- 


Theilcheu ah wird festgehalten, auf das 
andere wirkt eine Kraft p, dureh welche 
das Theilchen ne nach de gerückt wirtl. 
Sind A lind H die Mittelpunkte der Theil- 
chen, ist H um die Länge HV. = ß nach 
(' gezogen worden und bezeii bnet man 
eine Krall, durch welche die Verrückung 
HC - HA = n wird, mit t so ist 
p-.t = fl in 

also p = ~t (I) 

€t 

llestelien die Flächen ah und ne jede 
ans einer Schicht von » Massentheilchen, 
so sei nt^ T, np = P, und so ist dann 

P= T (2) 

Liegen nun m solcher 
Schichten übereinander und 
mau bringt au die oberste 
eine Kraft Fan, so soll diese 
Kraft P eine Spannung P 
auf die zunächst untere, diese 
wieder eine Spannung P auf 
die ihr folgende und .so fort 
eine Spannung P bis auf 
die unterste Schicht erzeu- 
gen, so dafs in allen .Schich- 
ten einerlei .Spannung = P 
statt lindet. Wäre demnach 
diatiesamuithöhc der Schich- 
ten — h so würde ^ ^ 

sein, mul setzt man fl — h 
so ist P=T (3) 

Hiernach ist die Länge eines Körpers 
für die Torsionswirkung auf denselben 
ganz gleichgültig. Ob also Fig. 632 in 
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D oder iu H diesalbe Kraft F angebracht 
wird, die Wirkung bleibt dieselbe; für 
;> = !< und für ^ = k bleibt also P=T, 
und wenn jede Schicht ein □Zoll Grüfse 
bat und sämmtliche Schichten zusam- 
men ein Prisma von der beliebigen Höhe 
k und 1 GZoll ynerschnitt ausmachcn, 
so wird die für die Verdrehung dieses 
Prisma nm die beliebige l.änge k erfor- 
derliche Kraft T, der Torsionsmodul 
genannt, der eine für Jedes Material con- 
stante (iröfse ist. 

Mit diesem Vortrag -kann man sich 
nicht einverstanden erklären. Denn ge- 
setzt es wären nur die beiden in der nm 
die Peripherie gewundeiien Linie AF he- 
ündlichen Molecüle N und F zu verdre- 
hen gewesen, so ist klar, dals eine viel 
geringere Kraft dazu gehört, das Hole- 
cül i\ auf die Länge KN als das ihm 
gleiche Holecül F auf die gröfsere Länge 
OF fortzubewegen; um so mehr Kraft 
also für die Bewegung sämmtlicber auf 
liie Linie AF vertheilten Molecüle um 
die Längen Ulf, KIV .... f)F. 

In dieser Theorie wird auch der Win- 
kel', der io eiuem Querschnitt von den 
Endpunkten des Verdrehuogsbogens mit 
den Radien gebildet wird, der Torsions- 
winkel genannt: also für den Querschnitt 
L K der Winkel, den die Endpunkte K, N 
des Verdrehnngsbogens KS mit den Ra- 
dien des Cylinders bilden. 

Ist ^ UAF= a. All =1, AD = I, so ist 

der Torsionswinkel in HJ - -i- « , in DE 

I 

r 

Ist A'G” der Querschnitt des Cjlin- 
ders, so ist nach der obigen Bezeichnung 

P=TK^ (4) 

a . 

Ist ABDE (Fig. 633) ein sehr dünner 
(.'yliiidermantel, dessen innerer llalbmes- 
#er = p, die Dicke des Mauteis = Ap, 
also der 'Querschnitt #f = 2npAp; ist i) 
der Bogen des Torsiunswinkels iu DE 
für den Halbmesser = 1, also der Bogen 
selbst = p<), die Länge CC = I, so ist die 
Kraft für die Verdrehung nach Formel 4 : 

P= r-SvpAff-j =2 n T ~ p’ A» (!>) 


!) Festigkeit. 

und das Moment dieser Kraft in Bezie- 
hung auf die Axe des l'ylinders 

Fp = 2nT.-ip='Ap (*i) 

Ist der Cyliiider voll und man deokf* 
sich denselben aus lauter Concentrischeii 
Scheiben Ton der unendlich kleinen Dicke 
A» be.stehend, so erhält man das Mo- 
ment des Cylinderquerschnitts für die 
Torsion 

Pr = 2 7 T /p’ do 

= >tiTjr* (7) 

3. Denselben Vorgang der Torsions- 
wirkung erkläre ich folgendermaarsen : 

Der Winkel (Fig. 632) DAE = « um 
welche die Verschiebung .sämmtlicber auf 
dem ('ylinderniaiitel befindlichen Mas.sen- 
elemente geschehen i.st, sei der Tor- 
siuns w i II ke I, und unter dem Maximum 
dieses Winkels, welches von der jedes- 
maligen Festigkeit des Materials abhängt, 
geschieht der Bruch, d h, die Ablösung 
der äufsereii Molecüle von den zunächst 
unteren, oder wenn man statt des vollen 
Cylinders einen äufserst dünnen ('ylin- 
dermautel sich vorstellt, eine Trennung 
de.s ganzen Körpers innerhalb eines Quer- 
schnitts. 

Denkt man sich den sehr dünnen Cy- 
linderniaiitel ABDE von der Länge / in 
n gleich hohe Schichten gelbeilt, ist HJ 

die erste Schicht im Abstand — / von 

n 

2 

AB, KL die zweite in Entfernung I von 

AB u. s. w. , ist in dem Umkreise HJ 
die Kraft p erforderlich um dessen Mas- 

sentbeile tun die Länge HM = -5- DE ge- 
gen* die des Querschnitts AB zu ver- 
schiehen, so machen die von HJ bis Dt: 
mit HJ zusammenhängenden Theile diese 
Verschiebung ebenfalls mit, ohne Jeilocli 
unter sich verschoben zu werden. Bollen 
nnii die Ma.s.seiitheile in der Schicht KL 
ebenfalls um die Länge HM gegen die 
m HJ betindlicben Massentheile, also um 
die Länge •2HM = K.\ gegen die Massen- 
theile in AB verschoben werden, so ist 
noch eine Tangentialkraft p in KL er- 
forderlich, oder eine Kraft = 2p in KL 
allein tbätig. So fortgescblossen ergibt 
für die Verschiebung der Masseutbeile iu 
DE um die Länge DE = n - HM eine 
Kraft P—nf tangential in DE, mit wel- 
cher allein thätigen Kraft die Ver- 
drehungen sämmtlicber Massentheile des 
Mantels von AB bis DE geschehen 




Digitized by Gopgl 



Fpsligkeit. 


9G 


Festigkeit. 


Fm also in dem Material des Quer- 
schnitts AH die Spannung herrorzubrin- 
gen, welche mit der Verdrehung der dar- 
über hehndlicheii Massentheile um einen 
Torsionswinkel « verhunden ist, bleibt 

es gleich ob man im Abstand — / die 

n 

Kraft — P oder in dem Abstande / die 

n 

Kraft P wirken läfst. 

Ist p die Kraft in HJ fürs Maximum 
von II und also zugleich die Spannung 
p' in AH für den Bruch, und wirken auf 
die weitere Länge des (’ylinders keine 
anilereu Kräfte, so wird wie schon oben 
gesagt, der Cylinder auf diese weitere 
Länge DH mit um den « gedreht ohne 
irgend eine Spannung zu erleiden. Soll 
nun in KL eine Drehung um den ^ix 
geschehen, so mufs nothwendig in KL 
ebenfalls eine Tangentialkraft p ange- 
bracht werden, von welcher wiederum der 
Cylinder von K bis D nicht afficirt wird. 
Dagegen übt diese Kraft p auf den Quer- 
schnitt HJ eine Spannung p' auf Bruch, 
und das.selbe geschieht wenn in HJ die 
Kraft p fortgenommen und in KL eine 
Kraft 2p angebracht wird. 

Ist somit auf der mten Schicht das al- 
leinige (iewicht mp thätig und man bringt 
auf die (m -f l)te Schicht noch das Ge- 
wicht p, so nehmen die ersten (m + 1) 
Schichten Theil an der Torsion und jede 
einzelne Schicht bis zur mten erhält die 
Spannung p’ für den Bruch; dasselbe ge- 
schieht wenn man die Kraft mp von der 
mten auf die m -f Ite Schicht Dringt, .so 
dals dort (m -f- l)p allein wirken. 

Es hat also seine vollkommene Rich- 
tichkeit, dafs die Welle bei jeder belie- 
bigen Länge, sobald das eine Ende der 
selben hcmstigt und das andere Ende 
von einer Tangentialkraft P angegriffen 
wird in allen Querschnitten einerlei Span- 
nung zum Bruch erhält; dagegen ist jede 
einzelne Spannung der freie L'eberscnufs 
der Kraft aus der Spannung des Quer- 
schnitts gegen die Spannung des nnmit- 
telhar vorhergehenden Querschnitts. Die 
zu Hervorbringnng aller der Spannungen 
erforderliche Kraft selbst aber wächst 
mit der Länge der Welle. 

Wird die Kraft P in DE allmählich 
bis zum Maximum vermehrt, so pflanzt 
sich deren Wirkung bis zum Befestigungs- 
Querschnitt AB fort, und da nun hier 
(las Material elastisch nicht nachgeben 
kann, so erfolgt auch der Bruch in AB. 
Durch augenblickliche starke Ver- 
grölserung von P dagegen wird der ^ n 
111 der Nahe von DE schneller vergrü- 


fsert als die Fortpflanzung der Kraft P 
bis zu AB geschieht, und der Bruch er- 
folgt zwischen AB und DE und diesem 
Querschnitt um so näher, je schneller die 
Vergröfserung der Kraft erfolgt. 

Die Festigkeit gegen die Torsion ist 
von der Elasticität des Materials abhän- 
gig, erfordert eine ähnliche wissenschaft- 
liche Behandlung; man bat daher auch 
für dieselbe einen Modul, den Torsions- 
modul eingeführt, und dieser ist dann 
diejenige Kraft, welche erforderlich wäre 
die in der Oberfläche von 1 □" Quer- 
schnitt liefindliche Massentheile einer 
Schicht von der Höhe 1 Zoll um diese Hübe 
1" zu verschieben, oder um die auf einen 
Qiiadratzoll einer Cylinderoberfliche von 
einem Zoll llalbmes.ser vertbeilten Mas- 
seiielemenle einen Zoll weit im Umfang 
um die Axe herumziidreheii wenn die 
Elasticität dies zuliefse. 

4. Nach diesem Vortrage (3) hat man 
nun nachstehende Folgerungen. 

Wenn in dem Cylindermantel ABDE 
von einer unendlich geringen Dicke und 
AC = 1 Zoll Halbmesser nie Länge AH 
= AC' = 1 Zoll und der ^ « = 45 , also 
HM — AH = I Zoll ist, so hat man in der 
in HJ angebrachten Tangentialkraft p, 
um einen in dem Querschnitt JH des 
Mantels befindlichen Flächenraum von 
1 DZoll auf die Bogenlänge HM von 1 
Zoll zu verdrehenden Torsionsmodul T. 

Die Torsionsfestigkeit wirkt nun senk- 
recht um eine Drehaxe wie die respec- 
tive Festigkeit, und daher kann man 
schliefsen, dafs der Torsionsmodul zu dem 
Elasticitätsmodul sich verhalte wie der 
Coefficient der respectiven Festigkeit zu 
dem der absoluten Festigkeit in Bezie- 
hung auf einerlei Material. 

Dieser Torsionsmodul wird aber eben 
so wenig in irgend einem Material er- 
reicht als der Elasticitätsmodul, der Bruch 
erfolgt schon bei einem kleineren Win- 
kel n. 

Für diesen Z ist dann nach Obigem 

die Kraft in H 

c* 2« _ 

»’=45‘-^ = r^ .W 

In D ist dann die Kraft 

P= ~ IT (S) 

17 

Ist der Halbmesser AC des Cylinder- 
mantels = r, so geschieht beim Torsions- 
winkel « die r fache Verdrehungslänge, 
folglich ist die Kraft in H 
2o — 

p = _ rT (10) 
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und die Kraft in D 

P=-rlT ( 11 ) 

n . 

Fnr die Verdrehung einer Fläche von 
KQZoIl gehört in allen vorigen Fällen 
die Kfache Kraft. 

Hat, wie ad 2 betrachtet worden, der 
hohle Cylinder den inneren Halbmesser 
p, die Mantetdicke Ap, »o ist in Formel 5: 

A'=2npAe *0 H die Kraft 

Sn ... 

F = — e • 2np A? T=4« e* A? 7 (12) 

und deren Moment statt Formel 6 

j>p = 4np’Ap7 (13) 

Für die Kraft in D mufs in den For- 
meln 18 und 13 das /fache genommen 
werden.' 

Ist der Cylinder vom Halbmesser r 
voll, so hat man das Moment der Kraft 
in D statt Formel 7 

Pr =■ ittlT fr* tir = (tr*lT (14) 

und wenn P an einem Stirnrade oder 
einer Scheibe vom Halbmesser R in Ent- 
femnng / rom Befestigungsquerschnitt 
angebracht ist 

PR=ttr*lT (15) 

_ 5. So wie man ans versncLsweiser Ver- 
längemng von Stäben verschiedener Di- 
mensionen dnrch angehängte Gewichte 
den Elasticitätsmodul findet (s. Elastici- 
lät Ko. 8) so findet man ans Versuchen 
mit Wellen den Torsionsmodul: 

Ans Gleichung 13 hat man nämlich 
PR 


T = 


n Ir* 


(16) 


Hat man nun dnrch einen sorgfältigen 
Versuch für eine Kraft P an dem He- 
belsarm /{Zoll die Verdrehung eines mar- 
kiiten Punkts D in der Peripherie der 
Wellenstirnfläche DK vom Halbmesser 
Ci) = r Zoll = einem Bogen i)F= 5 Zoll 
gefhnden, so ist der Bogen daselbst für 

den Halbmesser = 1 Zoll = ^ = — . 

Weier Bogen gehört nun angleich zu einem 
Kreis von dem Halbmesser CC = / Zoll, 
und wenn man CA = Aa=i Zoll setit, 
von dem Mittelpunkt A. Es ist mithin 
der Bogen HM = 

b 


and 


T = 


rl 

T 

rl 


PR 

l‘r* 


-S <”> 


Uebtigens wird der ad 4 gedachte Zu- 
sammenhang zwischen dem Torsionsmo- 

m. 


dul und dem Elasticitätsmodul allgemein 
mit Cauchy festgestellt, dafs für jedes 
Material T = jE, d. h. der Torsionsmo- 
dul ist = } des Elasticitätsmoduls. 

G. Der Coefficient für den Bruch durch 
Torsion ist, wie ad 4 schon bemerkt, klei- 
ner als der Torsionsmodul und hat wie 
dieser denselben ad 4 gedachten Zusam- 
menhang mit dem Coefficienten der re- 
spectiven Festigkeit. Aus diesem Grunde 
ist dem Torsionsbrechungscoefficient r 
der Coefficient n der respectiven Festig- 
keit zu Grunde gelegt und man nimmt 
nach Cauchy r = Jn. 

Es ist hier r die Kraft, welche im Stande 
ist eine Schicht von 1 □Zoll Fläche über 
die zunächst untere Schicht so weit zu 
verschieben, dafs Bruch erfolgt. 

Gesetzt der Querschnitt AB, Fig. 632, 
erhalte die Spannung für den Bruch, so 
beginnt dieser an der Oberfläche um die 
Axe und pflanzt sich nach und nach bis 
zur Axe fort. Es ist demnach in dem 
Umfange für ein GZoll Oberfläche die 
Spannung = r, in der Entfernung p von 

der Axe augenblicklich = — r und wenn 

der Umfang vom Halbmesser p die sehr 
kleine Höhe Ap bat, also die Fläche 
2opAp enthält, so ist die Spannung in 
diesem Umfang 

2np Ap ■ I = 2v ^ Apr 

und deren Moment in Beziehung auf die 
Axe 

W = 2n ^ Apr 

das Moment der Kreisebene vom Halb- 
messer p daher 

^=:Sn-—/„*bo=ln^ i 

r ' ' r 

und das Moment der Spannung für deu 
Bruch l>eim Halbmesser r: 

Vl = ^^^^* 

Bezeichnet p die Kraft in HJ in Ent- 
fernung BJ — ] Zoll an dem Halbmesser 
R so ist das Moment der Kraft gleich 
dem des Torsionswiderstandes 

pÄ = r r’ 

und wenn die Kraft P=lp in D ange- 
bracht ist 

^ R = ^n it* 

Fignr ist eine begrenzte Fläche, die 
Grenzen sind Linien und heifsen Seiten 
der Fi^r. Ist die Fläche eine Ebene, 
so heilst die Figur eine ebene Figur, 
ist sie eine uuebene Fläche, eine unebene 
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oder krammflichlge Fignr. Von 
den letzteren Figuren werden nur dieje- 
nigen betrachtet, welche auf der Kugel- 
oberfläche von Kreislinien als Seiten ein- 
geschlossen werden. Zwei zusammen- 
treffende Seiten bilden einen Umfangs- 
winkel; jede Figur hat also so viele L’m- 
fangswinkel als Seiten, die Scheitelpunkte 
der Umfangswinkel heilsen Ecken. 

Die ebenen Figuren sind geradlinige, 
wenn sie von lauter geraden Linien, 
krummlinige wenn sie von lauter 
krummenLinien,gemisch 1 1 inige, wenn 
sie theils von geraden, theils von krum- 
men Linien begrenzt werden. 

Krummlinige Figuren sind der 
Kreis, die Ellipse und die von Kreis- 
und elliptischen Bogen eingeschlossenen 
Figuren; man kann zu ihnen auch die 
durch vollständige einmalige Abwicke- 
lung einer Epicycloide und einer Ilypo- 
cycloide auf ihren Orundkreisen begrenz- 
ten Ebenen rechnen. 

Gemischtlinige Figuren sind alle 
Segmente und Sectoren von Kreisen, 
Ellipsen und anderen Curven. 

Die geradlinigen Figuren werden 
nach der Anzahl der sie begrenzenden 
Seiten bezeichnet mit dreiseitige, 
vierseitige u. s. w. Figuren, die 
mehr als 4 Seiten habenden Figuren wer- 
den mit dem gemeinschafllichen Namen: 
vielseitige Figuren belegt. Da jede 
Figur so viele l’mfangswinkel als ein- 
schliefsendo Seiten hat, so nennt man 
sie nach der Anzahl der mit den .Seiten 
gleich vielen Ecken kürzer: Dreiecke, 
Vierecke, Fünfecke .. . Vielecke. 

Figuren sind gleichseitig, wenn 
sie lauter gleiche Seiten haben, wie der 
Ithombus, das Quadrat; gleichwinklig, 
wenn sie lauter gleiibe l’infaiiuswiukel 
haben, wie das Qiiatlrat, das Kecliteck. 
(ileichseitigo und gleichwinklige Figuren 
heifsen regelmäfsige Figuren. 

Figuren, auch von verschieden vie- 
len Seiten, die einen f^leichen Flächen 
Inhalt einnehmen sind einandergicich. 
Eine Figur construiren, die einer gege- 
benen anderen von mehreren Seiten oder 
von überhaupt anderer Form gleich ist, 
heifst die gegebene Figur verwandeln. 
In dem Art.: Constrnctionen aus 
der Elementargeomctrie finden sich 
mehrere Beispiele davon 

Figuren sind einander ähnlich, 
wenn sie durch gleichliegende Diagona- 
len in gleichliegende ähnliche Dreiecke 
zerlegt werden können. 

Figuren sind einander congruent, 


wenn die eine F. in eine solche Lage 
gebracht werden kann, dafs sie mit ihrer 
Begrenzung die der ersten Fignr in allen 
Punkten deckt. 

Figurirte Zahlen sind Zahlenreihen, 
deren Gesetz für die Fortschreitung im- 
mer eine gerade regelmäfsige Fignr_(ein 
Polygon), oder ein regelmäisiger Körper 
(ein Polyeder) zn Grunde lie^ und die 
nach der Anzahl der Ecken dieser Flä- 
chen und Körper ihren Namen erhalten. 

Den dreieckigen Zahlen liegt das 
Dreieck, den viereckigen Zahlen das 
Viereck, überhaupt den neckigen Zah- 
len das flfock zu Grunde und diese Zah- 
len heifsen deshalb auch viel eckige 
Zahlen, Polygonalzahlen. Dieje- 
nigen fignrirten Zahlen, denen ein regel- 
mäfsiges Polyeder zu Grunde gelegt wird, 
werden gewöhnlich Polyedralzahlen 
genannt. 

I. Die Polygonal- oder vielecki- 
gen Zahlen 

I. Es sei ABC ein regclmäfsigcs Drei- 
eck, deren Seiten AB = AC = BC = 1 sind; 
die Anzahl der Eckpunkte A, B, C = 3 
bildet die Grundzahl der dreieckigen Zah- 
len. Um die folgende dreieckige Zahl 


Fig. 635. 



zu erhalten verlängert man die Seiten 
Alt, AC um die Längen BO - CE= \, 
zieht OK, so ist AI) — AE = OE = 2. Nun 
sollen die für die zweite Zahl neu hin- 
znkominenden Punkte den gleichen Ab- 
stand = 1 von einander erhalten , folglich 
ist in OE = i noch ein mittlerer Punkt 
E zn setzen, hierzu die Punkte I), E, 
gibt die folgende dreieckige Zahl = 3 + 3=6. 

Verlängert mau wieder die Seiten AO 
und AE uni die Längen DG=EH=\, 
zieht (III , so i.st (III = 3 ; es sind dem- 
nach in (tu die beiden Punkte J, K in 
gleichen Ab.ständen =1 eiuzusetzen, zu 
den vorigen C Punkten kommen die 4 
Punkte G, J, K, II hinzu und die fol- 
gende dreieckige Zahl ist 6-1-4= 10. So 
wird die uäch.stfolgende 10-1-5 = 16, die 
uächstkommende 15-)- 6 = 21 u. s. w. 
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Für die Bildung der Tollständigeu Zah- 
lenreihe stellt man sich vor, dafs die bei- 
den Seiten AB and AC nach A hin im- 
mer mehr abnehmen, so dafs beide Punte 
B, C endlich in dem einen Punkt A ver- 
schwinden, und somit ist die erste drei- 
eckige Zahl und überhaupt jede erste 
«eckige Zahl = l. 

Die Reihe der dreieckigen Zahlen ist 
demnach 

I • 3 • 6 • IO • 15- 21 

Man sieht, wie auch aus der Bildnngs- 
weise der auf einander folgenden Zahlen 
hervnrgeht, djifs diese Reihe eine arith- 


metische Reihe der zweiten Ordnung ist 
(s. Arithmetische Reihe, pag. 122, 
mit der Bezeichnung). Deren Differen- 
zenreihen sind 

2-3. 4*5 

1 1 1 

Es ist also hier R = l, A = i, d=l 
daher nach der Formel 

R + + (1) 

das nte Glied der Reihe — **•(*+ 1) 

1 - 2 

Nach der Formel (pag. 128, rechts) 


• ’ " ' ^ 1-2 . 3 • 


1 


1 


( 2 ) 


s = ; 


wo« = R=l; o, = A = 2; a,=d = i 
ist die Summe der ersten « Glieder der 
dreieckigen Zahlen 

-I- J)(^-|-_2) 

1 • 2 3 

2. Es sei A BCD ein regelmäfsiges Vier- 
eck (Qnadrat> von den Seiten AB- AD 
~BC=CD= 1; die Ecken desselben lie- 
fern 4 Punkte als Grundzahl 4 der vier- 
eckigen Zahlen ; das durch Verlängerung 
der Seiten AB und AD um BE= uG= 1 
entstehende zweite Quadrat AF.FG lie- 
fert inr 2tcn Zahl noch die 5 Punkte in 

Fig. 636. 


Fig. 637. • 



£F, FG und die 2to viereckige Zahl ist 
4 + 5 = 9. Die dritte Zahl erhält in HJ, 
JK noch 7 Punkte und cs ist die 3to 
viereckige Zahl = 0 +- 7 = 16 u. s. w. 
Die erste Zahl ist wie bei den dreiecki- 
gen Zahlen = 1 also wird die nte Zahl 
= »’. Die Summe der ersten «Zahlen 
■ird nach Formel 2, wo 
* = fl=I; a,=/4 = 3; o,=d=2 i.st 
c_ »("+ I) (2«+ I) 

1-2 . . 3 

3. Es sei ABCDE ein regelmäfsiges 
Fünfeck, die 5 Eckpunkte liefern die 
Grandiahl 5 für die fünfeckigen Zahlen; 



zur folgenden Zahl liefern die Seiten 
F(l, OH, HJ noch 7 Punkte, zur näch- 
.kten die Seiten KL, LM, MN wieder IO 
Punkte; die folgenden vierten nicht ge- 
zeichneten 3 Seiten liefern 4 Eckpunkte 
+ 3x3 Seitenpunkte = 13 Punkte, die 
fünften 3 Seiten liefern 4 Eckpunkte 
+-3x4 Seitenpunkte = 16 Punkte u. s. w. 
Die «ten 3 Seiten liefern 4 Eckpunkte 
-t-3x(n- 1) Seitenpunkte =3« -f 1 Punkte ; 
die Reihe der fünfeckigen Zahlen ist also 
1 • 5- 12 -22 ■35 -51 ... 

Da« nte Glied ist nach Formel 1, wo 

«= 1. A = i, d = 3 ist V 

1-2 

Die Summe der ersten « Glieder 
.S = D*’(n+ I) 

4. Auf dieselbe Weise findet man die • 
6, 7, 8, 9 — «eckigen Zahlen. Bd. I., 
pag. 252 sind die lOeckigen oder Deca 
gonalzahlen aus Fig. 556 abgeleitet. 

Die allen Polygonalzahlen gemein- 
schaftliche Reihe ist 

l-2 + d.3 + 3d.4 + 6d-5+10<l 

Das allgemeine nte Glied ist 

« + fn (« - 1) rf = « J^l+ dj 


Pi, 7^1 ijy GOO^IC 


7* 
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Die Somme der ersten ii Glieder ist 

(n + 1) + kn (« + 1) (« - I) ‘ ''] 

Für d=l entstehen die dreieckigen Zahlen 
für </ = 2 „ , viereckigen , 


für </ = n — 2 , , n eckigen , 

Die vieleckigen Zahlenreihen lUsammengestelU, ergeben detunach; 
dreieckig !• 3< 6 •10.,.. 


viereckig ,1 • 4- 9 • IG 
fünfeckig I • 5 • 12 • 22 . 

.«ech.«eckig I • G • 15 • 28 . 

siebeneckig 1 • 7 • 18 • 34 . 

achteckig 1 • 8 • 21 • 40 




’ 1-2 . 3 

)ii(3s- l)j S= 1) 


«.(ti+l)(4n- I) 


1 • 2 


3 


» 1 ( 2 «- 1 ); = 


i«(5«-3); = 

1 • 2 • 3 


.. m(3w- 2); .S=^»i(i» + l)(2#i- 1) 

iieuneckig !• 9 • 24 • 40 l«(7«-5}; ^ " 3 ~^ 

zehiieckig 1 • 10 • 27 • 52 n (4n - 3); .S = ** j ^ 


Fig. G38. 



Band II., pag. 321 befindet sich 
noch ein kurzer Artikel über die 
zwölfeckige uder Dndekagonalzahl. 

II. Die Po I yed ralzahle n. 

Es sind diejenigen figurirten Zah- 
len, denen die regelmäfsigen Po- 
lyeder zu (irunde liegen und zwar 
in derselben Weise durch die Sniii- 
mirung der Eckpunkte, welche mit 
der ein- und mehrmaligen Verlän- 

B der Polyedersciten von Neuem 
reten. 

Es gibt nur 5 regelmäfsige Po- 
lyeder und demnach auch nur 5 
verschiedene Polyedralzahlen. 

I. Die Tetraedralzahlen. 

2. Die Octaedralzahlen. 

3. Die Icosaedralzahlen. 

4. Die Uexaedralzahlen. 

5. Die Dodekaedralzahlen. 

Die erste jeder Polyedralzahlen ist wie 
die erste Jeder Polygonalzahl und ans 
,dem dort angeführten Grunde = I ; die 
zweite ist die Anzahl der dem betreffen- 
den Polyeder zugehörigen Ecken. 

1. Die Tetraedralzahlen. Das Te- 
traeder wird begrenzt durch 4 Dreiecks- 
flächen mit 6 Kanten und 4 Ecken, von 
denen jede 3 Dreiecksflschen begreift. 

Es sei abcd ein Tetraeder, dessen Sei- 
ten oder Kanten-oö, ae, ad, bd, br, cd 
= 1 sind, so bilden die 4 Ecken a, b, r, d 
die 4 Punkte für die Grundzahl 4. 


Verlängert man nun die 3 Kanten ab, 
ac, ad um die gleichen Längen = 1, so 
dafs sämmtliche G Kanton ae, af, ag, ef, 
*J. fs = werden , so erfordern die letz- 
ten 3 Kanten noch jede einen Punkt a 
in ihrer Mitte. Es sind also zu der drit- 
ten Tetraedralzahl hinzugekommen 3 Eck- 
punkte e, f,g + 3 Kantenpunkte o; mithin 
ist die Zahl = 4 -f- 2 x 3 = 10. 

Verlängert man die 3 Kanten wieder 
um die Länge 1, so dafs die Kanten ab, 
ai, ak, bi, bk, ik = 3 werden, so erfor- 
dern die 3 letzten Kauten jede 2 mittlere 
Punkte ß; es sind also zur 4ten Tetrae- 
dralzahl hinzugekommen 3 Eckpunkte b, 
i, k und 3x2=^G Kanteupunkte ß. 
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Jede der drei sichtbaren Dreiecksebenen 
bat nun 4 Reihen Punkte, s. B. die Ebene 
oAi; die Reihe a mit 1 Punkt, die Reihe 
kc mit 2 Punkten, die Reihe ef mit 3 
Punkten und die Reihe ki mit 4 Punk- 
ten. Die untere, nur in den 3 Kanten 
ki, kk, ik sichtbare Ebene hat in der 
obersten Reihe k einen Pnnkt, die zweite 
Reihe ßß mit 2 Punkten, die dritte Reihe 
ß'ß' nur mit 2 Punkten, die Reihe ik 
wieder mit 4 Punkten^ es fehlt also in 
der Mitte zwischen ;i'ß’ ein Punkt, und 
dieser eingesetzt entsteht die 4t'e Tetrae- 
dralzahl 10 3 + 3 x 2 + l = 20. 

Verlängert man wiederum, zieht die 
mit ki, ik, kk parallelen Kanten, so kom- 
men hinzn 3 Eckpunkte, in jeder der 
neuen Kante 3 Punkte also 3x3 Kan- 
tenponkte. In der nengebildeten unte- 
ren Ebene aber fehlen anfser dem zu ß’ß' 
gehörenden einen mittleren Punkt die in 
der mit ik correspondirenden Reihe die 
beiden mit ß, ß correspondirenden Mit- 
telpunkte. Es sind also zu der öten Te- 
traedralzahl an Punkten hinzugekommen: 
3 Eckpunkte, 3x3 = 9 Kantenpunkte und 
3 Flächenpnnkte und diese 5te Zahl ist 
20 + 3-l-9-|-3 = 35. 

Zur 6ten Tetraedraizahl kommen hinzu 
3 Ecl^nnkte + 3 x 4 = 12 Kantenpunkte 


+ (1 + 2 -t- 3) = 6 Flächenpunkte und die 
Zahl ist 35 -I- 3 -I- 12 + 6 = 66. 

Zur Bildung der Tetraedralzahlenreihe 
kommen zu jeder unmittelbar vorherge- 
henden Zahl 


zur 

Iten 

die Zahl 1 

n 

2ten 

n 

1* 

3 

n 

3ten 

n 

w 

2x3 = 6 

• 

4ten 

n 

n 

3 X 3 -fl = 10 

n 

5ten 

n 

n 

4 X 3 -1- (1 -1- 2) = 15 

n 

6ten 

n 

9 

5 X 3 -1- (1 -f 2 + 3) = 21 

1» 

Ilten 

«* 

n 

(i.-I)3-|-K"-2)(n-3) 


= in(n-H) 


Diese Zahlen bilden die erste Differen- 
zenreihe; 

1 - 3 -G - 10 - 15.21 + 

die zweite Differenzenreihe ist; 

2.3.4-6.6.... 
die letzte ; I • I * 1 • 1 . . . . 

Die Tetraedralzahlen bilden also eine 
arithmcti.scbe Reihe der 3tcn Ordnung, 
und diese ist 

1.4.10.20.35 + l)(»+2) 

Die Summe der ersten n Glieder ist 
nach der Formel Bd. 1., pag. 128. 


_ M , «.(»-!) . i*.(«-l)(n-2) _ , l«•(lI-l)(n-2)(n-3)_ 

® = 1-2 : 3“’“*+ 1-2 . 3 . 4 “* 


wo is=li rt,=3; <s, = 3; öj = l ist; mithin 
. „ _ « • (» + 1) (» + 2) (» -I- 3) 

■ ® " 1.2 . 3 ' . 4 

2. Die Octaedralzahlen. Das Oc- 
taeder wird begrenzt dnrch 8 Dreiecks- 
ffäcben, 12 Kanten und 6 Ecken, deren 
jede von 4 Dreiecksflächen gebildet wird. 


die Seitenansicht desselben, mit welcher 
eine Fläche der unteren Hälfte sichtbar 
wird. Das Octaeder abcdea’ habe die 
Kanten = 1 , so liefern die 6 Ecken die 
zweite Octaedralzahl 6. 

Mit der Verlängerung der Kanten bis 
' g, k, i um die Länge = 1 entsteht das 



Fig. 639 sei das (halbe) Octaeder mit 
der einen Ecke a in der Mitte, Fig. 640 

Fig. 039. 


Fig. 640., 
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neue Oelaeder aa", es kommen also an 
Pnnkten hinzu 5 Eckpunkte f, g, k, i, a"; 
die 4 Kantenpunkte « in dem Quadrat 
fgki, welches der unteren Pyramide gia" 

g emeinschaftlich ist; ferner die in den 
kanten ja", fa", ha", in" noch erforder- 
lichen 4 Kantenpunkte 6’, c, d’, e', zu- 
sammen 2 X 4 = 8 Kantenpunkte nnd die 
3te Octaedralzahl ist 

e-l-Si-2x4=l9 

Bei abermaliger Verlängerung der Kan- 
ten nach k, l, m, n entsteht das dritte 
Octaeder aa'". Es kommen hinzu die ä 
Eckpunkte k, I, m, n, a"’; die 8 in dem 
den neiden Pyramiden gemeinschaftlichen 
Quadrat befindlichen Kantenpunkte ß nnd 
cUe in den 4 unteren Kanten noch feh- 
lenden mit b und j etc. correspondiren- 
den 8 Kanteimnnkte b", g"; c'\ f"; d", 
i"; e", k". Endlich 4 Flächenpunkte a' 
in den unteren 4 Dreiecksflächen in den 
IBtten zwischen g", f"; f", i"; t", h" und 
k”, g", welche den oberen 4 Punkten n 
entsprechen nnd mit der Projection von 
a" (Fig. 640) zusammenfallen. Mithin 
kommen hinzu; .l Eckpunkte -1-4x4 Kan- 
tenpnnkte -f 4 Flächenpunkte, nnd die 
4te Octaedralzahl ist 

19 + 5 + 4x4 4 4 = 44 
Bei nochmaliger Verlängerung kom- 
men hinzu 5 Eckpunkte, 4x3 Kanten- 
punkte (;} in dem neuen gemeinschaft- 
lichen Quadrat, und die in den unteren 
4 neuen Kanten noch fehlenden, mit b, 
g, I correspondircnden 4x3 = 12 zusam- 
men 6x4 Kantenpnnkte; endlich in den 
4 neuen unteren Dreiecksfläcben 4 Punkto 
n" und 2x4 = 8 Punkte ,4", zusammen 
3 X 4 = 12 Flächenpunkte, überhaupt also 
5 + 6x4 + 3x4 = 41 Punkte; 
daher die 5te Octaedralzahl =44 + 41 = 85. 

Zur Bildung der Octaedralzahlenreibe 
kommen zu jeder unmittelbar vorherge- 
henden Zahl 
znr Iten die Zahl 1 


s 9ten , 
, 3ten . 
, 4ten , 
, 5ten , 
, fiten , 


. 6 

, 5 + 2x4 = 13 

, 5 + 5x4 = 25 

, 5 + 9x4 = 41 

, 5 + 14x4 = 61 


, Uten , 


5 + 


(ii-9)(i. + l) 
1-2 


= 2i» (» - 1) + 1 

Diese Zahlen bilden den Octaedralzah- 
len die erste Differenzenreibe 


1 • 5. 13 -25 -41 • 61 ....2n(n- 1)+ 1 
Die zweite Differenzenreihe ist 


4 • 8 • 12 . 16 • 20.... 
die letzte: 

4 • 4 • 4 • 4 

Die Octaedralzahlen bilden also eine 
Reihe der 3ten Ordnung und diese ist 

1 • 6 • 19 . 44 • 85 • 146 Jn (2»» + 1) 

Die Summe der ersten n Glieder nach 
der Bd. I., pag. 128 aufgeführten Formel 
für x’ = S 

wo n=l; a, = % n, = 8; a, = 4, ist 
mithin 

.S = i« (» + 1) («» + n + 1) 

3. Die Icosaedralzahlen. Das Ico- 
saeder wird begrenzt durch 20 Dreiecks- 
flächen, 30 Kanten und 12 Ecken, deren 
jede von 5 Dreiecksflächen gebildet wird. 

Die Grundzahl der Icosaedralzahlen ist 
die Anzahl der Ecken = 12. 

Es sei A eine der 12 Ecken mit den 
5 regelmäfsigen Dreiecken Aaa,^ deren 
Seiten oder Kanten Aa nnd aa ^1 sind. 
Bei der Verlängerung der Kanten Aa bis 
b, so dafs Ab ^ bb = 2 .wird, entsteht ein 
neues Icosacder, in welchem nur die eine 


Fig. 041. 



Ecke A mit dem ersten gemeinschaftlich 
ist, folglich kommen hinzu 12 - 1 = 1 1 
neue Eckpunkte. Von den 30 neuen 
Kanten haben nur die 5 Kanten Ab einen 
mittleren Punkt a, die übrigen 30-5 = 25 
Kanten erhalten also noch 25 mittlere 
Punkto wie c in 65, mithin kommen für 
die 3to Icosaedralzahl hinzu 11 + 25 = 36 
Punkte und die Zahl ist 12+ 36 = 48. 

Bei einer wiederholten A’erlängemng 
der Kauten nm bd entsteht ein 3tes Ico- 
saeder, dessen einzige gemeinschaftliche 
Ecke mit dem vorigen ist A, mithin kom- 
men hinzu 1 1 neue Eckpunkte. Von den 
neuen Kanten haben nur die 5 verlän- 
gerten Kanten Ad 2 mittlere Punkte o, 
6, folglich kommen hinzu 25 x 2 = 50 
Kantenpnnkte e. Endlich haben nur die 
5 Dreiecksflächen den einen mittleren 
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Flsehenpankt c, mithin kommen hinzu 
nofh 20 - 5 = 15 Dreiecksflächen jede mit 
einem Mittelpunkt, sind 15 Flächenpunkte. 
In Summa kommen hinzu ll-(-50+15 
= 76 Funkte und die -tte Icosaedralzahl 
ist 48 + 76= 124. 

Bei abermaliger Verlängerung der 5 


Kanten Ad entsteht ein 4tes Icosaeder; 
für dieses kommen hinzu 11 Eckpunkte, 
25 X 3 = 75 Kantenpunkte und 15 x 3 = 45 
Flächenpunkte, in Summa 11 + 75 + 45 
= 131 und die 5te Icosaedralzahl ist 
124 + 131 = 265 n. s. w. 

Die Reihe der Icosaedralzahlen ist 


1 . 12 . 48 • 124 • 255 

II • 36 • 76 • 131 (Ite Diflferenzenreihe) 

25 • 40 • 55 (2te Differenzenreihe) 

15 • 16 • 15 (3te Differenzenreihe) 

Das nte Glied der IcosaedraUahlen ist nach der Formel Bd. I., pag. 122: 

^ - 1 „ («- l)(a- 2) ("-l)(” -2)("-3) ^ 

C + —j—B+ j ; j -^+ 1.2.3 


«0 C = I , ß = 11, .4 = 25 und d = 15 ist; 
also ates Glied = 4a (öa’ — 5« + 2) 

Die Summe der ersten »Glieder nach 
der Bd. 1 , pag. 128 anfgestelten Formel 
wo o = 1 , n , = 1 1 , o, = 25 ; o, = 15, ist 
mithin S = j*i» (1 5»* + 10»* - 3» + 2) 

4. Die II e xaed ralzahle n. Das Hexa- 
eder oder der Cubus hat zur Begrenzung 
6 Vierecksflächen, 12 Kanten und 8 Ecken, 
deren jede Ton 3 Vierecksflächen gebil- 
det wird. Es sei ABCI), Fig 636, eine 
der Vierecksflächen, deren Seiten = 1 
sind; die im Abstande = 1 darunter be- 
findliche Fläche sei A’H'C'D' dann sind 
die 4 Seitenflächen mit welchen diese 
beiden Grundflächen verbunden werden 
.t.l', RB'. BB'CC, CC'ÜD’ und ,4/172«'. 
Die 8 Ecken .4, ß, C, ü, A', B‘, C, «' 
bilden die Grundzahl 8 der llexaedral- 
uhlen. 

Verlängert man die 3 Kanten AB, Al), 
.1.1' um 1 bis AE, AG, AA" und man 
vollendet das dazugehörige Hexaeder 
AEE(jA"E' f''(l", so ist mit diesem die 
einzige Ecke A des ersten Hexaeders ge- 
meinschaftlich. Zu der 3ten Hexaeder- 
lahl kommen also hinzu 7 Eckpunkte. 
Von den 12 Kanten haben nur die 3 Kan- 
ten AE, AG und AA" schon die Mittel- 
nnkle B, D, A' , folglich erhalten von 
en übrigen 9 Kanten jede einen Punkt 
a und es kommen hinzu 9 Kantenpnnkte. 
Ferner haben nur 3 Flächen einen Mit- 
telpunkt wie C, nämlich die Fläche AEFG 
den Punkt C, AEA"E" den Punkt R‘ 
und die Fläche ACA 'C ” den Punkt 
folglich erhalten von den übrigen 3 Flä- 


chen noch jede einen Mittelpunkt und es 
kommen hinzu 3 Flächenpunkte, die 3te 
Hexaedralzabl ist demnach 
8 + 7 + 9 + 3 = 27 

Verlängert man wieder bis All, AK, 
AA'", so kommen zur 4ten Hexaedralzabl 
hinzu 7 Eckpunkte; 9 Kanten jede mit 
2 Punkten wie ß, ß, also 9x2 = 18 Kan- 
tenpunkte und 3 Flähhen jede mit 4 Flä- 
chenpunkten wie c, er, F, a = 3x4 = 12 
Flächenpunkte, die 4to Ile.xaedralzabl 
ist also 27 + 7+18 + 12 = 64 

Die Zahlen, welche den vorangegange- 
nen Hexaedralzahlen zngezählt werden, 
am die nächstfolgenden zu geben sind 

1) 7 

2) 7 + 9 • 1 + 3 

3) 7 + 9 . 2 + 4 . 3 

4) 7 + 9.3 + 9- 3 


») 7 + 9(« - 1) + 3(n- I)’ 

Die Hexaedral- oder Cubikzahlenreihe ist 

1 • 8 . 27 . 64 • 125 n’ 

und die Summe der ersten »Glieder nach 
der Formel Bd. I., pag. 128 wo a = 1, 
fl, = 7; fl, = 12; «, = 6 ist 
.S = i»3(»+ D« 

5. Die Dodekaedralzahlen sind 
Bd. II., pag. 319 mit Fig. 565 abgehan- 
delt. Die Reibe derselben ist 
1 • 20. 84 • 210. 455.... Jn (9»’ - 9» 4 2) 
die Summe derselben findet man nach 
der schon vorher gedachten Formel wo 
fl = 1 ; fl, = 19; fl, = 45 ; n, = 27 ist 


S = (9„z + Gn’ - 6« - 2) = ä» (« + 1) (3» + I) (3» - 2) 

s 

6. Die Polyedraliahlen sind Zahlen der Reihe 3ter OnlDung Ton folgender 
Form: 
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Ites Glied = 1 

3tes , = I + 

3tes , = I + 24 + ß 

4tes .. — 1 -f 34 4“ 3ß 4- C 

Mes , = 1 4- 44 4- 6Ä 4- 4C 

6tes , =14-54 + lOÄ + IOC 


. , . . »-1 . , «-l"i*-2 _ 

ntes Glied =14 — j— 4+ - - — — B 

, «- I -n-Sfn-a ^ 
~i • 3 • 3 

Oie Summe der enten n Glieder ist 




n 

T 


1 + 


a • I* — 1 

1 ■ T 


4 



H 



» • « — 

1 • 3 


1 + 4 ist die Anzahl der Ecken des Polyeders. 
Für Tetraedralzablen ist 4 = 3, Ä= 3, C = 1 

für Octaedralzahlen ist 4 = 5, ß = 8, C = 4 

für Icosaedralzahlen ist 4 = II, ß = 25, C= 15 

für Hexaedralzahlen ist 4 — T, B = 1^, C = 6 

für Dodekaedralzahlen ist 4=19, ß = 45, C = 27. 


«-2"B-3^ 
3 • 4 ^ 


Firmuaent (firmus, fest) ist die schein- 
bare hohle Kugeloberfläche des Himmels, 
so genannt weil sie als eine feste Kn* 
eloberfläche gedacht wurde, an welcher 
ie Sterne angeheftet sind. 

FUche (K) das 6te und letzte Him- 
melszeichen (s. abs|mgendes Zeichen) der 
südlichen Halbkngm. Es Hingt an am 
Endpunkt des Wassermanns, 60° vom 
Winterwendepunkt und endet am An- 
fangspunkt des Widders, dem Frühlings- 
pn^. 

Fixsterne sind diejenigen Sterne am 
Himmel, die ihren Stand gegen die Erde 
nicht ändern (davon, dafs wahrend eines 
sehr langen Zeitraums kleine Ortsände- 
mngen dieser Sterne entdeckt worden 
sind vorläufig abgesehen). Dieser feste 
Stand liegt in der grofsen Entfernung 
derselben von unsrem Sonnensystem: Ist 
Bd. I., pag. 31, Fig. 33, S die Sonne, E 
ein Standpunkt der Erde in der Ekliptik 
in irgend einem Augenblick, so ist £' 
deren Stand nach einem halben Jahre 
nnd die Länge EE’, der Durchmesser 
der Ekliptik ist etwa 42 Millionen Mei- 
len. Nun ist ein Fixstern s um die 
Länge sS so weit von der Sonne ent- 
fernt, dafs der /_>E'D von dem /_»ED 
durch noch so scharfe Mefsinstrnmente 
an Gröfse nicht nnterschieden gefunden 
wird nnd dafs folglich der Stern $ fest- 
znstehen scheint. 

Diese Fixsterne befinden sich in einer 
unzählbaren Menge am Himmel, sie ha- 
ben sämmtlich ein funkelndes Licht nnd 
unterscheiden sich dadurch von den Pla- 
neten, daCs diese durch Fernröhre be- 
trachtet, in einem ruhigen reflectirten 
Lichte erscheinen. Die Fixsterne sind 
also wie unsere Sonne selbstlenchtend, 


sie sind Sonnen und bilden höchstwahr- 
scheinlich mit den ihnen zngehörenden 
uns unsichtbar bleibenden Planeten selbst- 
ständige Sonnensysteme. 

Die Fixsterne sind von verschiedener 
Lichtstärke nnd man unterscheidet sie 
danach in Sterne erster, zweiter, dritter 

Gröfse (anstatt Lichtstärke zu 

sagen). Ob diese gröfsere nnd geringere 
Lichtstärke von ihrem geringeren und 
gröfseren Abstand von der Erde herrührt 
oder von ihren wirklichen gröfseren oder 
geringeren körperlichen Inhalt und ihrem 
Umfang ist nur bei einigen erweislich uns 
näheren Sternen ermittelt. Beides, die 
wirkliche körperliche Gröfse nnd der Ab- 
stand von uns hat auf deren Lichtstärke 
Einflufs. 

Man hat 18 Sterne erster, 55 Sterne 
zweiter, 197 Sterne dritter Gröfse; die 
Sterne der nachfolgenden Gröfsen betra- 
en das etwa 34 lache an Anzahl der 
terne der ihnen vorhergehenden Klasse. 

ln Folge des Vorrückens der Nacht- 
gleichen unserer Ekliptik um 50,24 Se- 
cunden jedes Jahr scheinen alle Sterne 
parallel mit der Ekliptik ebenfalls fort- 
zurücken, so dafs deren Breite dieselbe 
bleibt und nur deren Länge sich ändert. 
So hat Hipparch im J. 128 v. Ohr. die 
Länge des Sterns Spica in der Jungfrau 
174°^gefunden, de la Lande im Jahr 1750 
dieselbe 200° 21', gibt also in 1878 Jah- 
ren einen Unterschied = 26° 21', beträgt 
in einem Jahr 50,5 Secunden. Bei der 
Vorrückung der Nachtgleichen um 50,24 
Secunden würde die Aenderung der Länge 
nur 26,2085° = 26° 12’ 30,6^' betragen 
und Hipparch hätte den Winkel nm 8' 
29,4” zu klein angegeben, was bei der 
damaligen Unvollkommenheit der Instru- 
mente ganz erklärlich ist, so. dafs die 
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Spiel seit 1878 Jahren ihre Lage gegen 
unser Sonnensystem nicht geändert hat. 
In dem Art. Ättraction ist schon nach- 

g ewiesen, dafs ein nnTerrückt bleibender 
Und, die absolute Rnhe eines Weltkör- 
ers nicht denkbar ist und die Spica ist 
emnach entweder so enorm weit von 
der Sonne entfernt, dafs ihr Lauf in so 
langen Jahren noch nicht als Bogenlänge 
snr Wahrnehmung frekommen ut, oder 
sie hat mit unsrem Sonnensystem, wel- 
ches ebenfalls nicht in Ruhe bleiben kann, 
eine fast parallele und gleich gerichtete 
Bewegung. 

Es gibt aber auch Fixsterne, deren Be- 
wegung von nns wahrgenommen wird. 
Ein Beispiel hierfür zeigt der Art.; Dop- 
pelsterne. 

Anfser der Unterscheidung der Fixsterne 
nach deren Lenchtrermögen tbeilt man 
dieselben in Gruppen, deren Sterne zn- 
samraengenommen ein Sternbild aus- 
nvichen wie z. B. das allgemein bekannte 
nördliche Sternbild: der gtofse Bär. 

Fixit«rBtr&bUt, s. n. Üoppelsterne. 

näche ist eine Ansdehnnng des 2ten 
Grades, eine Ausdehnung nach 2 Ilanpt- 
richtungen, der Länge und der Breite; 
sie bildet die Begrenzung einer Ausdeh- 
nnng des dritten Grades, die Begrenzung 
eines Körpers, indem sie kein Tbcil, kein 
Bestandtheil derselben ist, aberden Cha- 
rakter des Körpers mit ansmacht. 

Die Flächen sind entweder gerade 
oder krnmme Flächen. Eine gerade 
Fläche oder Ebene ist eine Fläche, in 
welcher Jede beliebig eingezeichnete ge- 
rade Lime mit allen ihren Punkten liegt; 
oder die in jeder beliebigen Richtung eine 
gerade Linie ist, oder die mit jeder zwi- 
schen 2 beliebigen in ihr befindlichen 
Punkten rerbundenen geraden Linie 
sämmtliche Punkte derselben gemein hat, 
so dals mit jedem noch so kleinen Stück 
einer Ebene deren ganze Ausdehnung 
gegeben ist nnd dnreh beliebige Verbrei- 
tnng TergTÖfsert werden kann (s. den 
Art. Ebene). 

Jede Fläche, die nicht Ebene ist, ist 
eine krumme Fläche. Diese ist re- 
gelmäfsig^oder unregelmäfsig. Re- 
gelmäfsige Flächen sind die Oberflächen 
von regelmärsig gebildeten Körpern : die 
Kugeloberfläcnen, die paraboli- 
schen, hyperbolischen, ellipti- 
schen, cylindrischen durch Umdre- 
hong nm eine Axe entstehenden Ober- 
flächen. 

Die Durchschnittsebenen nnd die Grnnd- 
ebeoen tod Körpern werden anch Dnrch- 


schnittsflächen, Grnndflächen ge- 
nannt. 

FUeben eines Krystalls sind die den 
Krystall einschljersenden Ebenen ; sie sind 
stets geradlinig begrenzt und heil'sen nach 
der Zahl ihrer Seiten drei-, vier- und 
vielseitig. Ein Krystall hat entweder 
lauter congruente Flächen (gleiche 
Flächen genannt) oder Flächen von 
verschiedener Form In diesem Fall hat 
der Krystall von jeder Fläche einer be- 
sonderen Form noch eine oder mehrere 
ihr gleiche Flächen und diese in sym- 
metrischer Anordnung belegen; sie hei- 
fsen unter sich gleichnamig, in Be- 
ziehung auf die Flächen der anderen Form 
ungleichnamig. 

Man unterscheidet .Seitenflächen, 
Scheitelflächen und Endflächen. 
Seitenflächen sind solche, die mit der 
llauptaxe % laufen, wie Fig 303, Bd. II., 
pag. 37, die 4 vierseitigen Flächen; Schei- 
telflächen Sülche, die mit den Endpunk 
ten der llauptaxe und unter sich in Ecken 
zusammentreflen , wie dieselbe Fig. die 
8 dreieckigen Flächen, und Endflächen 
solche, deren Mittelpunkte zugleich die 
Endpunkte der llauptaxe sinm Wenn 
also in einem Krystall Scheitelflächen 
sich befinden,' so können in demselben 
keine Endflächen sein, und gegenseitig; 
die Einen schliefsen die anderen ans wie 
Fig. 303. In dem Hexaeder (s. Bd. I., 
pag. 236, Fig. 135) ist jede Fläche zu- 
gleich Endfläche und Seitenfläche, weil 
jede der drei Axea ab, de, fg als llaupt- 
axe betrachtet worden kann. 

Gleichnamige Flächen, die noch 
so weit verlängert, für sich einen Raum 
nicht einschlielscn, heifsen zus ammon - 
gehörige Flächen; sie können nnr 
in zusammengesetzten Formen, d. h. in 
demselben Krystall nicht allein, sondern 
nnr mit gleichnamigen Flächen anderer 
Art Vorkommen. In Fig. 303 sind die 
4 Seitenflächen zusammengehörige Flä- 
chen; im Würfel Fig. 135 sind alle Flä- 
chen gleichnamig, desgleichen in dem 
Octaeder Fig. 138, in dem Granatoeder 
Fig. 564, Bd. I., pag. 319, und daher ha- 
ben diese Krystalle keine zusammenge- 
hörigen Flächen. 

Fläcbenaaziebtlllg, s. v. w. Adhäsion. 

Fl&cheneinheit ist die bestimmte Gröfse 
einer Fläche, in deren Anzahl man die 
Gröfse einer anderen Fläche ansdrückt. 
Sie ist eine Ebene und der Einfachheit 
wegen das Quadrat der Längeneinheit, 
daher auch wie diese in Beziehung auf 
zu messende Längen nach der Gröfse der 
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zu messenden Fläche fj'rors und klein, 
jedoch so dafs die kleineren Kinheiten 
alii|Uote Thoile der grüfseren .«ind Fer- 
ner sind sie in den verschiedenen Län- 
dern verschieden : ln FrSnkreich hat man 
die Quadratmeter, in anderen Ländern, 
wie in Preufsen Qnadratmeilen, Quadral- 
ruthen, Quadratfufse u. s, w. (s. Flächen- 
maafs). 

FUcbealnhält ist die Anzahl der Flä- 
cheneinheiten einer Fläche als Gröfse der- 
selben. 

FlicbeilkOrperzahl ist das Product ans 
der Multiplication von 5 Zahlen mit ein- 
ander, von welchen 2 Factoren dieFlä- 
cbenzahl und die anderen 3 Factoren 
die Körperzahl peben. 

FUcbenkraft , s. v. w. Flächenanzie- 
hnng. 

Flicbänntaafs. Jedes Maal's mnfs mit 
dem Gegenstand den es mifst gleichartig 
und die möglich einfachste Gröfse der- 
selben Art sein. Ein Flächenmaafs mufs 
also eine Fläche und zwar die möglich 
einfachste Fläche, ai.so eine Ebene sein 
In keiner begrenzten Ebene sind aber 
die beiden Hauptausdehnungen .Länge 
lind Breite“ so unmittelbar vor Augen 
liegend als in dem rechtwinkligen Pa- 
rallelogramm, und als Maafseinheit des- 
selben das Quadrat der Längeneinheit. 

Es ist aber in den meisten Fällen nicht 
möglich, ein Quadrat als llaalsebene auf 
die zu messende Fläche wiederholt zu 
legen und deren Gröfse direct zu messen, 
wie bei der geraden Linie geschieht. Z. B. 
ist dies bei dem Dreieck, jeder vielecki- 
gen Figur, dem Kreise und allen Figu- 
ren mit krummen Begrenzniigen nicht 
möglich; noch viel weniger bei krummen 
Flächen und aus diesem Grunde müs.seii 
solche zu messende Ebenen und krumme 
Flächen in rechtwinklige Parallelogramme 
verwandelt, d. h. solche angegeben wer- 
den, die mit den zu messenden Flächen 
einerlei Flächeninhalt haben , welches die 
Geometrie lehrt, und diese Parallelo- 
gramme werden dann mit der Maafsein- 
heit verglichen. 

Die Elementargeometrie lehrt nämlich, 
dafs Parallelogramme von gleichen Grund- 
linien sich verhalten wie Hire Höhen und 
Parallelogramme von gleichen Höhen wie 
ihre Grundlinien , also Parallelogramme 
überhaupt wie die Producte aus Grund- 
linie und Höhe Ist also die zu me.ssende 
Fläche in ein Parallelogramm von a Fufs 
Grundlinie und b Fufs Höhe umgewan- 
delt, so vergleicht sich dessen Flächen- 
inhalt mit dem der Maafseinheit von 1 


Fufs Länge und ein Fufs Höhe, dafs es 
n X ö dieser Einheitsquadrate enthält 

Diese Multiplication von 2 Linien mit 
einander und die Natur des daraus ent- 
stehenden Products läfst sich folgender 
Art veranschaulichen. 

Denkt man sich irgend eine endliche 
gerade Linie, so entsteht aus deren Be- 
wegung nach einer anderen als deren 
Längenrichtnng eine Fläche. Die mög- 
lich einfachste Bewegung der Linie is^ 
dafs jeder Punkt derselt^n einen glei- 
chen Weg zurücklegt und dafs dieser 
Weg eine gerade Linie ist. Es entsteht 
dann ein Parallelogramm, und dem oben 
angeführten Satze gemiifs bei einerlei 
Weg das gröfste wenn dieser Weg nor- 
mal mit der sich bewegenden geraden 
Linie ist 

Hält man mit dieser Bewegung irgend 
wo an , so hat die gerade Linie offenbar 
so viele gleich gröfse gerade Linien oder 
Wege zurückgclegt als Punkte in ihr vor- 
handen sind. Weifs man die Anzahl 
dieser Punkte, so bat man diese Zahl 
nur mit dem (jlcich grofsen Weg jedes 
einzelnen Punkts zu multipliciren um 
die summarische Länge der ganzen Be- 
wegung zu erhalten. Da aber die Punkto 
der Linie unendlich nabe an einander 
liegen, so drückt die Länge der ursprüng- 
lichen Linie .selbst die Anzahl ihrer Punkte 
aus und folglich ist die summarische Be- 
wegung gleich dem Product weun man 
die bewegte l.inie mit der Länge der Be- 
wegung mulliplicirt. 

Denkt man sich die ursprüngliche Linie 
nach beiden Richtungen unendlich lang 
und deren Bewegung in demselben Sinn 
nach 2 entgegengesetzten Richtungen bis 
in ilie i’nendlichkeit fort, so hat auch 
dic.se Ebene noch das Vermögen, ihren 
Ort zu ändern und zwar wo sie sich auch 
befinden möge, weil sie überall in der 
Mitte des unendlichen Raums sich be- 
findet. Bewegt sich nun die Ebene nach 
beiden Richtungen, so dafs wieder jeder 
einzelne Punkt der Ebene gleich gröfse 
geradlinige Wege normal der Ebene zu- 
rücklogt, so wird nach und nach jeder 
einzelne Punkt des unendlichen Raumes 
durchlaufen und eine weitere Ortsände- 
rung ist nicht mehr möglich: Zu Länge 
und Breite ist noch eine dritte Normal- 
dimension, die Höhe gekommen und der 
mit diesen drei Dimensionen begriffene 
Raum ist der gesammte Raum, der kör- 
perliche Raum und wird mit dom Kör- 
per m a a fs gemessen (vgl.cubisches Maafs). 

Flächenraiun ist die Gröfse einer be- 
grenzten Fläche. 
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FUcheiWinkfll Ut ein Winkel den zwei 
Ebenen mit einander bilden, die Neigung 
meier Ebenen zu einander, wie die Nei- 
gung zweier geraden Linien ebener 
Winkel oder schlechtweg Winkel ge- 
nannt wird. Der P. wird gemessen durch 
den Neigungswinkel der neiden Ebenen, 
welche den F. bilden (s. Ebene No. 21) 
und der Neigungswinkel der Ebenen wird 
auch Neigungswinkel des Flächen- 
winkels genannt Man sagt daher, 
Flächenwinkel werhalten sich wie ihre Nei- 
gungswinkel, Flächenwinkel sind gleich, 
ungleich, wenn ihre Neigungswinkel gleich, 
ungleich sind; sie sind mit diesen rechte, 
stumpfe, spitze und erhabene F. 

Die Ebenen oder die Stücke derselben, 
welche den F. bilden, heifsen die Schen- 
kelflächen, die gerade Diirchschnitts- 
linie derselben heifst die Kante oder 
die Seheitellinie des F. 


FUcheuahl ist das Product aus der 
Mnltiplication von 2 Zahlen mit einander. 
(Vergl Flächenkörpenahl). 

FlaSCbtnxag ist ein uralter Apparat 
zur Gewältigung Ton Lasten, ein llehe- 
zeng, dessen Erfindung dem Archimedes 
zngeschrieben wird. Es besteht ans 2 
Rahmen oder Gehäusen, Flaschen ge- 
nannt, in welchen eine oder mehrere je- 
doch nnr selten über 3 Rollen um Axen 
drehbar befestigt sind. Beide Flaschen 
haben unterhalb Haken; an den Haken 
der unteren Flasche wird die zu hebende 
Last , an den der oberen Flasche das feste 
Ende des Zugseils befestigt. Die obere 
Flasche wird mit einer Oese um einen 
festen unTerruckbaren Haken k aufge- 
hingt 

2. Ist in jeder Flasche nur ei ne Rolle 
;Fig. 642), so wird das Zugseil um die 
Rolle der unteren Flasche geschlungen, 
Ton dort in die Hübe genommen über 
die Rolle der oberen Flasche geführt und 


Fig. 642. 



an das über diese Rolle hinwegreichende 
Ende die Kraft P zum Angriff gebracht. 

Führt /* das Seilende d nm die Länge 
/ fort, so macht das Seilende c ebenfalls 
den Weg l, und da das Seilstück c an 
dem festen Haken n um eben so viel 
sich verkürzt und zu dem Ende c hinzu- 
tritt, so geben beide Enden 6 und c die 
Länge / her und die Rolle m steigt mit 
der Flasche und der Last Q nur um die 
Höhe it. Da nun bei einem System von 
Kräften diese mit den von ihnen gleich- 
zeitig zurückgelegten Wegen in umge- 
kehrtem Verhaltnifs stehen, so ist P:Q 
= j ; 1 und die zur Hebung der Last Q 
erforderliche Kraft P ist = 

3. Befinden sich in jeder Flasche 2 
Rollen -<Fig. 64.3), so geschieht die Seil- 
führung über die Rollen m und it wie in 



dem ersten Fall; anstatt aber, dafs an 
das Seilende d die Kraft P angreift, wird 
es unter die unterste Rolle o der unte- 
ren Flasche, von hier über die oberste 
Rolle p der oberen Flasche genommen 
und an das freie Ende f die Kraft P zum 
Angriff gebracht. 

W'ird nun die Last Q mit der unteren 
Flasche und den beiden Rollen m, a um 
die Hübe'/ gehoben, so wird das Seilende 
h um die Länge < verkürzt, mithin legt 
das Seilende c den Weg 2/ zurück und 
mit demselben das Seilende d denselben 
Weg 2f. D.VS Seilende e verhält sich aber 
zn dem Ende d wie c zu i, folglich macht 
das Seilende e und mit demselben die 
Kraft P den Weg 41. Es ist mithin für 
den Flaschenzug mit 2 Rollen in jeder 
Flasche P = IQ. 

4. Befinden sich in jeder Flasche 3 Rol- 
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len (Fie. 644), so geschieht die Seilfäh- 
rung über die Rollen m, o und h, p wie 
Torner. Das Seilende F wird nun unter 
die 3te Rolle q der unteren Flasche, von 
dort über die 3te Rolle r der oberen 
Flasche geführt und das freie Seilende k 
mit der Kraft P bespannt. 

Fig. 644. 



Wird nun die Last Q mit der unteren 
Flasche und den 3 Rollen n, o, q um 
die Höhe I gehoben, so macht wieder das 
Seilstück c den Weg 21, mit diesem das 
Seilstück d den Weg 21 und das Seil- 
stück e den Weg 4( und auch f und j 
den Weg 41. Wegen der um 1 aufstei- 
genden Rolle q macht jedes der beiden 
Seilstücke noch den Weg / und zwar f 
dnreh Verkürzung, folglich das Seilstück 
g wie in den vorigen Fälien allein noch 
2t, zusammen also 6/ und auch die Kraft 
/"macht den Weg 6f, folglich ist P=iQ. 

Ueberhaupt verhält sich P in Q wie 1 
zu der Anzahl der Rollen in beiden Fla- 
schen zusammengenommen. 

i. Hat jede Flasche nur eine Rolle, 
so sind beide von gleichem Durchmesser, 
sind aber mehrere Rollen darin , so wer- 
den die inneren Rollen hinter einander 
kleiner genommen, weil sonst die Seil- 


stücke an einander sich reiben und be- 
schädigen. Wenn grofse Lasten sehr 
hoch zn heben sind, so spannt man Pferde 
vor das Seil und damit deren Zugkraft 
immer gleichmäfsig angreife führt man 
das freie Seilende senkrecht abwärts und 
unten in der Zugbahn über eine feste 
Leitrolle, damit die Pferde stets einen 
ihrer Natur angemessenen horizontalen 
Zug behalten Die Kraft P wirkt dann 
auf die oberste Rolle der oberen Flasche 
senkrecht abwärts. 

6. Berücksichtigt man bei Berechnung 
der Kraft P die Nebenhindernisse , so sei 
für eine Rolle in jeder Flasche (Fig. 
642) 

der Halbmesser der Rolle n bis in die 
Mitte des Seils = r Zoll 
der Halbmesser des Bolzenzapfens — p Zoll 
der Durchmesser des Seils - if Zoll 
die Spannung des Seilstücks c = s 
das Gewicht des Seils und der Rolle nebst 
Zapfen = le 

der mibungscoefficient = /t 
so ist der Gesammtdruck auf die Zapfen 
von n = P -I - 1 -t- le 

das Moment der Reibung =^p (P-f s-|- ic) 
das Moment von P=rP 
das Moment von s wegen der Steifigkeit 
des Seils auf dessen Seite = (r -I- Fd*} s 
folglich hat man die Momentengleicnnng 
rP=(r-|-f)»)i-|-/ie(P-bs-|-w) (1) 

Nennt man die Spannung des Seil- 
stücks 6 = s', und gelten die übrigen Be- 
stimmungen für die Rolle m wie für w, 
so hat man den Druck auf die Bolzen- 
zapfen = Q, mithin die Momentenglei- 
chung 

(r-|-fIS)s--t.^p<? = r.s (2) 
hierzu die Kräftegleichung 

» + »= ß-|-<e (3) 

ln Gleichung 2 die Werthe für i und 
s’ ans Gleichung 3 gesetzt entsteht 


o , »• + H* 

* 2r -)- fl» 2r -I- Jd* ■ 

r-fJO n. Z „ 

“ 2r -I- fl* 2r -l-ld* 


( 4 ) 

( 6 ) 


Schreibt man für Gleichung 1 
(r — /j(() P = (r -I- |d’ -I- ,ü 0 ) • -f 
und setzt hierin den Werth für t aus 
Gleichung 4, so erhält man 


(»• + + . »(■)* 4. (3r-b<l»)»p-f (r-Hd»)» 

^ ' ' ~ 2r+ Id’ ^ 2r -t- ^d’ 


( 6 ) 


Läfst man in Vergleich mit der be- so erhält man 


deutenden Last Q und der noch gröfser 
erforderlichen Kraft das Gewicht le der 
Flasche und des Seils anfser Betracht, 


(r |d’ -b /tp)» „ 

(2r + JJ’)(r-yup)'^ 


(7) 
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7. Die Entwickelong der Kraft P dnrcb 
Q auagedrückt wird 2 Rollen in je- 
der Flaache, Fig. 643, viel schwieriger, 
besonders wenn man berücksichtigen will, 
dals beide Rollen in derselben Flasche 
rerschiedene Halbmesser r, r' nnd ver- 
scÜedene Gewichte w, sc’ haben. Nimmt 
man für die Halbmesser beider Rollen 
einen mittleren =r, für die Halbmesser 
Äit Bolzenzapfen einen mittleren = o und 
lälst das mittlere Gewicht » fort, so er- 
hält man durch Fortsetzung der Schlüsse 
ad. 6: 

Für 2 Rollen in jeder Flasche: 

_ ipft -t- jd* ^ (•’ + p e + j jy 

r-p/j ’(r + /jp + y^*-(r-fip}* 
Für 3 Rollen in jeder Flasche (Fig. 644) 

B_ 2p^ ^ (r + pp 

r - pu . (r -I- /i« -I- ^J*)‘ - (r - up)* 
niehkrift, S. Centrifogalkraft. 

Fllztlgkelt ist jeder Körper, welcher 
fliefst, der also nicht starr ist, und 
man unterscheidet tropfbare und ex- 
ansible oder luftförmige Flüssig- 
eiten. Die Statik nnd Mechanik der 
troplbaren F*. heifsen die Hydrostatik 
and die Hydraulik; die der luftförmi- 
nn F. die Aerostatik nnd die Aero- 
oynamik oder Aeromechanik (s. 
Aerodynamik, Ausflufs des Wassers, Aus- 
flnls d^er Loft). 

Fecu, s. T. w. Brennpunkt bei wirk- 
licher Sammlung von Lichtstrahlen, s. 
Brennglas, Brennspiegel. 

Falgn der Torxeicben in den auf Null 
reducirten geordneten Gleichungen sind 
je nach Beschaffenheit der Vorzeichen 
iweier auf einander folgender Glieder 
entweder Folgen gleichnamiger oder Fol- 
gen ungleichnamiger Vorzeichen. 

ln der Gleichung x* -t- ox’ -I- ix + e = O 
befinden sich 3 Folgen gleichnamiger 
Vorzeichen, nämlich zwischen dem ersten 
and zweiten Glieds (-t- -f) dem 2ten und 
3ten Glieds (-|- -f) und dem 3ten und 
4teo Glieds (+ -(■). 

In der Gleichung x’ -|- ax’ ix — c = 0 
befinden sich zwischen dem Iten nnd 
2ten Glieds (-1- -(-) und zwischen dem 2ten 
und 3ten Gliede (-I--I-) also im Ganzen 
2 Folgen gleichnamiger Vorzeichen , das 
3te und 4te Glied bilden eine Folge un- 
gleichnamiger Vorzeichen (-I-— ). 

In der Gleichung x’ -f ax’ - ix — c = 0 


sind 2 Folgen gleichnamiger (Ites und 

2tes Glied + -|-, 3tes und 4tes Glied ) 

und eine Folge ungleichnamiger Vor- 
zeichen (2tes und 3tes Glied -I — ). 

In der Gleichung x’ - ax’ — ix - c = 0 
sind 2 Folgen gleichnamiger Vorzeichen 

(2tes nnd 3tes Glied ; 3tes und 4tes 

Glied ) und eine Folge ungleichna- 

miger Vorzeichen (-1--). 

In der Gleichung x’ — ax’ ± ix -|- c = 0 
sind für jedes der beiden Vorzeichen des 
3ten Gliedes eine Folge gleichnamiger 
und 2Folgen ungleichnamiger Vorzeichen ; 
entweder — -I-; ++. 
oder -b ; — 

In der Gleichung x‘ -|- ax’ - ix 4- c = 0 
fehlt das Glied mit x’, d. h. der Coeffi- 
cient von x* ist = 0. Um zu bestimmen, 
welches die Folgen der Vorzeichen in der 
Gleichung sind, hat man das fehlende 
Glied = 0 mit a als Vorzeichen hinzu- 
zusetzen, also 

X* ± 0 b ax’ — ix -b c = 0 
also entweder -b +, -b -b, -b — , - -b- 
oder -b -, — b, + — , — -b. 

Im ersten Fall 2 Folgen gleichnamiger 
und 2 Folgen nngleichnamiger, im zwei- 
ten Fall 4 Folgen ungleichnamiger Vor- 
zeichen. 

Die Folge ungleichnamiger Zeichen 
wird auch Wechsel der Vorzeichen 
genannt. 

Welchen Einflufs die Folgen und Wech- 
sel der Vorzeichen auf die Vorzeichen 
der W'urzeln haben zeigt der Art.: al- 
gebraische Gleichung: Für quadra- 
tische Gleichungen No. 12, pag. 49 näm- 
lich, dafs jede quadratische Gleichung so 
viele positive Wurzeln hat als Wechsel 
nnd so viele negative Wurzeln als Pol- 
en der Vorzeichen. No. 17, pag. 51 er- 
lärt, dafs dies auch bei den cubischen 
Gleichungen der Fall ist. No. 19 beweist 
aus den Folgen nnd Wechseln der Vor- 
zeichen, dafs die gegebene unvollständige 
Gleichung vom 3ten Grade x’ -b öx * c = 0 
zwei unmögliche Wurzeln haben inufs. 

Dieses Gesetz findet bei den Gleichun- 
gen aller übrigen höheren Grade statt: 

Für die Gleichung vom 4ten Grade 
seien die Producte 

(x -b o) (x -b 6) (x + c) (x + d) = 0 
die Wurzeln a, b, r, d also sämmtlich 
negativ, so entsteht die geordnete Glei- 
chung 


x*+(a + 6-bc-bd)x’-b(a4 + a« -b ad -b ic -b id-f cd)x’-b(aic-baid + acd4-6cd)x + aicd=0 
mithin für 4 negative Wnrzeln 4 Folgen von Vorzeicheu. 
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Sind die Prodnete: 

(* — o) (j: — i) (i- — c) (x — d) = 0 

so entsteht 

ir* — (o + A + c + d) X"* + (®A + «c + . . .) x’ — (/lAf 4- . . • .) x + abcd = 0 
also für 4 positive Wurzeln 4 Wech.sel der Vorzeichen. 

Sind die Producte 

(x + o) (x + b) (x + c) (x - d) 

so entsteht die Gleichung 

x*+ (fl + A + c — d)x’+(a6+oc-rtd4- 6c-6d-cd)x’ + (a&r- abd-ard- bed)x- abed=0 
Jo nachdem d kleiner oder gröfser als <■ 4 A + r ist, entstehen die Gleichungen 
Ton der Form 

X* +. Ax^ ± Äx* — Cx — D = 0 

Also io beiden Fällen entstehen 3 Folgen und 1 Wechsel der Vorzeichen für 
3 negative nnd 1 positive Wurzel. 

Sind die Producte 

(x + o) (x 4 A) (x - c) (x - d) = 0 
so entsteht die Gleichung 

X* 4(<>4A-c-d)x’4 (oA — ac-ad— Ar— Ad4cd)x>4 (— abc — abd 4 «cd 4 Ard)x4<*Ard=0 


Je nachdem mm r 4 d kleiner oder sei der Vorzeichen für ? negative und 2 
gröfser ist als o 4 A, hat man die Glei- positive Wurzeln, 
chungen von der Form Sind endlich die Prodnete 

X* ± dx* — ßx* 4 Cx + D — 0 (x 4 o) (r — A) (x — c) (x — d) = 0 

In beiden Fällen 2 Folgen und 2 Wech- so entsteht die Gleichung 

X* - (- a 4 A4c4d)x’4(— oA— ac- ad4 Ar 4 Ad4rd)x*4 (aAr 4 abd j-acd—bed)x—nbrd=0 


Je nachdem nun a kleiner oder grü- 
fser ist als A 4 c 4 d entstehen die beiden 
tileichuiigeii von der Form 

X* T dx=± ß.r> 4 Cx - ö = 0 
ln beiden Fällen 1 Folge und 3 Wech- 
sel der Vorzeichen für eine negative nnd 
3 positive Wurzeln. 

Die oben als Beispiel anfgeführle un- 
vollständige Gleichung: 

X* 4 ax^ — Ax 4 r = 0 
hat al.so 2 unmögliche Wurzeln , weil sie 
je nach Ergänzung des fehlenden Glie- 
des einmal 2 Folgen und 2 Wechsel und 
das andere Mal 4 Wechsel hat, weil sie 
also sowohl 2 positive und 2 negative 
und zugleich 4 positive Wurzeln haben 
luüfste, welches nicht möglich ist 

Diese Entwickelungen und Schlüsse 
auf Gleichungen von jedem noch so ho- 
hen Grade angewendet ergeben , dafs die 
ausgesprochene Regel allgemein gilt (s. 
F’ouriers Lehre etc.) 

Folge der Zeichen, derhimmlischen 

/eichen, der Himmels Zeichen Lst 
die Reihenfolge nach welcher die 12 Stern- 
bilder, welche die 12 Zeichen des Thier- 
kreises uni die JEkliptik am Himmel aus- 
macheii, vom Frühlingspunkt nach dem 
Sommer-, dem Herbst- uud dem Winter- 


punkt bis wieder zum Frühlingspunkt hin 
gezählt werden. 

In dem Art. ..Absteigendes Zei- 
chen* mit Fig. 19 sind die 12 Himmels- 
zeichen der Reihe nach im Kreise ab- 
gebildet, sie werden auch in der dort an- 
gegebenen Folge gezählt, es wird aber 
mit dem Widder aiigefangeii. 

ln dem .Art. .Erde“ mit Fig. 615 ist 
die wirkliche Bewegung der Erde K und 
die scheinbare Bewegung der Sonne S 
in der Ekliptik über F, S, //, IF darge- 
stellt. Man nennt diese Bewegungen die 
von der Rechten zur Linken, oder von 
Abend (über Mittag) nach Morgen. Wenn 
man aber die Ekliptik, wie Fig. 19 ge- 
schehen, mit den himmlischen Zeichen 
versieht, so kann man auch sagen, dafa 
die Bewegungen der Erde und der Sonne 
nach der Folge der Zeichen geschehen ; 
wenn man nämlich mit dem in dem 
F'rühlingspunkt ^gezeichneten Sternbilde, 
dem AVidder anfängt. 

Die Erde bewegt sich also wirklich und 
die Sonne scheinbar nach der Folge der 
Zeichen : 

1. Widder (Frühlingspunkt F) 

2. Stier 

3. Zwillinge 

4 . Krebs (Sommerpuukt S) 
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6 Löwe 

t). Jungfrau ' 

7. Waage (llerbstpunkt H) 

8. SkorpiOD 

9. ScbüUe 

10. Steinbock (Winterpunkt IV) 

11. Wassermann 

12. Fische 

Der angegebene Stand dieser Stcrnliil- 
der »t "der wie er Tor uralten, den chal- 
däiscb-astrunouiischen Zeiten gewesen ist. 
Seit damals bis jetzt sind die beiden 
Nachtgleicbenpunkte, der Frühlingspunkt 
F und der llerbstpnnkt H um cc. 30° 
zurück, F nach Fische und II nach Jung- 
frau, die Sternbilder "also um so viel vor- 
gerückt: das Ite Sternbild, der Widder 
steht jetzt, wenn F und H constant ge- 
dacht bleiben , in dem Ort wo der Stier 
damals sich befand. 

Folgerang ist die Erkennung einer 
W’ahrheit aus Torangegaiigenen Hedin- 
gungen oder (iründen. 

FolgeittZ ist die in Form eines Satzes 
anfgestellte Folgerung. Er wird auch 
Znsatz, Corollarium (s. d.) genannt, 
und ist dann ein Lehrsatz, dessen Wahr- 
heit aus einem vorher aufgestellten Lehr- 
satz entweder unmittelbar oder doch mit 
Hülfe von nur wenigen Schlufsfolgen sich 
ergibt. Wenn z. B. erwiesen worden ist, 
daTs in einem Dreieck mir ein Winkel 
sein kann, der gleich einem rechten Win- 
kel oder der grölser ist, so ergibt sich 
als Folgesatz, dafs in jedem Dreieck noth- 
wendig zwei spitze Winkel sein müssen. 

Fordernilg ist das Verlangen, einen 
Begritf, dessen Merkmale ans Detinitio- 
nen und Grnudsätzeii horvorgegangen 
sind, anschaulich zu machen, ihn zu cun- 
struiren. Z. B. einen Kreis zu zeichnen, 
ein Product aus 2 Factoren darzustellen, 
von denen jeder eine Bumme zweier Sum- 
manden ist. 

Constructionen, die auf Lehrsätzen be- 
ruhen, sind ausgeschlossen. 

Fordernngsutz, Postulat ist ein Satz, 
der eine Forderung ausspricht. 

Form Oiner CrSfse ist das Gesetz, nach 
welchem die Gröfse zusammengesetzt oder 
gebildet ist. Zu jeder Form, der allge- 
meinen Form gehören mehrere Gröfsen ; 
diese sind Grofsen von einerlei Form. 
Jede quadraftsche Gleichung hat die Form 
a-* -|- ar -f ö = 0 

oder sie ist in diese Form zu bringen. 

Alle Kreise haben einerlei Form und 
diese wird in der Erklärung desselben 
znsgesprocheo. 


Ist n eine ganze Zahl, so ist 2n die 
Form jeder geraden Zahl ; 2w -f 1 die Form 
jeder ungeraden Zahl. 

Formell der Krystalle sind entweder 
einfache oder zusammengesetzte 
F. Die ersteren bestehen ans lauter 
gleichnamigen Flächen, die letzteren aus 
zweierlei gleichnamigen Flächen. Durch 
Verlängerung der gleichnamigen Flächen 
einerlei Art verschwinden die anderen, 
und es entsteht eine einfache Form, eine 
Kernform oder Grundform dos Krjr- 
stalls. 

Man wählt zur Grundform diejenige, 
welche aus den gröfseren, den vorherr- 
schenden Flächen gebildet wird. 8. Com- 
bination pag. 36 mit Fig. 301 und 302. 
Vergröfsert man immerfort die gröfseren 
Beengen Flächen, so verschwinden die 
dreie^igen und es entsteht das Hexaeder 
abedefgh. 

Eben so wird aus einer einfachen Form 
durch Enteckungen und Entkantnngen 
eine - zusammengesetzte hervorgebracht. 
Setzt man diese Enteckungen oder Ent- 
kantungen bis zum Maximum, also bis 
zu den Mitten der anliegenden Kanten 
fort', so entsteht wieder eine einfache 
Form, eine abgeleitete Form. Z. B. 
aus dem Würfel entsteht durch fortge- 
setzte Enteckung das reguläre Octaeder, 
wie Fig. 302, wo die Enteckung des He- 
xaeders .so weit fortgesetzt ist, dafs das 
Uetaeder nßyihrj hervorgeht. 

Die Begriffe : einaxige und viel- 
axige Formen s. u. .Axen der Krystalle, 
Bd. 1., pag. 256. 

Es ist hier noch ganz besonders der 
Gnterschied von homoedrisclien und 
he mied rische n Formen zu merken: 
die Krystalle werden nach Axensy.«temen, 
s. d., so unterschieden, dafs in jedem 
Krystall die Axen naebzuweisen sein 
müssen, welche dem Bystem angehüreu; 
desgleichen die ihm zugehörige Anzahl 
von Flächen. Nun gibt es aber Krystalle, 
in welchen nur die Hälfte, auch wohl 
nur f der ihm zukoinmenden F'läcben 
vorhanden sind, die deshalb II äl ft fläch - 
ner oder Viertelflächner genannt 
werden und der hemiedrischon Form 
angehören, während die Krystalle der 
ursprünglichen, der homoedrischen Form, 
Vollflächner heifsen. 

Z B. dem Octaeder, einer homoedri- 
schen Form des regulären Systems von 
B gleichseitigen Dreiecksflächen gehört 
als abgeänderte hemiedrische Form das 
Hemioktaeder oder Halbachtfläch- 
ner an. Dieser hat nur 4 gleichseitige 
Dreiecksflächen , ist also das eigentliche 





Formen. 


112 


Fourieri Lehre. 


regnläre Tetraeder und wird auch Vier- dem Octaeder entstanden gedacht wird, 
flächner genannt. so werden alle übrigen hemiedrischen 

Wenngleich nun dieser Kürper ein re- Formen aus den ihr in Grunde liegen- 
gulärer, also ein Körper von primitiver homoedriscben Formen entstanden 
Form ist, so wird er dennoch dem Kry- gedacht. 

stallisationssystem gernäfs ans dem Oc- Formel ist in dem Art. .algebra ische 
taeder entstanden gedacht. Formel“ delinirt und für diese sind 

Ks sei ABCDEF das Octaeder. Han ßeispiele gegeben. AuFser der Algebra 
denke die Flächen AED und ABC beide liefert die Analysis Formeln für Diffe- 
T mit sich seihst einander entgegenge- rensiale, Integrale, Reihen -Entwickeluii- 
rückt, £ ist in £’, l) in />’, £ in B' und gen (s. Diflerensialrechnung); die alge- 
(' in C, so .schneiden sich beide Flächen braische Geometrie (s. d.) Formeln für 

den Zusammenhang zwischen den Sei- 
ten, den Diagonalen und dem Inhalt 
der Figuren; die Trigonometrie liefert 
Formeln zwischen genannten Stücken 
und den Winkeln. 

Fortscbreitonde Bewegnng. s. u. Be- 
wegung No. 2. 

Fonrlers Lehro von der Auffin- 
d 11 ng der Wurzeln algebraischer 
Gleichnngen mit einer unbe- 
kannten Uröfse. 

Die Methode, die Wurzeln einer auf 
Null reducirten geordneten Gleichung 
zu finden besteht darin, dafs dereu 
Differenziale der Reihenfolge nach ge- 
bildet und deren Wurzeln mit denen 
der gegebenen Gleichung verglichen 
werden. 

Ist X = fx = x'' Jr ax"^ ‘ + ia-"“*- 

-F . . . + px + 9 = 0 

+ 4(n-2)x"-’ + ...-Fp 

X, = f"x = n(n — 


.\„ = » (n- I)(m-2).... 2. 1 


Fig. (MS. 



in der geraden Linie n/t, der ICndpnnkt 
II liegt in der Fläche ABE, der Endpunkt 
in der Fläche ACO. 

- r.lwn so rücke man die Flächen EBE 
und ECO t mit einander näher bis sie 
sich in der geraden Linie schneiden; 
y liegt in der Fläche EBC, J in der 
Fläche EEO. Die Linien n,t und yit 
liegen auf entgegengesetzten Seiten und 
der Basis BCOE in einem Abstande 
von derselben = i AE und nß and Jy 
zugleich rechtwinklig zu einander in einem 
gegenseitigen Abstand hAE = l,BD = iCE. 
Sie sind = lang = jCB= §BE und lie- 
gen wie die Ualbirungslinie der gegen- 
überliegenden Seiten des Quadrats BCDE. 
Nimmt man also nß und yß als Kanten, 
construirt die Dreiecksebenen nßy, nyß, 
ßyß und aßß, so sind die Dreiecke gleich- 
seitig, congment und bilden das regu- 
läre Tetraeder. 

So nun wie dieses Uemioctaeder aus 


so kann man in Jede dieser Functionen 
einen so grofsen Werth M für x setzen, 
dafs das erste Glied, weil es den höch- 
sten Exponent hat, gröfser wird als alle 
übrigen Glieder zusammengenommeu. 
Ist ßl positiv, so werden die Werthe aller 
Functionen positiv, ist JU negativ, so 
werden die Werthe der Functionen po- 
sitiv oder negativ, je nachdem deren erste 
Glieder gerade oder ungerade Exponen- 
ten haben. Die Folgen oder Wechsel 
der Vorzeichen spielen aber eine wichtige 
Rolle für die Auffindung der W'urzelii 
der gegebenen Gleichung. 

Beispiel. Es ist folgende Gleichung 
vom 5ten Grade gegeben und von der- 
selben sind der &ibe nach die 5 mög- 
lichen Differenziale genommen. 

[(x -n ) (x -F 5) (x - 2) (x - 6) (X - 50)1 
X-x^- 52x< -b G9x> + 1582x» - 1640x 
— 3000 “ 0 

A', = 5x* - 208x’ -F 207 X» -F 3I64x - 1640 


; by C^i II i^lc 
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.X', = «Ox» - 624x’ + 414x + 31C4 
X, = 60x* - 1248x + 414 
A:. = 120x- 1248 

jr, = 120 

l’m in Betreff der positiven und ne- 
gativen Vorzeichen alle nur uiüf'lichen 
Zahlenwertbe eiozu-schliefsen sei IU=*x, 
so sind für x = W = -f oo die Wertlie 
sämmtlicher 6 Fnnctionen positiv; für 
z = M = — X sind die Werthc der Glei- 
chnnf und der geraden Differenziale snb- 
tiactiv, die der ungeraden Differenziale 
additiv. Uan bat demnach folgendes 
Schema: 


r j? = -f 00 

für X = - 

X=4 

X = - 

X, =4 

X, =4 

X. = 4 

X, = - 

X, = 4 

X,=4 

X. = 4 

x. = - 

X. = 4 

X.=4 


Van sieht, dafs diese Ordnung der anf- 
einander folgenden Vorzeichen bei poder 
geordneten auf Null reducirten Gleichung 
verkommen muls; nämlich dafs fürx=-(-cio 
die Werthe der •Gleichung und deren n 
Differenziale n Folgen der Vorzeichen 
ond für x = — « , n Wechsel der Vor- 
zeichen abgeben. 

Ist das erste Glied x" subtractiv, so 
sind für x = -f- « sämmtliche Vorzeichen 
sabtractiv. 

2. Diese n Zeichenwechsel bei einer 
Gleichung vom nten Grade gegen die 
voranstehenden n Folgen sind nun nach 
Fourier die Ursache, dafs zwischen x = -l- oo 
und X = — 00 , also dafs überhaupt »Wur- 
zeln für die Gleichung existiren. 

Setzt man in dem Beispiel x= 10, so 
erhält man 

jr = - 280200 

X, =-107200 
X, = - 35096 
jr, = - 6066 
Jt. = - 48 
Jf, = + 120 

Die ersten 5 Fnnctionen geben 4 Zei- 
chenfolgen, dio 5te und die 6te geben 
einen Zeichenwechsel. Es sind also 4 
Folgen und 1 Wechsel in diesem Bei- 
spiel. Da non für x = -|- » 5 Folgen 
existiren, so wird geschlossen, dafs zwi- 
schen X = 10 und X = CO eine Wurzel der 
Gleichung existirt. 

* Dies ist nun freilich schon aus dem 
suhtractiven Werth von X zu schliefsen. 
I^nn wenn für x = « , X additiv und 
für X = 10, X sabtractiv wird, so mufs 

III. 


zwischen beiden Werthen ein x' existi- 
ren, für welches 3f=0 wird, also eine 
Wurzel x’ und es geht noch nicht her- 
vor, dafs die Fourier'sche Lehre Vortheile 
darbietet. 

3. Setzt man um der Wurzel näher 
zu kommen x = 100, so hat man X = 

-f 4884663000. Man weifs also, dafs die ' 
Wurzel zwischen 10 und 100 liegt; allein 
man weifs nicht, ob zwischen x = 100 
und x=oo, d. h ob über x = 100 noch 
eine Wurzel für die Gleichung existirt 
oder nicht, weil die Uebereinstimmung 
der Vorzeichen (4) hierbei nichts ent- 
scheidet. 

Denn setzt man x = 3 , so erhält man 
für Jf den Werth 4- 9724. Nun ist der 
Werth von X für x = 4 « ebenfalls 4 
und gleichwohl existirt zwischen x = 10 
und x= 100 eine Wurzel. 

Hier nun gibt die Fourier'sche Lehre 
bestimmte Auskunft. Nämlich für x 
= 100 ist 

X = 4 4884063000 
X, =4 294384860 
X, = 4 13804564 
X, =4 475014 
X, =4 10752 

Xj =4 120 

Da nun bei x = 100 und x = 4 <o kein 
Zeichenwechsel statt findet, so ist nach 
Fourier auch über x = 100 keine Wur- 
zel der Gleichung vorhanden. 

Setzt man x = 0, so erhält man 
X = -3000 
X, =-1540 
X, =4 3164 
X, = 4 414 
X, =-1248 
X, = 4 120 

Man findet hier 2 Zeichenfolgen und 
3 Wechsel; da nun für x=a> 5 Folgen 
existiren, so existiren nach Fourier zwi- 
schen x = 0undx = 4 co oder nach dem 
vorigen Satz zwischen x = 0 und x= 100 
drei Wurzeln; und da für x = 10 vier 
Folgen und 1 Wechsel statt haben, so 
existiren zwischen x = Ound x=10 zwei 
Wurzeln, die dritte liegt demnach zwi- 
schen X = 10 und X = 100. 

Da ferner bei x = — » fünf Zeichen- 
wechsel Vorkommen, so hat die Gleichung 
zwischen x = 0 und x = — « noch (5 — 3) 

= 2 Wurzeln. 

4. Nimmt man nämlich für x zwei 
Werthe A und B, zwischen welchen kein 
Werth von x weder X noch eins der 
Differenziale zu Null macht, so müssen 

8 
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für alle Werthe von x innerhalb A und 
B die Zeichenreiheii dieselben bleiben. 

Setzt man z = I, so erhält man in dem 
obigen Beispiel 

X = - 2940 
JT. =+ 1628 
jr, = + 2974 
Jr, = - 774 
Jf. = - 1128 
jr, =+120 

Die Zeichenwechsel sind also mit denen 
für x = 0 nicht dieselben; man ersieht 
auch, dafs es zwischen * = 0 und x = l 
Werthe von x gibt, durch welche A’, und 
Af, zu Null werden. 

5. Wird ferner mit einem Werth C für 
X die Function = 0, der Werth jedes der 
Differenziale aber nicht = 0 so ist, unter 
z eine positive Oröfse gedacht, nach der 
Taylor’schen Reihe: 

=fc+,rc+Y f’c + ^r'c+ ... 
nc- z)=fc- ^rc + Y r’c - Y rc + . . . 

Nun ist fC = 0-, fC aber nicht = 0, 
folglich ist 

f(C+z)=irC + jf"C+.... 

f(C-i)=-zrc+j f’C - ^ f"C + . . . . 

Nun kann man sich unter z eine so 
kleine Gröfse denken , dafs ifC > ist als 
die absolute Snmme aller übrigen Glie- 
der, und ps hat sodann 

/■(C + z) das Vorzeichen + 

/(C — z) das Vorzeichen — 
für Werthe von x > C behält also die 
Function das Vorzeichen, für Werthe von 
x<C wird es geändert nnd es entsteht 
für die Fnnction bei x = A gegen die 
bei x = B ein Zeichenwechsel. Da der 
Voranssetzung nach für keinen Werth 
von X zwischen A und B eins der Dif- 
ferenziale = 0 wird, so bleiben nach Satz 
4 die Vorzeichen derselben für x = C±z 
dieselben mit denen für x = A und B, 
oder mit A allein oder mit B allein, je 
nachdem die Vorzeichen der abgeleiteten 
Functionen für x = A und B überein- 
stimmen oder nicht. 

In dem Beispiel ist zwischen x = 10 
und x = 100 die Wurzel C = 50. 

Man hat; 

für x = äl für x = 49 

AC = + 6420960 X = - 6466700 

X, = + 6932828 X, = + 5003516 


X, =+1054274 X, = + 878206 
X, = + 92826 X, = + 83322 

X. = + 4872 -V. = + 4632 

X, =+ 120 X, =+ 120 

Es stimmen also die Vorzeichen der 
Differenziale mit denen für x = £= 100. 

Man hat zusammengestellt; 
für X— 10, für x=49, für x =61, für x = 100 
X = - =- =+ = + 

X, = - =+ =+ = + 

x, = - =+ =+ = + 

x,=- =+ =+ = + 

x. = - =+ =+ = + 

x, = + =+ =+ = + 

Setzt man x = — 2 so erhält man 
X = + 4992 
X, =- 5296 
X, = - 320 
X, = + 3150 
X. = - 1488 
X, =+ 120 

Für X = 0 (No. 3) hat man 3 Zeichen- 
wechsel, für X = — 2 hat man 4 Zeichen- 
wechsel, es existirt also eine Wurzel von 
X für einen Werth von x zwischen 0 und 

— 2 nnd diese Wurzel ist = — 1. Nimmt 
man wieder 2 benachbarte Werthe von 

- 1, z. B. - 1,1 und - 0,9 so erhält man 

für x = — 1,1 für x = — 0,9 
X = + 438 X = - 418 

X, =- 1002 X, =-4065 

X, =+ 1927 X, = + 2192 

X, =+ 1859 X, =+ 1685 

X. = -1116 X. = -1356 

X, =+ 120 X, =+ 120 

und eine Zusammenstellung der Vorzei- 
chen für A, B, C + i und C — z ergibt 
für x=0, fürx=-0,9, fürx=-l,l,für x=- 2 
X = - - + + 

x.=- - 

x. = + + + 

x,=+ + + + 

x.=- - 

x, = + + + + 

In beiden Fällen, für die Wurzeln 60 
und — 1 ersieht man die Uebereinstim-, 
mung der Vorzeichen für sämmtliche Dif- 
ferenziale und die entgegengesetzten Vor- 
zeichen in der gegebenen Gleichung. Fer- 
ner ist ersichdiä, dafs die Anzahl der' 
Zeichenwechsel in den znsammengestell- 
ten Functionen von x = + = bis nach 
X = — <x> hin sich vermehren , oder wie 
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>Mn wwöhulich e» ansdräckt: es gehen 
die Zeichenwechsel Ton x = — <x> bis 
x = + ® hin durch die Wurzeln verloren. 

G. Hat eine Gleichung mehrere gleiche 
Wurzeln, so gehen durch dieselben eine 
gleiche .inzahl von Wechseln verloren. 

Denn ist zwischen den Grenzen A und 
B fär X die Zahl C zweimal als Wurzel, 
macht also C die Gleichung 2mal zu Null, 
»0 wird für r =C, fx und fx oder fC 
und fC =. 0. Man hat wie ad 5 

«c+,)=^c+i/’c+^/"c+^rc+... 
nc--.)=fc-irc+^ rc- ~ rc+ . . . 

j ^ 6 

r(c-z)=+^rc-^rc 

Unter z wieder eine sehr kleine Gröfse 
gedacht wie ad 5, ergibt 

AG+a) mit dem Vorzeichen + 
and/'{C — z) mit dem. Vorzeichen + 
fC=o hat aber den Zeichenwechsel + — 
gegeben, und f'C=0 ergibt nun den Zei- 
fhenwechsel — + , fulgüch sind von B 
nach A hin 2 Zeichenwechsel entstanden, 
edet von A nach B hin verloren gegan- 
gen. Aus den abwechselnden Vorzeichen 
in der zweiten Taylor’schen Reihe er- 
nehl man, dafs bei 3 gleichen Wurzeln 
3 Zeichenwecbsol , bei n gleichen Wur- 
zeln n Zeichenwechsel verloren gehen, 
indem fx = f x = ... x = 0 wird. 

Beispiel f(x - l)(a- - l)(x + 5)] 

+ 3x* — 9* -f 5 = 0 
X, = 3x> + 6x - 9 

•är, = 6x-(.6 

■^1 = + 6 


15 Fouriers Lehre. 

Für X = 1 winl X = X,= 0. 

Setzt mau x = 0 und =10, so erhält 
man 

Jf = -f5 A'= -1-1215 

A, =-9 A, =-h 351 

-Y, = -I- 6 A-, = -I- 6G 

-Y, =-1-6 A,=-|- 6 

Bei x = 0 sind 2 Zeichenwechsel, die 
bei x = 10 verloren gegangen sind. 

2tes Beispiel. 

[(x-l)(x-l)"(j-l)(a-(-5)] 

X = x*+ 2x* - 12x* -P14x - 5 = 0 
A', = 4x* -t- 6x’ — 24x -(- 14 
A, = 12x>-i-12x-24 
A', = 24x -t- 12 
A.=24 
Han erhält 

für x = 0 und für x = TO: 

A = - 5 A = -I- 10935 

A, =+ 14 A, =-f 4364 

A, = -24 A, = -i- 1296 

A, =-pi2 A, =+ 252 

A. =-f24 -Y. = -f 24 

Bei X = 0 sind 3 Zeichenwechsel , die 
tiei x=10 verloren gegangen sind. Für 
X = 1 wird A = A, = A, = 0. 

7. Es ist No. 4 in dem Beispiel gezeigt, 
dafs Differenziale für Werthe von x in- 
nerhalb zweier Grenzen A und B zu Null 
werden. Gesetzt es gehe für einen Werth 
von X = C zwischen A und B das mte 
Differenzial in den Werth = 0 über, so 
liegen der Gleichung und deren ersten 
(m — 1) Differenzialen die vorhin ermit- 
telten Gesetze zu Grunde. Dann aber 
hat man : 


= f„,C. + *f,„^^C + -f„,^,C + .... 

.) = f„C- z/-„,.^, C-F^ 

oder da f„C=0 ist 


/m-4-1 '^m-1-1 ^ + y •••• 


Es hat also wie' No. 5 nachgewiesen, 
hei sehr kleinem z das erste Differenzial 
das Vorzeichen das zweite das Vor- 
zeichen -. 

Stellt man diese Werthe mit 
<‘»d f„_,C zusammen, so erhält man, 
da X bis A„,_j keine Aendemug er- 


fahren 


Fürx = 


■*»1 -*-I 

"c+r 

fn,-xC 


C 

j fm-l^ 


C-i 




8- 
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Haben nun und (fleiche Vorzeichen, etweder + oder so ent- 

stehen folgende Zeichenreihen 


X = 



■^»1-1-1 

X = 


C4 s 

+ 

+ 

4 

C 4 * 

- ~ — 

c 

-b 

0 

-b 

C 

- 0 - 

C- t 

-b 

- 

4 

C- t 

- -b - 


wobei zu bemerken, dafs für — - f„^fC auch » x == “ 

nnd - s (- /•„ +,C) = -b if„ ^,C wird. 

Die 3 Differenziale für x = C + i haben also 2 Zeichenfolgen, die 3 Differen- 
zials für x = C — i haben 2 Zeichenwechsel nnd diese gehen bei dem Durchgang 
bei n — C durch den Werth 0 yerloren. 

Sind die Vorzeichen von und ungleich, * oder t so entsteht 


X = 


....X„ , X„ x_ 

/n — I m M 

C4s 

4- - - C4» 

- 4 4 

C 

4 0 - C 

- 0 4 

c-% 

4 4 - C-s 

- . 4 


ln beiden Fällen haben die drei Diffe- 
renziale für a; = C -b » und x = C— t einen 
Wechsel nnd eine Folge und es ist kein 
Zeichenwechsel verloren gegangen. 

Wenn also ein Differenzial = 0 wird, 
so gehen entweder 2 Zeichenwechsel oder 
es geht keiner verloren, und dies findet 
für jedes Differenzial statt, wenn mehrere 
derselben, die auch aufeinander folgen 
können, zu Null werden. 

8. In einer Gleichung können höhere 
Werthe von x nie mehr Zeichenwechsel 
liefern als niedrigere : für x = 4 » ent- 
stehen nur Folgen, für*=— « nur Wech- 
sel von Zeichen. Wird für einen Werth 
von X die Gleichung X = 0, so geschieht 
dies immer mit Verlust eines Zeichen- 
wechsels. Bei gleichen Wurzeln werden 
immer so viele hintereinanderliegende 
Funtionen von X ab gerechnet zu Null 
als die Anzahl der gleichen Wurzeln 
beträgt. 

Hat eine Gleichung ■ vom nten Grade 
n reelle Wurzeln, so kann kein Zeichen- 
wechsel verloren gehen, ohne dafs zwi- 
schen den dazu gehörigen Grenzen (.1 
nnd B) eine Wurzel sich befinde. 

Hat eine Gleichung vom nten Grade 
n — m reelle Wurzeln, so gehen durch 
dieselben n - m Zeichenwecluel verloren, 
nnd m gehen verloren, ohne dafs dabei 
X = 0 wird, also dadurch, dafs Differen- 
ziale zu Null werden. Da dies immer 
nur paarweise geschehen kann , so mufs 
in eine gerade Zahl sein und es kann in 
einer Gleichung mit lauter reellen Glie- 
dern nur eine gerade Anzahl von un- 
möglichen Wurzeln sich befinden. 


9. Beispiele 1. In dem ad 1 gewähl- 
ten Beispiel: 

X = X* - Ö2x* 4 69x» 4 lö82x* - 1540x 
= 3000 = 0 


hat man folgendes Schema: 


X ~ 

X 

X, 

X, 

X, 


A'. 

4 “ 

4 

4 

4 

4 

+ 

4 

100 

4 

4 

4 

4 

+ 

4 

51 

4 

4 

4 

4 

+ 

4 

60 

0 

4 

4 

4 

+ 

4 

49 

- 

4 

4 

4 

+ 

4 

10 

— 

- 

- 

— 

- 

4 

6 

0 

— 

— 

— 

— 

4 

5 

+ 

— 

- 

- 

— 

4 

2 

0 

4 

4 

- 

— 

4 

1 

- 

4 

4 

— 


4 

0 

- 

- 

4 

4 

- 

4 

- 1 

0 

- 

4 

4 

- 

4 

-2 

4 

- 

- 

4 

— 

4 

-6 

0 

4 

- 

4 


4 

— 00 

- 

4 

- 

4 


4 

Vo 

n X = 

4 “ 

bis X 

= 51 

bleiben 

die- 


selben Zeichenfolgen, es existirt also in 
diesem Interwall keine Wurzel der Glei- 
chung. Für x = 49 ist ein Zeichenwech- 
sel mit 4 Zeichenfolgen , für x = 10 ent- 
stehen 4 Folgen und ein Wechsel, zwi- 
schen x=10 und x = 49 ist also keine 
Wurzel. Da aber x = 51 fünf Folgen, 
x = 49 und x=10 vier Folgen hat, so 
existirt zwischen x = 10nndx = 4oo eine 
aber nur eine Wurzel und diese ist = 50. 

Nimmt man das Intervall für x=lo 
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bis X = I oder x = 0, so hat man bei 
X = 10 ein Wechsel , bei x = 0 oder 1 
drei Wechsel; es existiren also in die- 
sem Interrall entweder 2 Worseln oder 
es gehen auch Diflerentiale in den Werth 
= 0 über. Um dies an finden theilt man 
das Interrall: für x = 5 erhält man nun 
2 Wechsel, bei x= 10 ist nur 1 Wechsel 
also liegt ganz bestimmt zwischen ö nnd 
10 eine Wurzel, und diese ist = 6. Aus 
demselben Grunde ist zerischen 0 und 5 
eine Wurzel (2) vorhanden. 

Da für X = 0 drei Wechsel, für x = — « 
fünf Wechsel vorhanden sind, so existi- 
ren entweder 2 negative Wurzeln oder 
es ^ehen Diflerenziale verloren. Durch 
Theilung des Intervalls findet man , dafs 
2 reelle Wurzeln (- 1 und - 5) existiren. 
10. Folgendes Beispiel 

[(x»-3x + 4)(x-3)(x-M)] 
bat 2 nnmögliche Wurzeln. Es ist 
X = x< - 5x> -f 7x* -f X - 12 = 0 
X, =4x»-15x’ + Ux-H 
X, = 12x»- 30X-M4 
X, = 24x - 30 
X. = -1- 24 
Es entsteht 

färx=! X X, X, X, X. 


— OO 
0 


-b - -t- - -f (24) 

-(•2) -i(l) -K14) -(30) -1(24) 


Da für X = 0 ein Zeichenwechsel we- 
niger ist als für x = — », so hat die 
Gleichung nothwendig eine negative Wur- 
zel, die übrigen 3 Wurzeln sind positiv, 
wie dies auch x = 0 mit 3 Zeichenwech- 
seln angibt, indem x = -f « vier positive 
Folgen liefert. 


Für x = 1 entstehen die Zeichen 
-(8) +(4) -(4) -(6) -K24) 
in 3 Wechseln, so dafs zwischen 0 nnd l 
keine Wurzel liegt. 

Für X = 10 entstehen die Zeichen 
-b (5698) + (2641) -(- (914) + (210) -f (24) 
so dafs keine Wurzel existirt, die > 10 
ist, die 3 Wurzeln also zwischen 1 und 
10 liegen. Han erhält ferner 
für X = 4 : + 40 -b 73 -b 86 -b 66 -I- 24 
= 2 : - 6 -b 1 -b 2 -b 18 -b 24 
hierzu =1:— 8-b 4— 4— 6-b24 

X = 4 stimmt in den Zeichen mit x= « , 
also gibt es keine Wurzel ;> 4. Für x = 2 
entsteht ein Wechsel, mithin liegt eine 
Wurzel zwischen 2 nnd 4. Zwischen 1 
nnd 2 für x liegen also entweder 2 Wur- 
zeln oder es existirt keine reelle 
Wurzel. 

11. Das Verfahren um zu erkennen, ob 
Wurzeln vorhanden sind oder nicht, ist 
nach Fourier etwas weitläufig und soll 
mit den Beweisen für die Richtigkeit fort- 
gelassen werden. Hat man das Intervall 
auf möglichst enge Grenzen gebracht, 
wie es auch von Fourier geschieht, so 
ist es in vielen Fällen am einfachsten, 
wenn man die Differenziale ignorirt und 
sich einzig mit der gegebenen Gleichung 
beschäftigt. 

Man thut wohl, das Intervall auf eine 
Einheit grofs zu bringen, wie in dem 
vorliegenden Beispiel, wo die beiden Wur- 
zeln zwischen x = 1 und 2 angezeigt 
sind. Nun setze man x=l-bn, wo n 
einen positiven ächten Bruch bedeutet 
und ermittle durch o den Werth von X. 

Man erhält 


x*= (l + n)‘= 1-b 4«-b 6«*-b4a’-bn* 

— 6x* = — 5(l-b o)* = — 5 — 15o — 15n* — 5o* 
-b7x«=-b7(l-bn)> = -b7-bl4o-b 7o* 

X = 1 -j- a 

-12 = -12 

X = _8-b4a-2n>- a»+o‘ 


Der gröfste Werth, den r annehmen von x, der die Function X = 0 macht, 
kann, ist = 1, mithin der gröfste negative also anch keine Wurzel, woraus hervor- 
Werth von X = — 6, nämlich für x = 2; geht, dafs die Gleichung 2 unmöglich« 
für jeden kleineren Werth von r bleibt (imaginäre) Wurzeln hat. 

X zwischen —6 nnd — 8 nnd es existirt 12. Man soll ans folgender gegebenen 
mithin zwischen 1 nnd 2 kein Werth Gleichung die Wurzeln finden: 

X = X*- 2Ix*+ 43x»-485x*-b460x-b 1000 = 0 

Es ist X, = 5x*- 84x* + 129x>-970x -b450 

X, = 20x« - 262x> -b 268x -970 . r 

X, = 60x> - 504x -b 258 
X. = 120x - 504 
X, = 120 
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dan erhält folgendes Schema 


X =: 


0 

10 

100 

+ 

X 

_ 

+ 

- 

• + 

-b 

X, 

+ 

+ 

- 

+ 

-b 

X. 

— 

- 

- 

+ 

-b 

X, 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

X. 

- 

- 

+ 

+ 

-b 

X, 

+ 

+ 

+ 

+ 

-b 


Bei x = 0 sind 4 Zeichenwechsel, bei 
x = — 00 sind 5 Wechsel, folglich existirt 
eine negative Wurzel. Ueber * = + 100 
ist keine Wurzel vorhanden ; bei x = + 10 
ist ein Zeichenwechsel, daher liegt eine 
positive reelle Wurzel zwischen 10 und 
100; die übrigen 3 Wurzeln liegen zwi- 
schen 0 und 10; bei 0 sind 4 bei 10 ist 
ein Zeichenwechsel. Um nun zn erfah- 
ren, ob nur eine oder ob 3 reelle Wur- 
zeln zwischen 0 und 10 vorhanden sind, 
schränke das Intervall ein 

für X = 0 sind die Zeichen -|- -i 1 1- 

ßr.T = l . „ , + + 

Es existireu mithin zwischen 0 und 1 
entweder 2 reelle Wurzeln oder keine; 
die 3to Wurzel liegt jedenfalls zwischen 
1 und 10 und ist reell. 

Um nun das Intervall 0—1 auf Wur- 
zeln zu untersuchen, ignorire die Diffe- 
renziale, setze X = a = einem ächten Bruch, 
so hat man 

X = - 2 1 n‘ -I- 43n» - 485n* -b 450n + 1000 
für R = 0 ist X = -b 1000 
für 0=1 ist A' = -b 988 
Für 0 = 1 , den höchsten Werth den o 
annehmen kann , wird die algebraische 
Summe der mit « versehenen Glieder 
= - 12 . 

Für jeden kleineren Werth wird die 
Summe gröfser, X bleibt also von x = 0 
bis X = 1 positiv und es existirt keine 
Wurzel für X innerhalb x = 0 und x = 1. 

13. Folgende Gleichung ist gegeben 
und es sind deren Differenziale aufge- 
fübrt; 

X = x‘ - Gx* -b 6x« -b 8x + 2 = 0 
X,= 4x»- 18x*-b 12x -b8 
X, = 12x« - 36x -b 12 
X, = 24x - 3C 
X, = 24 


Man erhält vorläufig folgendes Schema 

X = 

-* 1 

0 1 

‘ 1 

10 

X 

+ 

-b 

+ 

-b 

X, 

— 

+ 

-b 

+ 

X, 

+ 

■f 

— 

+ 

X, 

— 

— 


+ 

X, 

+ 

-b 

+ i 

-b 


Mao ersieht, dals über -b 10 hinaus 
keine Wurzel mehr statt findet, dals zwi- 
schen 1 und 10 zwei Wurzeln und dafs 
zwischen 0 und — ebenfalls 2 Wur- 
zeln angezeigt werden. 

Für X = - 1 erhält man die ZeicheiT- 
reihe 

X = -b (7); X, = - (26); X, = -b (GO); 

X, = -(60); X. = -b(24) 
also 4 Wechsel, mithin ist unterhalb — 1 
keine Wurzel mehr und beide angezeigte 
Wurzeln können nur zwischen 0 und - 1 
liegen. 

Für X = 0,5 ist die Zeichenreihe für 
X bis X. 

-b . — _ "b . ~ . + 

0,1876’ 3’ 33’ 24’ 24 

Es liegen mithin die angezeigten Wur- 
zeln zwischen 0 und — 0,5. 

Für x = —H = — 0,375 ist die Reihe 

+ + + ~ + 

die Wurzeln liegen also zwischen - 0,375 
und — 0,5 

Für X = — 4 hat man -b -b d h 

für X = - 0,45 -I 1 b 

Es liegt mithin zwischen — 0,4 und 
- 0,46 ein Werth von x, welcher X, zu 
Null macht während X positiv bleibt, und 
also sind die beiden angezeigten Wurzeln 
nicht vorhanden. 

Für X = 10 ist X = -b 4G82; X, = -b 2328 
x= 6istx = -b 227;X,=-b 112 
x= 2 ist A' = -b 10;X,=— 8 

x= listX = -b ll;X, =-f 6 

Für einen Werth von x zwischen 1 und 
2 wird also .Y, = 0 nnd es eiisliren auch 
diese beiden Wurzeln nicht, woher die 
gegebene Gleichung keine reelle W’nrzel 
bat. 

14. Es ist die Gleichung gegeben: 

X = X* — 4x’ — 6x — 1 = 0 
hieraus 

X, = 3x* — 8x — 5 
X, = Cx — 8 
X. = G 
Man findet: 


für X = 

X 

X, 

V. 


10 

-b 

+ 

+ 

+ 


549 

215 

58 

G 

5 

— 

■b 

+ 

-b 


1 

30 

22 

6 


— 

— 

— 

-1- 


1 

5 

8 

G 

- 1 

— 

+ 

— 

-b 


1 

G 

14 

6 


Digitized by Google 



Foariere Lehre. 


119 


Fouriers Lehre. 


Für X = 10 sind nur Zeichenfolf^n, für 
x = - 1 nnr Wechsel, daher existirt über 
+ 10 und unter — 1 keine Wunel. Eine 
Wurzel liert zwischeu 5 und 10, 2 Wur- 
zeln (oder keine) zwischen 0 und — 1. 
Für X = — 0,5 erhält man 
-f — — + 

2,375 0,25 11 G 

Es sind also 2 Wurzeln vorhanden, die 
eine zwischen 0 und — 0,5 die zweite 
zwischen — 0,5 und —1.x 

15. Die Gleichung 
.Y = x‘ -f X - 1 = 0 
Jr, = 5x*-f 1 
=20x» 

X, = 60x2 
X, = 120x> 

X, = 120 


für X = 

X 

X, 

X, 

X, 

-y. 

X, 

+ ® 

+ 

-b 

-b 

-b 

+ 

+ 

b 1 

-f 

•b 

-b 

-b 

-b 

-b 

0 


-b 

0 

0 

0 

+ 

- I 

— 

-b 

— 

-b 

— 

-b 


Für x = + 1 bestehen simmtliche Fol- 
gen, bei X = — 1 sämmtliche Wechsel, 
mithin liegen alle 5 Wurzeln der Glei- 
chung zwischen -f 1 und — 1. 

Setzt man einen beliebig kleinen po- 
sitiven Bruch « für x, so emäit man die 
Zeichenreihe 

— + -(- -f -t- + 

and setzt man einen beliebig kleinen ne- 
gativen Bruch — a für x, so entsteht 

— -b 1 h 

Innerhalb der beliebig kleinen Differenz 
zwischen -l- n und — o gehen also 4 Zei- 
chenwechsel, mit diesen 4 Wurzeln ver- 
loren und es existirt mithin nur die eine 
reelle Wurzel zwischen 0 und -f 1, die 
übrigen 4 sind unmögliche Orüfsen. 

16. Es liegt oft sehr daran , eine irra- 
tionale Wurzel genau in möglichst vielen 
Decimalstellen zu erhalten , und man hat 
für die möglichst schnelle Berechnung 
derselben auch mancherlei Uülfsmittel. 
Bevor ich auf die Fourier'sche Uethode 
komme, soll auf anderen Wegen die Wur- 
zel zwischen 0 und 1 in Gleichung 15 
berechnet werden. 

Um dieser Wurzel sich durch Probiren 
•chneller zu näheren, schreibe die Olei- 
cbung 

x(x‘-bl)= 1 

Man erhält den links stehenden Ans- 
drndc X 


Für x = 0,5 X = 0,53125 
x = 0,6 J( = 0,67776 ' 

X = 0,7 X = 0,86807 
x = 0,8 Jf= 1,12768 
Die Wurzel liegt also zwischen 0,7 
und 0,8. 

Wendet man die Regula fabi an, so 
hat man 
08 - 07 : X - 0,7 

= 1,12768 - 0,86807 : 1 -0,86807 
woraus x(x*-f 1) = 0,92778 
die Regel wiederholt gibt 
0,8 - 0,76 : X - 0,75 

= 1,12768 - 0,92778 : 1 - 0,92778 
woraus x 0,768 
und X (x* -b 1) = 1,03518 
wiederum 

0,768 - 0,75 : x - 0,75 = 0,10740 : 0,07222 
woraus x = 0,7621 und x (x* -bl)= 1,01917 
Versucht man nun nahe Werthe, so 
erhält man 


für X = 0,76 ; 

X = 1,0135 

X = 0,755; 

X = 1,00042 

X = 0,752; 

X = 0,99248 

x = 0,753; 

X = 0,99508 

x = 0,754; 

X = 0,99770 

x = 0,8545; 

X = 0,99900 


x = 0,76495; X= 1,000194 
x = 0,7549; X = 1,000058 
x = 0,75481; X = 0,999822 
n. s. w. Es sind bb jetzt erst die 4 ersten 
Decimalen richtig gefunden. 

17. Um nach Fouriers Methode eine 
zwischen 2 Intervallen liegende Wurzel 
zu finden mufs diese allein und von 
allen übrigen Wurzeln gesondert 
in dem Intervall sich befinden. 

In dem Beispiel No. 12 bat man 


für X = 1 

X 

A'. 

X, X, 

-V. 

X^ 

0 

+ 

+ 

— + 

- 

+ 

10 

— 

— 

- + 


b- 


Der erste Worth von x liefert 4, der 
zweite nnr einen Zeichenwechsel, in dem 
Intervall 0 -b 10 befinden sich also 3 Wur- 
zeln und es mufs dasselbe durch Zwi- 
schenwerthe von x so eingeschränkt wer- 
den, dals der Unterschied beider Reihen 
nnr in einem Zeichenwecbsel bestehe. 

In demselben Beispiel hat man 


für X = 1 

X 

X, 

X, 

X, 

X, 

X, 

10 

— 

— 

- 

-b 

-b 

+ 

100 

-b 

-b 


-b 

-b 

■b 
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Es ist also bei dem einen Zeichenwech- 
sel mir eine reelle Wurael zwischen 10 
und 100, dafregeii kann das InterTall noch 
nicht znr Anweiulimg kommen, weil in 
demselben X, und .Y, ebenfalls Wur- 
zeln haben, welche nicht sein dürfen und 
durch Einschränkung des Intervalls fort- 
geschafift werden müssen. 

Han erhält nun 






( 5 ) 


für X = 

X 


-Y. 


■Y. 

blinden gibt 

40 

4- 

+ 

-1- 

-1- 

-b 

-b 

20 

— 

-1- 

-1- 

•-b 

-b 

-b 


Für den Fall I. ist .Y, = fr positiv; 
da mithin die Werihe von X von x = a 
bis X = A fortdauernd wachsen, so ist 
fb:-rib~f.n 

> r (« + /">) 

Diese Vergleichung mit 4 und 5 ver- 


und dieses Intervall ist mithin für die 
Anwendung der Methode geeignet. 

18. Es ist al.so erforderlich, dafs die 
Zeichen der X entgegengesetzt sind und 
dafs die der Differenziale einzeln mit ein- 
ander ühereinstinimen Ferner ist zur 
Auffindung der Wurzel nur das e rste Dif- 
ferenzial zu beachten. Bezeichnet man 
im Intervall den höheren Werth von x 
mit A, den niederen mit o, so sind in 
Beziehung anf die Zeichen für das Inter- 
vall A — « folgende 4 Fälle möglich 


X — 

1 

II 

H 

X 

-V. 

a 

1 - 

+ fl 

-b 

— 

b 

i + 

+ A 

1 

- 

X ~ 

A 

X’, j: = 

1 ''' 

-Y, 

a 

- 

— a 

[ + 

-b 

A 

+ 

A 


+ 

Die Werthe von A’; A’j 

sind für 

X — 


und x = a bekannt; die Wurzel liegt zwi- 
schen a und A und man bestimmt die 
Gröfsen n und ß .so, dafs a -|- n = A - ,4 
die Wurzel gibt. Es ist dann 

X = f(a + a) = f(b-fl) = 0 ( 1 ) 

Nun ist nach der Taylor’schen Reihe 

f{a + ti) = fa + tifa + Yf'a-\-.... 

f(b-fl) = fb~ßrb + ^f'b~.... 

Für ein kleines Intervall A — a sind a 
und ß ebenfalls nur klein und dann sind 
afa und ßfb mit den Zeichen vorherr- 
schend bezeichnet demnach fi einen po- 
sitiven ächten Bruch, so kann man setzen 
f{a+ji) = fa + af'{a + ^tt-) = 0 (2) 

f<J>-ß) = ß-ßf(b-f,ß) = 0 (3) 

■wo // in beiden Formeln verschiedene 
Werthe hat. 

Es ist hieraus 


r 

f{a-^ fux) 


-[» 
■ fb 
fb 
fb 

Berechnet man also - 




fb 


addirt dies zu 


a, so erhält man einen Werth von x, der 
kleiner ist als die W'urzel a -f- n, und be- 
, fb 

rechnet man , zieht diesen von A ab, 
/ * 

so erhält man einen Werth von x, der 
gröfser ist als die Wurzel b — ß\ mithin 
erhält man die beiden neuen Werihe 

und b — ^^^ welche einander 

näher liegen als a und A und welche als 
Grenzen die W'urzel einschliefsen. 

Für den Fall 11. hat man dieselben Ver- 
gleichungen wie 1. Nur ist zu beachten, 
dafs a und ß positive Gröfsen sind und 
dafs man also für fa, fb und fb deren 
absolute Werthe einsetzen mufs 

also 

Wurzel eiu-scblicfseiide Grenzen. 

Z. B. .X = — j:* -f' 

X j = — 2x 


und und Reben nähere, die 


fürx 

X 

X' 

fl = - 2 

-b 12 

- 4 

- 16 
- 8 


(4) 


Han hat nun zu neuen Grenzen 

Nun ist eine Wurzel = -1- 1 mithin 
<r=: x-a = l— (— 2)=-f3 und ßr=b — x 
=2- 1 =-H. 

Es ist also 


Digilized by Google 



Foarier« Lehre. 


Fouriers Lehre. 


Für den Fell III. hat man dieselben 
Rücksichten wie für den roiigen Fall. 
Beispiel. x* — 10** + 3 

X, = 4x> - 20x 


für X 

X X, 

a = - 3 

-6 -48 

5 = + i 

-+- 

1 


Man erhält die engeren Grenzen 




.19 19 


le 


^ ^ 67 

• 1» * A “ • 1 trt 


fb * 16 ■ 3 152 

(Die Wurzel liegt zwischen — 1 und — J). 
Dieselbe Bewandnifs hat es mit Fall IV. 
19. Es soll nnn das Beispiel No. 15 zu 
Prüfung der Fourier'schen Methode be- 
nutzt werden. 

Es ist X = X* - 1 

X, = 5x« + 1 

Bekannt ist, dafs die Wurzel zwischen 
0,7 und 0,8 liegt. 

Es ist also a = 0,7 

6 = 0,8 

das Intervall ist 0,8 — 0,7 = 0,1 
Es ist nun /'a = — 0,13193 
^6 = + 0,12768 
f'b = + 3,048 

-fa 0,13193 

also o + = 0,7 + - 0,743 

(b 0,12768 

und 6 -' ,-^ = 0,8 --^-^ -0,758 

Das Intervall ist jetzt 0,015 
Nnn ist /■» = /0,743 = - 0,03056 
(b = /0,758 = + 0,00823 
/•6=/'0,758 = + 2,6506 
mithin von neuem 


Die 3 ersten Decimalen sind also richtig. 

Nun ist fa = /0,7545 = - 0,00099 
fb = /0.7549 = -I- 0,00006 
/'6=^’0,75'I9= + 2,62375 

und 

Bis hierher reichen nur die Logarith- 
men aus, nnd man ersieht, dafs das Fon- 
rier’sche Verfahren weniger mühsam nnd 
zugleich sicherer ist als das vorher bei- 
spielsweise ausgefübrte Probiren._ Sollen 
noch mehrere Decimalen zugefügt wer- 
den, so werden die directen fünffachen 
Potenzirungen langwierig und man ver- 
fährt am zweckmafsigsten mit Anwen- 
dung des Taylnr’schen Satzes, wenn man 
die Werthe der Function für einen zn- 
nächt kleineren oder gröfseren Werth 
von X vorher genau bestimmt hat. 

Die Taylor’sche Reihe ist: 


f (*=*=»)=/*=•=» r* + -5- /”* = 


Es ist die Bestimmung der Function 
und der DilTerenzialen bei x auf obige 
6 Decimalen nicht so schwierig wenn man 
die 1 bis Ofacben der Zahl tabellarisch 
unter einander stellt, so dafs man diese 
bei der Hultiplication nur abzuschreiben 
hat. 

Nämlich a= 754877 
2o= 1509754 
3rt= 2264631 
4a = 3019508 
5a = 3774385 
6a = 4529262 
7a = 5284139 
8a = 6039016 
9a = 6793893 
10a = 7548770 
Man erhält zunächst 


a = 0,754877 
a’ = 0,56983 92851 29 
a> = 0,43015 86700 40324 133 
a‘ = 0,32471 68108 76329 76064 6641 
a» = 0,24512 12520 43891 18066 21667 18157 

Hieraus ist 

fa = a* + a - 1 = - 0,00000 17479 56108 81934 

/’a = 5o* -H = + 2,62358 40543 81648 80273 3205 

f"a = 20<^ = 8,60317 14008 11402 66 

l’"a = 60a' = 34,19036 71077 4 

/*'a=120a = 90,58624 

fa = m 
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Setzt man nun daa Mittel der Diffe- 
renz zwischen a nnd i = 4 z = 0,0000005 
So hat man 
/(« + j) = /'0, 7548775 
= /■(I = - 0,00000 17479 5BI08 81934.... 
z •/’« = + 13117 92027 19082.... 

Jr«=+ 


fj 

Nun ist = 0,05995 ; also x = 0,76995 


n _ 


f» 


0,04189; also x = 0,75811 


n> 


0,1075 39642 .... 


71 .... 


/(<! + z) = - 0,00000 04361 63006 23139 
Man kann sich nun mit weniger Mühe 
der Wurzel schnell nähern, wenn man 
erwägt, dals den meisten Einflnfs das 
Glied s • fa hat. 

Es ist fa = 2,62358 40543 

die Grenze ist fa = — 0,00000 17479 

dividirt man daher 17479 .... durch 
2,623584.... 

so erhält man sehr nahe z in den gel- 
tenden Decimalen = 6662 nnd f(a -f- z) 
= 0,7548776662 

Dieser Werth probirt gibt 
z • f a = 0,00000 17478 31686 36304 

z® 

— fa = 1909 14026 

0,00000 17478 33595 50630 
fa = - 0,0000a 17479 56108 81934 

fO,75487766C2 = 

- 0,0000000001 22513 31304 
Für X = 0,7548776663 
entsteht X positiv, die ersten 10 Deci- 
malstellen sind also richtig und man kann 
das Verfahren für beliebig mehrere De- 
cimalen wiederholen. 

20. Das letzte abgekürzte Verfahren 
mit Hülfe der Taylorschen Reihe ist so 
recht geeignet zu erkennen, dafs Fourier 
seine Lehre aus der Taylorschen Reihe 
entnommen hat. Denn man dividirt f a 
durch fa, man erhält also, wenn man 
die Division voll.ständig ausführt, den 
Werth von z zu grofs; sowie man den 


Da nun z = zwar immer ein in 

grofses, aber bei Wiederholung ein immer 
kleiner werdendes x -liefert, so ist die 
Anwendung der Reihe für / (6 — z) vor- 
zuziehen, wenn man sich von einer Seite 
nnr der Wurzel nähern will. 

Aus No. 19 ersieht man 

nnd X schon auf 5 Decimalstellen richtig. 

Fonrier hat also verstanden, ans der 
Taylor’schen Reihe, welche von selbst 
eine Grenze für die Wurzel gibt, noch 
kleinere Grenzen zu entwickeln. 

Frageglied oder Frj^ezaU ist beim 
bürgerlicnen Rechnen die Zahl, über welche 
eine Frage geschieht; die übrigen Zahlen 
oder Glieder heifsen Bedin gn ngsgli e- 
der. In der Regel de trie wira das 
3te Glied zum Frageglied genommen, z. B. 

Wenn 4 Pfund einer Waare 3 Thlr. 
kosten, was kosten 7 Pfund davon? Hier 
ist 7 Pfund das Fragoglied weil fiber 
dessen Preis gefragt wird. 

Die Regel quinipie hat 2, die Re- 
gel septem hat 3 Fragezahlen n. s. w. 
Z. ß. Wie viel Zinsen geben 350 Thlr. 
in 8 Monaten zu 5 pro Cent pro anno; 
wird angesetzt: 

lOOThaler | geben 5Thlr.(350Thaler? 
in 12 Monatj was gebenfin 8 Monaten? 
wo 350 Thaler und 8 Monat die Frage- 
zahlen sind. 


Werth von z durch ^,-j zu klein also beide 

Werthe (a -f z) und (6 — z) für x zu grofs 
erhält. Wendet man, unbekümmert um 
Fouriers Satz gleich von vorn herein die 
Taylor'scbe Reihe an, so habe man durch 
Probiren vorläufig gefunden: (s. No. 19) 
f7 = - 0,13193 
f8 =4-0,12768 
so erhält man 

fl = 2,2005 
fi = 3,048 


Die Gesellschaftsrechnung hat 
so viel Frageglieder als Theilnehmer zur 
Gesellschaft gehören: z. B. 5 Personen 
spielen gemeinschaftlich ein Lotterieloos, 
welches 50 Thlr. kostet: A gibt dazu 
1 Thlr. , fi gibt 2 Thlr. , C gibt 5 Thlr., 
I) gibt 10 Thlr. , E gibt 12 Thlr. und F 
gibt 20 Thlr. Sie gewinnen 5000 Thlr. 
wie viel bekommt jeder? der Ansatz ist 

! 1 Thlr.? 

2 Thlr.? 

5 Thlr.? 
10 Thlr.? 
12 Thlr.? 
20 Thlr.? 

Die Kettenrechnung hat nur ein 
Fragegüed. Z. B. Wie viel an preuisi- 
schem Courant sind 300 Oldenburger Pi- 


Digitized by Google 



Frageglied. 


123 


Frühlingspunkt. 


stolsD, wenn 3&1 Stück deoelbeu auf 1 
Hark bei 211 Karat fein kommen, wenn 
3b prenfsische Friedricbsd'or auf 1 Mark 
bei 21 Karat 8 Grän fein kommen und 
wenn 1 preufsischer Friedrichsd’or 5 Thlr. 
20 gr. Courant gilt? der Ansatz ist 
Wie viel preufs. 

Tnaler sind = 300 oldenb. Pistl. ? 
wenn 361 Pistolen =211 Karat 
wenn 21 J Karat = 36 Friedrichsd'or 
wenn iFrd'or = 6] preufs. Tbaler 

Frflblliig ist in der von uns bewohn- 
ten nördlichen Erdhalbkngel die Jahres- 
zeit von dem Augenblick des scheinba- 
ren Eintritts der Sonne (mit ihrem Mit- 
telpunkt) in den Frühlingspuukt bis zu 
dem Augenblick des scheinbaren Ein- 
tritts der Sonne in den Sommerpunkt 
der Ekliptik. Also die Jahreszeit von 
dem wirklichen Eintritt der Erde in den 
Herbstpunkt bis zu dem wirklichen Ein-, 
tritt derselben in den Winteriiunkt der 
Ekliptik (vergl. astronomische Jahreszei- 
ten, Ekliptik, Erde, Aeijuator der Erde). 

FrthlingsnacbtEleicbe, s. n. Ae<jna- 
tor der Erde, Ekliptik. 

Frlblingsponkt, Punkt der Früh- 
lings nacht gleiche, Widderpunkt, 
Widder-Null pu nkt ist einer der bei- 
den Punkte (/•’, /f, Fig. 34, pag. 33, Hd. I.) 
in der Ekliptik FSUW, in welchen diese 
mit der durch die Sonne gelegten dem 
Erdaeuuator parallelen Ebene sich schnei- 
det. Beide Punkte F, H sind zugleich 
die Aequinoctialpunkte der Ekliptik, 
weil wenn die Erde in diesen PunKten 
sich befindet, innerbalb 24 Stunden auf 
jedem Punkt der Erdoberfläche Tag und 
Nacht gleich also 12 Stunden lang ist, 
wie aucn Fig. 34 in I. und III. darstellt 
l)ie Astronomen des Altcrthiims wufsten 
nicht, dals die Sonne in dem Brennpunkt 
innerhalb der Ekliptik steht, und dafs 
die Erde es ist, welche in der Ekliptik 
um dieselbe sich herumbewegt. Befand 
sich also die Erde in II, so glaubten sie 
die Sonne stehe in F, und da von nun 
ab die wärmeren Tage begannen, so nann- 
ten sie den Punkt F, den in welchen 
ihrer Wahrnehmung nach die Sonne tritt, 
wann der Frühling beginnt, ilen Früh- 
lingspnnkt. 

Seitdem die von Copernicus entdeckte 
and von den späteren Astronomen be- 
stätigte Umdrehung der Erde und der 
Stillstand der Soiino in mitteu der Erd- 
bahn bekannt geworden, ist nun eigent- 
lich H Frühliuppunkt und F ilerbst- 
punkt, so wie Ir der Sommerpunkt und 
5 der Winterpunkt, weil die Erde beim 


Beginn des Frühlings in H, beim Beginn 
des Herbstes in F, beim Beginn des 
Sommers in W und beim Beginn des 
Winters in S steht; allein die neueren 
Astronomen haben aus Pietät gegen die 
Gelehrten des Altcrthuins die Punkte 
und deren Namen der Ueberlieferung nach 
beibehalten und erkläreu; Frühlingspunkt 
ist derjenige Punkt der Ekliptik, in wel- 
chen die Sonne zu treten scheint 
wann der Frühling beginnt. Und in der- 
selben Weise werden die anderen 3 Haupt- 
punkte der Ekliptik erklärt. 

Die 4 Hauptpunkte der Ekliptik, oder 
vielmehr die beiden Nachtgleicbenpuukte 
F und // sind nicht constant, sie rücken 
jährlich um 60,1 bis 60,24 Secunden von 
links nach rechts, oder der Zeichenfolge 
entgegen (s. Folge der Zeichen), indem 
die Weltaxe (die der Erdaxe parallele 
Axe) um die feste Axe der Ekliptik die- 
seu Bogen jährlich beschreibt, womit die 
Punkte F und H des Aequators den 
Punkten W und N der Ekliptik sich nä- 
hern, eine Bewegung, die seit der chal- 
däisch astronomischen Zeit schon über 
30 Grade betragen bat. 

Ua die in dieser uralten Zeit bekann- 
ten Planeten in ihren Bahnen nur um 
9^ bis 10° von der Ekliptik abwichen, 
so zogen die damaligen Astronomen 2 
in Entfernung 10° von der Ekliptik be- 
logene mit (ueser parallele Kreise, bil- 
deten somit eine 20" breite Zone, ver- 
einigten von 30° zu 30° Länge die Sterne 
zu 12 Sternbildern, gestalteten dieselben 
zu Tbieren, ^ben ihnen Thiernamen und 
nannten sie die 12 Ilimmelszeiche n, 
so wie die Zone in denen sie sich be- 
fanden, den Tbierkreis, und bestimm- 
ten vermittelst der Zeichen die Stand- 
punkte der Planeten und anderer Ge- 
stirne (s. Folge der Zeichen). In den 
Frühlingspuukt wurde der Widder ge- 
setzt, woher der Namo Widderpunkt, 
und da dieser Punkt zugleich Anfangs- 
punkt (Nullpunkt) für alle Längonbe- 
stimmungen war und noch jetzt es ist, 
so wird der Frühlingspunkt noch heut 
Widderpnn k t, Widder- N n 11 pu nkt 
genannt, wenngleich dieses Sternbild über 
3Ö° vorwärts steht und der Frühlings- 
unkt in dem Sternbild „Fische* sich 
efindet. 

Gestirne, die in F sich befinden, haben 
weder Länge, noch Breite, noch Abwei- 
chung, noch gerade Aufsteigung. Daher 
bestimmt man auch diesen so wichtigen 
Punkt alljährlich (um den 21ten Marz) 
durch Beobachtnng der Sonne und es ist 
derjenige Punkt der Frühlingspunkt, in 
welchem die Sonne in dem Augenblick 
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steht in welchem sie sich ohne Abwei- 
chung ergiebt. 

FfUlUDg eines Gcfärses, einer Scbleii- 
senksmmer mit Wasser, eines leeren 
Raums mit’ Luft unter gegebenen Bedin- 
gungen, 5. InhaltsTerzeichnifs und Sach- 
register des Iten Bandes, pag. 450. 

Fünfeck ist eine ebene Ton 5 geraden 
Linien (Seiten) begrenzte Figur. Ans 
jeder Ecke sind 2 Diagonalen möglich, 
die das Fünfeck in 3 Dreiecke zerlegen. 
Der W’inkcl, von dessen Ecke (r) ans die 
Diagonalen gezogen werden wird in 3 
Theile, jeder der beiden Winkel nach 
deren Ecken (A, K) hin sie gezogen wer- 
den, in 3 Theile getheilt, die beiden an- 
deren Umfangswinkel (R, D) bleiben un- 
getbeilt. Die 5 Umfangswinkel des Fünf- 
ecks sind also in Summa die Umfangs- 
winkel von 3 Dreiecken und da in jedem 
Dreieck die 3 Umfangswinkel zusammen 
= 2 rechten Winkeln sind, so ist die 
Summe der Umfangswinkel jedes Fünf- 
ecks = i> Rechten. Daher können in einem 
Fünfeck höchstens 2 convexe Winkel 
statt linden (s. Fig. 650 und 651). 

Jedes Dreieck erfordert zu seiner Ver- 
zeichnung 3 Bestimmungsstücke, die 3 
Dreiecke also, in welche das Fünfeck 
zerlegt wird, erfordern zusammen 9 Be- 
.stimmungsstücke. Ist aber das mittlere 
Dreieck (CAE) bestimmt, so hat dieses 
Dreieck für jedes der beiden anliegenden 
Dreiecke in der Diagonale schon ein Be- 
stimmungsstück, folglich bedarf jedes der 
beiden Seitend reiecko nur noch 2 Be- 
stimmungsstücko, das Fünfeck im Gan- 
zen also 3 -b 2 X 2 = 7 Bestimmnngsstücke. 

2. Bezeichnet man den Winkel, den 
die Seite Alt = a mit der Seite AE = e 
macht mit ae, den Winkel zwischen BC=b 


und e mit 6e, den zwischen CD = e 
und e mit ce, den Winkel zwischen DE 
= d und e mit de jedoch so verstanden 
dafs man immer einerlei Richtung der 
Seiten gegen die feste Seite AE = e zu 
beobachten hat. 

Nimmt man für die Seite a die Rich- 
tung DA, also der spätere Buchstabe 
voran, so ist die analoge Richtung von 
4 = CB , die von e = DC von d = ED. 
Beide letzte Richtungen treffen die Seite 
e nicht und damit dies geschehe weil 
Winkel gebildet werden müssen, so denkt 
man sich in C und D Parallelen CH, 
DJ mit e. 

Ist nun für die Ecke A der Z BAE = ae, 
so ist ^CBF = 4e, der links liegende 
erhabene Z DCH = re und der links lie- 
gende erhabene Z.HDJ = de. In diesem 
Sinne genommen ist 
e =a cos fle + 4 cos 4e + croi ce-f d cosde (I) 
denn fällt man auf die verlängerte AE 
die Lothe BB', CC, DD’ und zieht die 
mit e Parallelen BE und Dff^bis in die 
Normale CE so bt 


Fig. 646. 



cos ae = a cos BAE = — AB' 
cos be = b cos CBE=A- BF 


ecos ce = c‘ cos (convex Z DCH) = c • roi (concav z DCH) = cos CDG = -|- DO 
dcosde = d • cos (convex Z EDJ) = d- ecs (concav Z EDJ) = cos DEA = - ED’ 
Mithin 

a cos ae + b cos be + ccosce + + d cos de = - AB’ BF+ DG - ED’ = AE = e 


3. Bezeichnet man die Umfangswinkel 
mit deren Eckpunkten A, B, C, D, E 
so hat man 

Z n* = '4 ; cos ae = cos A 
ferner ist z Fßi4 + z.BAE = 2R 
oder Z*-Z4*-I-Z>4 = 2/1 
hieraus /^be = A + B - iB. 
und cos be = cos (A ■)- B — 2B) 

= - cos (A + B) 
Noch ist ZCBF+^C+ ZCDO=2H 


oder z4e + zU-Zc« = 2n 

oder /I f ß-2R-bC-Zre = 2Ä 
woraus Z.ce = (,AA- B + Q - AF 
nnd cos ce = cos [{A -b R + C) — 4R] 

= -b co» (/4 -b R + C) 

endlich ist Zde = - E=(A-)-B^-C+D)- 6R 
folglich cos de = — cos(A + B + C+ D) 
Han hat daher anch 

e = a cos i4 - 4 cos (A -b ß) -b c coi (i4 -b R -b Q 

-dcos(il-bR-bC+X;) (2) 
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4. Beieicbnet man nach Fig. 647 die 
nach einerlei Richtung genommenen 
Aufsenwinkel der ümfaugswinkel mit rt, 
ß, y, if, ij so ist 

.A = 2n-n 
B = 2R-fl 
C = 2R~y 
D = 2R-<f 
E = 2R-<i 

Han hat demnach nach Formel 2 ; 


e = o CO» (3Ä- «)- icoi [4H- (n + /S)] + c co» [6R - (« + /ä + )■)] 

- d CO» [8R - (f« + /J + y + <>)] 

oder redncirt 

e = — o CO» B — 4 CO* (n + /») - c CO» (o + ;» + jO - d CO» (« + ^ + y + il) 

oder — * = « CO» b + 4 cos (b + /*) + c co» (b + /? + y) + d co» (b + + y + o) (3) 

Beispiel. 

Es »ei A=llO°, also ae= 110° und b= 70° 

B=120°, also 4c = hO“ und ß= 60° 

C=100°, also ce = — 30° und y= 80° 

D= 80°, also de = - 130° und <1= 100° 

£ = 130°, also ee = — 180° und q= 50° 

Nach Formel 1 ist e = b cos 1 10° -f 4 cos 50° 4- c cos (— 30°) + d cos (— 130°) 

Nach Formel 2 ist e = b co» 110 ° — 4 co» 230° 4- c co» 330° — d co» 410° 

Nach Formel 3 ist — e = a cos 70° + 4 co» 130° -|- c cot 210° + d cos 310° 


Redocirt man auf Winkel unter 90° B*»iHBc = B-»i«ßi4£— Rß' 

M erhält man ans allen 3 Formeln 6>»in4e=4.»inCßF=C4' 
e=-BCo»70°+4co»50°+cco»30°-dco»50° c.»»«ce=c*»»«(-COO) = -c.»i»ClJC 

5. Es ist in jedem Fünfeck: = — CG 

••tinae-i- b-sinbe+c-since-{-d‘Sinde=0 (4) d>»inde=d*»in(— DEA) = — d-sinDKA 
denn nach Fig. 646 und No. 2 bat man = ~ OD' 

Mithin o »in ae+ 4 »ih 4e + c »in ce + d »in de= ßß* CF — CO — DD' = 0 

6. Um diese Formel durch die ümfangswinkel d , ß , C, D auszndrncken hat 
man nach No. 3 

oii»yl + 4»iB (/H-ß- 2 ß) + c»in(y4 + ß + C-4R) + d»m(i4+ß + C+ß-6R) = 0 
und redncirt 

B »in A — b »in (d + ß) + c »in (.4 + ß + C) — d »in (^ + ß + C + ß) = 0 (4) 

7. Um diese Formel durch die Aufsenwinkel n, ß, y, d auszudrücken hat man 
nach No. 4 

«iin(2ß-B)-4»in[4ß-(ti+i9)] + c»in[6R-(a+)J + y)]-d»in[8ß-(B+^ + y-l-<))]=0 

nnd redncirt 

B »in B 4- 4 »in (n 4- ^) 4- c »in (b 4- /9 4- y) 4 - d »in (b 4- /? 4- y 4- J) = 0 (6) 

Nach dem Beispiel No 4 hat man 
aus Formel 4 b »in 110° 4* 4 »in 60° 4" c »in (— 30°) 4* d »in (— 130°) 
ans Formel 5 b »in 1 10° — 4 »in 230° 4- c »in 330° — d »in 410° 
aus Formel 6 n »in 70° + 4 »in 130° 4- c »in 210° + d »in 310° 

Die Winkel auf den 1 Quadrant redncirt gibt übereinstimmend . 

B »in 70° -b 4 »in 50° — c »in 30° ~ d »in 50° 

Aus den vorstehenden 2 Formeln (l bis 3) und (4 bis 5) lassen sich nun For- 
meln finden, aus welchen man bei gegebenen 7 Bestimmungsstücken die fehlenden 
3 Stücke finden kann. 
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8. Es sind 4 Seiten a, h, c, d und die 3 von ihnen gebildeten Winkel B, C, 

D oder ß, y, if oder die Winkel a6, ar, ad, 6c, bd und cd. So sind zu finden die 

Seite e und die Winkel A und E. 

Wenn man die Gleichung 1 mit e multiplicirt, so erhält man 
1 . e’ = a« cot ae -f äe coj A« + re coi ce + de cot de 
Eben so erhält man für die 4 anderen Seiten 
o* = ab cot ab + ac cot ar + ad cot ad + ae cot ae 
b* = ab cot ab + bc cot bc-}- bd cot bd + be cot be 
e* = ac cot ac + bc cot bc -|- cd cot cd -f ce rot ce 
cP = ad rot ad + bd cot bd + cd cot cd + de cot de 
Zieht man von der ersten Gleichung die folgenden 4 Gleichungen ab so 
erhält man 

e*— a*— A*— r^— d* = — 2 [oA cot oA + rtc cot ac + ad cot ad-{^br cot bc + bd rot bd 4- cd cot cd] 
woraus 

e’= a’4-A*+c’+d*— 2 [oA cosaA-f- ocroincd- «droi ad + Acres bc + bdrot bd-i^rdcot cd] (7) 
Schreibt man ans No. 3 die Werthe dieser Winkel in Umfangswinkel ausge- 
drückt, so erhält man; 

e’= a’ A*-f c*-fd*— 2 [abcot B-{-accot{B-]- C—2H)-]- adcot(B -f C-f D—4R) + bccot C 

-f bd rot (C-f — 2Ä) -f cd cot D] 

und reducirt 

e’=o’-f A’-t-e* + d*— 2[aA cot B — ac cot (B -]-€)-]- ad cot {B + C+ D}+ AccosC 

— Adros(C-|- fl) -f cdcos fl] (8) 

Schreibt man aus No. 4 für die Umfangswinkel deren Aufsenwinkel, so erhält man 
e* = a*-f A’-t-r*-|-d’ — 2 [abcot{2R — ß) — accot(4R — fl — y)+ ad rot {f>R — ß — y — d) 

-f brcot[iR—y) — bdcot{4R — y — d)-\-cdcot(iR — il] 

und reducirt 

e> = a’’' -h A’ -t- c’ -l- <fl 2oA cos jj -f 2ac ros (d -|- j') -f 2od cos (,1 + y -f if) 2 Ar ros y 

-f2Adcos()'-)-i))-|-2cdcosd (9) 

9. Nun findet man eine Formel für cot ae oder ros A oder ros a aus den For- 
meln 1, 2, 3 wenn mau mit der Seite a statt mit e anfängt. 

Ans No. 2 Formel 1 erhält man 

a t= A ros As -f c cot ca -f d cot da-\- e cot ea 
Nun ist ea = 540° — ae 
also ros ra = cos (AÄ ~ ae) = — cot ae 
Mithin hat man 

cot ae ■= — [— a A- i cot ba ■]■ c cot ca + d cot da] 

= -i- [4- a — (A ros A« -f c cos caA-dcot da)] 

Ans No. 3 Formel 2 hat man 
a = b cot B — c cos (ß -|- C) 4- d cos (ß 4- C -f fl) — e cot (ß-j-C-f-fl-f-E) 

Hier ist wieder BA-CA-DA-E = 540® — A 
folglich — e cos (ß -|- C -|- fl 4- £) = e ros A 

hieraus cos A = £o — A cos ß 4- o cos (ß 4 C) — d cos (ß 4- C -f fl)] (11) 

Aus No. 4 Formel 3 erhält man 

— a = A cos /ä 4- c ros (/J 4- y) 4- d ce* (^ + F -f ü) 4- * cos (yJ -F }- -f <J 4- ij) 

Nun ist ^ 4- j' -f- rf -F ?; = 4ß — a 
also cos (;! 4- y -F d + >?) = + cos n 

daher - cos n = -^ [a -F i cos ,4 4- c cos y -F y) 4- d cos {/f + y + d)] (12) 

10. Man findet eine Formel für den Sinus der um die Ecke A liegenden Win- 
kel, wenn man die Formel 4, 6, 6 mit der Seite A anfangt; 

Aus No. 5, Formel 4 hat man 

A sin ia 4- c sin ca -F d sin da -F e sin ea = 0 
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Nun ist jin ea = — «in ae 


hieraus <in ae = — (i lia 6a + c ein ca + «/ein da) 

Ans No. 6, Formel 5 hat man 

6 ein fi - c ein (B + C) + </ ein (fi + C + O) - e ein (Ä + C + D + 15) - 0 

Nun ist ein (B + C + D + £) = »•« ^ 
folglich ein A = — [6 ein B — c ein (B + C) + </ ein (B -j- C + /))] 

Aus No. 7, Formel 6 hat man 

6 ein /J + c ein (^ + y) + «/ ein OJ + y + «f) + e ein (^ + j' + «J + tj) = 0 
Nun ist ein y + y + <H- ij) = — ein a . 


(13) 


(U) 


hieraus ein n = — [6 ein /J + c »•« (^ + y) + </»•»(/* + y + <1)1 (13) 

11. Verbindet man die Formeln 10 bis 19 mit den Formeln 13 bis 15 so erhält 
man 3 Formeln für Tangente ae, A und b, und zwar unabhängig von der Seite 
«, nämlich: 


6 ein 6a d- c ein ca-\- d ein da 
rjr ae — a _ (6 ^a-)- c cot ca + d coe da) 

_ 6 ein B — c ein (B + C) + </ ein (B + C + fl) 

a — 6 coe ß + c coe (ß + C) — d coe (ß + C + ßj 
_ 6 ein ji + c ein + y) + </ ein 0? + y + « )) 

a + 6 coe /J + c coe (^ + y) + </ coe (/J + y + cJ) 


( 16 ) 

(17) 

(18) 


12. Den Inhalt des Fünfecks findet 
man folgender Art: 

Es ist (Fig. 646) 
i^CBA = 16 • aein 6a 
ACAK=le- C£' = }e-tAein6e4-aeinBe] 

= ^6e ein 6e -)■ faeein ae 
und A CED = ^ed ein cd 
also J ^ (ah Sinai + kennte +aetinae 
+ cd sin cd) (19) 
Han sieht dafs dies keine Formel ist, 
deren Gesetz man wie die früheren über- 
sehen kann. 


Formel 4 zu Hülfe genommen, nämlich 
aein ae-\-bsinhe+csince + dsinde = 0 
gibt, wenn man mit dem in Buchstaben 
nur einmal vorhandenen letzten Oliede 
cd sin cd, oder den Factor c als gegeben 
fortgelassen, mit d ein cd beginnt, so hat 
man Formel 4 gemäfs d ein de zu schrei- 
ben und über e, a, 6 weiter fortzugehen, 
es ist also 

i/eini/c-f ceinec-i-aeinac-f 6ein 6c= 0 
und dsindezz—esinec—asinae—bsinbe 
Diesen Werth von d sin de in den Aus- 
druck für J gesetzt gibt 


J = ^ [a6 ein a6 -f 6e ein 6e -f ae ein ae — ce ein ec — ca ein ac — c6 sin 6c] 

In diesem Ausdruck sind die Winkel nicht nach einerlei Richtung bezeichnet. 
Nimmt man e als die erste Seite, also die Winkel in der Ordnung ae, 6e, ce, 6a, ca, c6 
so hat man — ce ein ec = + ce ein ce 

— ca ein «IC = -b ca ein ca 

— c6 ein 6c = -|- c6 ein cb 

und es wird wenn man ordnet * 

J ^ [ae ein ae -f 6e ein 6e -f ce ein ce -f 6a sin 6a -f ca ein ca c6 eia c6] ' 

o«ler wenn man wie gewöhnlich mit a anlängt und die Ordnung nach 6, c, d 
nimmt: (vergl. Formel 7) 

J= \ (ab sin a6 «sc ein ac -|- ad sin ad+ ic ein 6c bd ein id -|- cd ein cd) (20) 
Wenn man diese Formel durch die Umfangswinkel ansdrücken will so erhält 
man wie man Formel 8 aus 7 gefunden hat 

J = b [“3 •••• fl -|- ac ein (ß -b C — 2R) -b ad ein (B -b C -b D - 4fi) + 6c ein C 

-b bd ein (C -b 0 — 2/1) -b cd ein fl] 

Hieraus reducirt: 

J■=^[aisinB-ae$in(B■^C)+e^sin(B■^■C+D)-^■besinC—bdsin(C■\■D)+edsin fl] (21) 

und durch die Auisenwinkel ausgedrückt: 
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J= { [o4sin/?+oc»iii(o + /()+arf«iii(« + ^ + ; )+4riiB j + h(Hy-{-S)-{-rdiin (IJ (22) 
Beispiel zu No. 8 bis 12. 

Es sei 0 = 20, 6 = 26, c = ;)0, d=3b 

B = 110° also 4o= 110® und ^ = 70° 

C = 90° also CO = 20° und y = 90° 
fl = 120° also da = 320° und <J = 60° 
ferner 6c = 90°, bd = 30°, cd = 1 20° 

Nnn ist also aus Gieichnnf; 7 

e* = 20» + 25» + 30* + 35* - 2 (500 cos 1 10° + 600 cot 20° + 700 cot 320° + 750 cot 90° 

+ 875 CO» 30° + 1050 CO» 120°] 

aus Gleichung 8 

e» = 20» + 25* + 30* + 35» - 2 [500 co» 1 10° - 600 cot 200°+ 700 cot 320° +750 cot 90° 

- 875 cot 210° + 1050 cot 120°J 

aus Gleichung 9 

e> = 20* + 25» -t- 30* + 35* + 2 [500 co» 70° + 600 co» 160° + 700 cot 220° + 750 co» 90“ 

+ 875 cot 150° + 1050 cot 60“J 

Alle 3 Gleichungen geben 

e> = 3150 + 1000 cot 70° - 1200 co» 20° - 1400 cot 40° + 0 - 1750 cot 30° 

+ 2100 co» 60° = 826,39 

woraus e = 28,75 

Aus Gleichung 10 bis 12 erhält man 

co» A I _ _1 _ 3 Q 2 Q 0 _ 35 

— cotaj 28,75 '■ » 


26,45189 


woraus 

‘■®* = - 0,92006 

— rot o ) 28,75 

woraus a = 23° 3f' 

A= 156°5Gi’ 

Aus Gleichung 13 bis 15 erhält man 
(25 »•» 70° + 30 »»« 20° 

sin o) 28,75 

- 35 »in 40°) 


11,255352 


= 0,3915 


28,75 

woraus 

= entweder 23° 21’ oder 156° 571’ 

Aus Gleichung 16 bis 18 erhält man 
tgÄ\ 11,255352 

-f,«) = r^;45-T89 = -°’-‘“‘^“=‘ 

woraus o = 23° 3’ 

A = 166°57’ 


Nun ist ^ £ = 540° - (1 10° + 90° + 120° + 156° 57’ = 63° 3’ 
also Z >1 = 116° 57’ 

Der Inhalt J ist nach Formel 20 bis 22 
J= ) [20 • 25 »tn 70°+ 20 • 30 »in 20° - 20 • 35 • »in40°+ 25 • 30 • 1 + 25 • 35 • »in 30° 

+ 30 . 35 • »in60°] = 1 1 60,987 DFuls. 
13. Es sind 3 Seiten z. B. o, 6, d und sämmtliche Winkel gegeben. Für die 
beiden nnbekannten Seiten c, e hat man die beiden Gleichungen 1 bis 3 und 4 bis 6 
1) e = o co» oe + 6 co» 6« + c co» c« + d co» de 


4) 0 = o »in oe + 6 »in 6e + c sin ce + d »i» de 
’ . „. . . ... o »in oe + 6 »in 4e + d»in de 

Aus Gleichung 4 ist c = . 

” »in c« 


(23) 


diesen Werth in Gl. 1 gesetzt ergibt c. 

Diese Gleichungen in den Umfangswinkeln ausgedrückt hat man die Gleichung 2; 

2) e = o co» A - 6 co» (A + B) + c co» (A + B + O - d co» (A + B + C + O) 
und ans Gleichung 5; 

— o »in A+ 6 »in (A + B) + d»in(A + B + C + fl) 

' »in(A + B^Ö 

Diese Gleichungen in den Aolsenwinkelu ansgedrückt, hat man Gleichnng 3. 

3) — e = n co» n + 6 co» (n + /J) + c co» (« + /J + y) + d co» (b + /S + y + d) 
und aus Gleichung 6; 
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_ o fiii <t 4- 1 »»» (g + />) + rf «i « (.a + ß + Y + J) 

«in (it + jj + y) 

Sind e und e gefimden, so erhält man J aas Formel 20 bis 22. 
Beispiel (das vorige pag. 128). 

Gegeben a = 20, ä = 25, d = 35° 

Z -4= 156° 87'; B=110°; C = 90°; D = 120°; E = 63°3' 
Man findet aus den Formeln 23 bis 25 

20 . »tu 20° 3’ + 28 tim 93° 3' - 36 • 63° 3' 

* “ - fiB 3° 3’ 

Diesen Werth in Gleichung (1 bis 3) gesetzt gibt redacirt: 

- « = 20 . cof 23° 3' - 25 co» 86° 57^- 30 • cot 3° 3' - 35 < 


= + 30 
cot 63° 3' 


( 25 ) 


wonns e = 28,75 

14. Es sind 4 Seiten, z. B. a, t, d, e und 3 Winkel B, C, D oder ß, y, d 
legeben, so dafs die beiden unbekannten Winkel A, E oder a, ij an einer gege- 
MDen Seite « liegen. 

Ans Gleichung 7 hat man folgende geordnete Gleichung für die Unbekannte c: 
c* - 2c [« cos ac + i cot 5c + d cot cd] + o’ + 4’ + d’ — «• — 2 (ab cot ab 

+ ad coi ad + bä cot bd) = 0 (26) 

oder ans 8 

e* + 2c [a cot (B C) — b cot C — d cot D] + a’ + 4’ + d* — e’ — 2a4 cot B 

— 2ad cot (B + C + D) + bd cot (C + fl) = 0 (27) 

oder ans 9 

c* + 2c [a cot (ß ■{- y) + b cot y -f- d cot d] + a’ + b* -f- a* — e’' + Sab cot ß 

+ 2adcot(js + y + ii) + 2bdcot(y + <i) = 0 (28) 


Ist c gefunden, so erhält man aus For- 
mel 10 bis 18 die Winkel A und E. 

15. Es ist nur eine Seite gemessen, 
z- B. AB = a und sämmtliche Winkel 
von A und von B ans mit den beiden 
Seiten AE und BC und mit den nach 
C, fl und E visirten Diagonalen; das Fünf- 
Kk zu bestimmen. (Feldmesser- Aufgabe.) 

Min tbeile das Fünfeck in die 3 Drei- 
ecke ABE, BDE und BCD, so hat man 
ans dem Art. .Dreieck* pag. 331, For- 
mel 35 und 38 

die Seite BE = b-a’ (I) 


Fig. 648. 



den Inhalt des A ABE = 
Eben so BD = c = 4 < 


, , tin ABE • tim BAE 
titTTEB 

StB BED _ siB BAE tim BED 
tim BDE~ “ tim AEB tim BDE 


( 2 ) 


und A BDE = • *•" DBE- 


iiB BED 
tim BDE 


Ans den nur bei A und B zu nuMen 
möglichen Winkeln lassen sich ^mer 
die ^BAE und BDE nicht berechnen, 
daher können dieselben nicht in die For- 
mel anfgenommen «erden. 

Nun hat man aber 


BD= 


StB B AD ssH BED 
“iiiADB~'“ ÄmBDE 


Setzt man für diesen letzten Werth 
den ersten in die eben erhaltene Formel 
für das A BDE so hat man 


A«fl£=-^-»'" DBE 


tin BAD 
"tin ADB 


Setzt man hierein den Werth von 4 aus 
Gleichung I, so ist 


ABflK=*o>. 


timBAD-timBAE 

timADB'timAEB 


•tinfl££(4) 


Endlich ist 


III. 


9 
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. . iin BDC 

ABCD=ic>..mCßD.^p^ 

wo wiederum die beiden Winkel BDC 
und BCD nicht zu berechnen sind. Man 
hat aber aus ^ABC 
„ . „ _ $inBAC 

die Seite fiC= « 

und BC : (ßO = c) = tin BDC : tin BCD 
$in BDC sin BAC 

woraus c • 1 — 577 ?; = ßt- = <•• 

stnBLÜ sin/ICa 


Diesen Werth in die Formel für ABCD 
gesetzt sibt 

sinBAC 

AßCfl = lc...Cßß.«.^-j^^ 

und aus Gleichung 3 den Werth von e 
entnommen 

n.r,r. . • sinBAC-sinBAD . „„„ 
ABCD=ia'-—2„ „ ; • stnCBD 

sinACB-sxnADB 

£s ist demnach der Inhalt des Fünfecks 


Ln 


«in ßjtC'«inß/4ß 


. „„ „ »in ßj4fl"»inß;4£ . „„„ 

. riTü’<»«"CßD+ .— r„„— . 
rini4Cß>sitt;d0ß «n .dßß • «in ylEß 

sinBAE jnpl 

■ «in AEB J 


CS) 


In dieser Formel für J ist 4“’ multi- 
plicirt mit dem 

Iten Klammerglied der Inhalt von ACBD 
2ten , » „ m ABBE 

3ten » »na AABE 

Der in der Klammergröfse befindliche 
Z ACB ist = 180“ - Z -<ßC - Z «■•tC 
Z^0« . =\iO°- /.ABD- /_BAD 
/_AEB . = IS0° - ZABE- ^BAE 
Die Seiten und Diagonalen des Fünf- 
ecks sind übrigens leicht zu finden: 

Seite BC und Diagonale AC an» A^ßG; 
gegeben eine Seite o und 2 anliegende 
Winkel. 

Diagonalen AD und BD aus AABD; ge- 
geben a -I- 2 anliegende Winkel. 

Seite CD und zC aus ABCD-, gege- 
ben BD, BC und der eiugeschlosseue 
Winkel. 

Seite AE und Diagonale BE an» AABE-, 
gegeben <1 -I- 2 anliegende Winkel. 

Seite DE und Z ß »“s aADE-, gege- 
ben AE, AD und der eingeschlossene 
Winkel. 

Der Umfangswinkel CDE ist 

= 540“-(.d-l-ß-|-C-f£) 

10. Das zu berechnende auf dem Felde 
befindliche Fünfeck kann einen auch 2 
convexe Winkel haben; je nachdem dar- 
aus die Gestalt desselben hervorgeht sind 
die Klammerglieder positiv oder negativ 
zu nehmen. 

Bezeichnet man die Klammerglieder in 
Formel 5 der Reihe nach mit A , F, Z 
so ist 

für Fig. 648; jo’ (A -|- F -|- Z) 
für Fig. 649 . J- - F -|- Z) 
für Fig. 650: J = Iw« ( A -f F - Z) 
für Fig. 651: J = A -1- F- Z) 


Fig. 649. 



FOnfeck, regelrnäfslges. 

Euklid (IV, 1 1) enthält die geometrische 
Construction des regulären Fünfecks im 
Kreise, nachdem der Satz vorher die Con- 
struction eines gleichschenkligen Dreiecks 
zeigt, iu welchem jeder Winkel an der 
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Gnindlioie das Doppelte des Winkels an 
der Spitze beträgt, ln dem Art ,Con- 
strnctionen, geometrische“ Bd. II., 
ag. 71 ist No. 88 mit Fig. 404 der lOte 
atz und No. 93 mit Fig. 405 der 1 Ite 
Satz des Euklid, die Constrnction des Fünf- 
Mks ausgeführt. 

Der Centriwinkel für die Seite ist = 
j«Z=72° 

der L'mfangswinkel ist = JÄZ = 108'’ 

Die Seite $ als Sehne des mit dem Halb- 
messer — r um das Fünfeck beschrie- 
benen Kreises 

,_r^/®Z^ = 2r»i«36°=r. 1,175 5706 

Die Seite S als Tangente des mit dem 
Halbmesser = r in dem Fünfeck be- 
zchriebenen Kreises 

S=2rl/5^2F5 = 2rlj36°=r- 1,453 0852 
Der Halbmesser 

rr» |,/^— =ta.r<wec36'’ = s-0,8Ö5 6508 
rr}.S = ^S-col 36° = .S. 0.688 1 909 

Der Inhalt f des Fünfecks im Krebse 
/= = J,»col 36° = «’• 1 ,720 4774 

f=|r>|/ l5+2p5 =tr*.sin72°=r’-2,377 6412 
Der Inhalt F des Fünfecks um den Kreis 
F=5r*I ^2rS = 5r» lj36° = r>- 3,632 7130 

F - 1 i fi>col 36°= s>. 1 ,720 4774 

FoBCtiOB ist eine veränderliche Grüfse, 
»eiche von einer anderen veränderlichen 
Grüfse oder mehreren derselben abhän- 
rigist, eine abhängig veränderliche 
Oröfse, während me eine oder mehrere 
vetinderliche Gröfsen, von denen die 
Function abhängt, und die beliebig wähl- 
barsind, unabhängig veränderliche 
oder u r verä nd erlic he Gröfsen ge- 
nannt «erden. 

Wenn nämlich in dem Zusammenhang 
mehrerer Gröfsen einige immer densel 
ben Werth behalten, während andere I«- 
liebig viele WerIhe annehmen können, 
so heifsen die ersleren beständige oder 
constante Gröfsen, die letzteren ver- 
änderliche oder variable Gröfsen. 
Jede einzelne beständige Gröfse, welche 
für die veränderliche gesetzt werden kann, 
heilst ein Werth der Veränderlichen. 

Beispiele von beständigen und verän- 
derlichen Gröfsen in Zusammenhang, 
kommen in allen Theilen der Elementar- 
Xathematik vor: 


In der Arithmetik ist das allgemeine 
Glied einer jgegebenen arithmetischen 
Reihe ausgedruckt durch a -|- (n — I) d; 
wo a das erste Glied der Reihe und d 
die Differenz je zweier neben einander 
befindlichen Glieder bezeichnet. Durch 
dieses allgemeine Glied läfst sich nun 
jedes bestimmte Glied unmittelbar da- 
durch erhalten , dafs man für « die be- 
treffende bestimmte Stellenzahl setzt. 
Folglich ist n nicht das Zeichen einer 
bestimmten Zahl wie dies von a und d 
bei derselben bestimmten Reihe gilt, son- 
dern n ist das Zeichen für den Inbe- 
griff aller bestimmten Stellen- 
zahle u, also eine veränderliche Gröfse 
und die bestimmten Stellenzahlen sind 
ihre Werthe. 

In der Geometrie vergleicht man Kreis- 
umfänge und Kreisflächen mit ihren Halb- 
messern oder Durchmessern bekanntlich 
dadurch, dafs man um und in den Kreis 
ähnliche Vielecke verzeichnet, dafs man 
diese nun mit dem Halbmesser dos Krei- 
ses vergleicht und dafs man, mit beliebig 
fortgesetzter Vermehrung deren Seiten- 
zahl, ihr Verhältnifs zu dem Halbmesser 
dem Verhältnifs des Kreises zu dem Halb- 
messer immer näher bringt und somit 
endlich zu dem gesuchten Vcrhältnils 
des Kreisnmfangs und der Kreisfläche 
zu dem Halbmesser selbst gelangt. In 
diesem Falle sind die Kreisfläche, der 
Kreisumfang, der Halbmesser und der 
Durchmesser beständige Gröfsen, die Viel- 
ecke dagegen sind veränderliche Gröfsen 
und jedes Vieleck mit einer bestimmten 
Anzahl von Seiten stellt in seinem Um- 
fang oder in seinem Flächeninhalt einen 
Werth der veränderlichen Gröfse dar. 

Während also eine beständige Gröfse 
eine einzige ganz bestimmte Gröfse ist, 
ist die veränderliche Gröfse eine ganze 
Klas.se einzelner Gröfsen derselben Art. 

In dem obigen Beispiel ist jedes Glied 
a + (« - 1) rf der Reihe eine Function von 
n und n ist die Urveränderliche; i.st aber 
auch die Differenz d beliebig wählbar, so 
ist der Werth des Gliedes nicht nur von 
dem Worth von », sondern auch von 
dem Werth von d abhängig, das Glied 
a + (a - 1) d ist eine Function der bei 
den Urveränderlichen n und d. 

In dem 2ten Beispiel ist der Inhalt 
jedes Vielecks nur abhängig von der An- 
zahl M dessen Seiten, wenn der Halb- 
messer r dos Kreises, jn oder um wel- 
chen es beschrieben worden, unveränder- 
lich ist. Wird aber r ebenfalls beliebig 
wählbar, so ist der Inhalt des Vielecks 
eine Function von 2 Urveränderlichen 
n und r. 

9 * 
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Die allpremeine Bezeichnung der Ab- 
hängigkeit einer Veränderlichen von einer 
oder mehreren anderen geschieht durch 
den Anfangsbuchstaben des Wortes Func- 
tion: 

y — [i heifst: y ist eine Function von x 
s = F(x,y) heifst: t ist eine Function 
der beiden Urveränderlichen x und y. 

Die Eintbeilnng der Functionen in 
algebraische und transcendente 
Functionen s. in dem Art. „alge- 
braische Function“ ßd. I, pag. 44. 
Es sind aufserdem noch folgende Be- 
zeichnungen zu merken : 

Gehört zu einem bestimmten Werth 
der Urveränderlichen nur ein bestimmter 
Werth der Function, so heifst diese ein- 
förmig; geböten dagegen zu einem be- 
stimmten Werth der Urveränderlichen 
mehrere Werthe der Function, so heifst 
diese vielförmig und zwar zweiför- 
fig, dreiförmig n. s. w. , wenn der 
Function 2 , 3 n. s w. Werthe zukom- 
men. Vielförmig kann eine Function 
nur sein, wenn sie in einer Potenz ge- 
geben ist. Als: 

y* — axy + 6 1 = 0 
woraus y = + iax ± l'Ja’x’ — 6 
wo y als Function von x zweifürmig ist. 

2. Ist eine Function durch eine oder 
mehrere Urveränderliche gegeben, so heilst 
sie eine ii nini ttel bare Fun ction; ist 
sie dagegen von Veränderlichen gegeben, 
die selbst wieder Functionen von anderen 
Verär:derlicheit| den Urveränderlichen sind, 
so heilst sie eine mittelbare Func- 
tion; die Veränderlichen, von welchen 
die Function zunächst abhängt, heifsen 
die vermittelnden Veränderlichen. 

3. Kommt in einer Function der Ur- 
veränderlichen diese nur in den geraden 
Potenzen vor, so ist die Function eine 
gerade, kommt die Urveränderliche nur 
in den ungeraden Potenzen vor, so heifst 
die Function eine ungerade. Gerade 
Functionen sind daher auch solche, bei 
welchen für gleiche und entgegengesetzte 
Werthe der Urveränderlichen dieselben 
Werthe der Function gehören; ungerade 
Functionen .solche, bei welchen für gleiche 
und entgegengesetzte Werthe der Ufver- 
änderlicn^en auch gleiche und entgegen- 
gesetzte Werthe der Function entstehe::. 

4. Gleichartig heifst eine Function 
zweier oder mehrerer Veränderlichen wenn 
die Summe deren Exponenten in allen 
Gliedern gleich grofs ist. Z. B.: 

oy* + ^y’x -b cyx’ + rfy’ = 0 

6. Aehn 1 ich heifsen Functionen, wenn 


in ihnen die Verbindungen zwischen den 
Unveränderlichen und den Veränderlichen 
auf einerlei Weise geschieht, als 
a+ ix 


Cy* 


6. Unter den transcendenten Functio- 
nen begreift man 

1. die Exponentialfu nction , in 
welcher die Potenz von dem Exponent 
abhängig ist ; als y = a^. 

2. Die logaritbmische Function, 
in welcher der Exponent einer Potenz bei 
constanter Basis von der Potenz abhän- 
gig ist; als x = o'f 

weil man diese Function auch schreibt 


logx 

V = ~ — 

hg a 

oder wenn a die Basis des Systems ist : 
y = logx 

3. Die Winkel- oder Kreisfunc- 
tionen, unter welchen zweierlei Fnnc- 
tionen begriffen werden : 

a. die trigonometrischen Linien in ihrer 
Abhängigkeit von dem zugehörigen Win- 
kel oder dem für den Halbmesser = 1 
gehörenden Bogen als Urveränderliche, als 

y = sin X ; y = cos x 

b. die Bogen in ihrer Abhängigkeit von 
eiuer ihm zugehörigen trigonometrischen 
Linie als 


y = are - sin x ; y =: arc • cos x 

7. .Setzt man anstatt der urveränder- 
lichen Gröfse X 2 aufeinander folgende 
Werthe derselben x', x” so heifst der 
Unterschied zwischen beiden (x'— x") der 
Zuwachs der Urveränderlichen. 
Der Unterschied zwischen den beiden zu- 
gehörigen Werthen y’, y" der Function 
(y' — y") heifst der Zuwachs derFunc- 
tion. Kann der Zuwachs der Urverän- 
derlichen kleiner werden als jede noch 
so klein gegebene Gröfse und gilt dies 
zugleich von dem Zuwachs der Function, 
so heifst die Urveränderliche und die 
Function stetig. 

DasWeitere s.den Art. „Differenzial“. 

8. Ist y eine Function von x, so ist 
auch X eine Function von y. Es gehört 
mit zu den wichtigsten Aufgaben, eine 
Function um zu kehren, d. b. eine 
gegebene Function y = /x in die nmge- 
kchrte x = i/y zu verwandeln. Bei alge- 
braischen Functionen hat es keine Schwie- 
rigkeit z. B. 
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y = /* = l'a’ + 

gibt durch Umformung 

* = yx= ^V-o* 

Iit eine Function dnrch eine nach Po- 
tenzen der Urveränderlichen fortlaufende 


Reihe gegeben, so «endet man die un- 
bestimmten Coefficienten an ; die Function 
y=l-|-x + x’-|-x’ 

umzukehren hat man y = 1 für x = 0. 
Also setzt man 


X = A (y - 1 ) -I- Ä (y - 1)> -1- C (y - 1 )» -b D (y - 1 )• -1- . . 
hieraus hat man 

x» = A>(y-D‘-b2Aß(y- 1)« -f (ß* + 2AC) (y - 1)‘ -b ■ 
x>= -b/t>(y-l)> -b3A>ß(y-l)‘ -b. 


-bA‘(y-l)< 


-b-;.. 


Die Werthe ton x, x’, x*, x*.... in die Function gesetzt und auf 0 redu- 
eilt gibt 

0 = (A - 1) (y - 1) -b (A> -b ß) (y - 1)> -b (C -b 2Aß -b A») (y - !)• 

-b (D-b ß’ -b 2AC -b 3A>ß -b A*) (y - l/ -b (2ßC -b 2AD -b 3Aß* -b A’C -b A») (y - 1)‘ 


Hieraus A — 1 = 0 
A> -f ß = 0 
C -b 2Aß -b A* = 0 
D -b ß‘ -b 2AC-b3A>ß -b A« = 0 
woraus A = 1 
ß = - 1 
C = -bl 
o = - 1 

mithin die umgekehrte Function 
'=(y-i)-(y-i)’+(y-i)’-(y-i)*+... 

Beispiele won Umkehrung transcenden- 
tcr Functionen durch unbestimmte Coef- 
ficienten geben die Art. Cosecante, No. 12, 
pzg. 138; Cosinus, No. 16, pag. 143; Co- 
sinus Tersus, No. 4, pag. 146; Cotangente 
No. 11, pag. 149. 

f UCtlonalnOCse , s. v. «. urrarUble 
GrotM, a. u. Function. 

Fuctionalieichen ist das Zeichen F, 
l, if ... für Function vor der Urvariablen 
oder mehreren derselben als 

ß*; f(x, s); tf (s, «).... 

FucUonenlehre , die Lehre von den 
Functionen, Aufstellung des Begriffs, Ein- 
theilung derselben, ihre Behandlung und 
Umformung; überhaupt die Rechnung mit 
Functionen. Der Begriff Function und 
die Eintheilung der Functionen ist in 
dem Art. Function angegeben, der Un- 
terschied zwischen der Rechnung mit 
Functionen und der Buchstabenrechnung 
und Algebra in ‘dem Art. Analysis. Die 
Umformung oder Verwandlung einer F. 
geschieht vorliegenden Bedürfnissen ent- 


sprechend; unter diesen ist eine der wich- 
tigsten, die Umkehrung einer F. in dem 
Art. Function gezeigt. 

2. Eine gegebene gesonderte alge- 
braische Function (s. d. Bd. I., pag. 44), 
die nach Potenzen der UrTeränderiiehen 
eordnet ist, wird nach der Lehre von 
en algebraischen Uleichungen in ein 
Product verwandelt: 

Bd. 1. , pag. 57 ist die Gleichung auf- 
gestellt 

X»- 4x*- 186x»+916x*-b4673x-17160 = 0 
Die Wuneln derselben sind gefunden 
4-3; 4-8; 4-11; - 5; - 13 
Setzt man den Ausdruck = y statt = 0, 
BO ist y eine gesonderte algebraische Func-, 
tion und sie ist nach der Lehre von den 
algebraischen Gleichungen in das Pro- 
duct verwandelt 

y=(x-3)(x-8)(x-ll)(x4-5)(x4-13) 
Eben so wird die dort befindliche auf 
0 reducirte Gleichung als Function von 
y genommen : 

y = x> - 3x* - 8x» -b 24x* - 9x -b 27 
= (X - 3) (x - 3) (x-b 3) (x-l/=I X-r-bl^^) 
3. Ist die algebraische Function unge- 
sondert und man will eine gesonderte 
zwischen y nnd x erhalten, so verfahrt 
man wie bei der Umkehrung der Func- 
tion, z. B. die Function (Hlügel 2, 
pag. 301) 

y» 4- 4yx* - 5y’ 4- 7y 4- 24x - 3 = 0 
Setzt man 

y = A4-ßx-b Cx’-bD^-b£**4-Fx*4-G**-b. . 
so ist 


y* = A> 4- 3A*ßx 4- 3 (Aß> 4- A’C) x> 4- (ß’ 4- 6AßC -b 3A»D) x> 

4- 3 (ß*C 4- AC* 4- 2Aßß 4- A’£) x* 

4- 3 (ßC> 4- ß*ß 4- 2ACÖ + 2Aßfi 4- A’F) x» 

4- (C* 4- 6BCD 4- 3A0> 4- 3ß*£ 4 - 6 Aßf 4 - 3A>C) x» -b . . . 
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4yx> = 4Ax> + 4B*> + 4Cx‘ + 40»» + 4£»‘ + . . . . 

5y* = 5A’ + 10^0» + 6 (B» + 2/10 

+ 10 (ßC + /l 0) »» + 5 (C> + 200 + 24£) **+ 10 (CO + ß£ + AF) x» 

+ 5 (0’ + 2C£ + 2ßF + 2/lC) ** 

7y = 7/1 + 7Bx + 7Cx= + Ox» + 7£x* + 7Fx» + 7Cx‘ 

24x - 3 = - 3 + 24x 

hieraus 

1) A‘-SA’ + 7A- 3 = 0 

2) 3/1’B - 10/lß + 7ß + 24 = 0 

3) 3(,lß»+ /1’0 + 4.1 -5(B> + 2/10 + 7C = 0 

4) ß> + 64ßC+3.4»0 + 4ß- 10(ßC+.40) + 70 = 0 

6) 3 (ß’C+AC* + 7ABD + /!>£) + 4C - 5 (C* + 2ßO + 2.10 + 7£ = 0 

6) 3 (ßC» + ß»0 + 2.1C0 + 2/lß£ + A*F) + 40 - S (C» + 2BD + 2/10 + '£= 0 

7) C»+GßC0+3/10»+3ß»£ + 6/4ß£+3/l»C + 4£-6(0» + 2C£+2ß£+2/lO+7G=0 

u. s. w. 


Aus Gloichung 1 ergeben sich für die 
3 Wurzeln 

A = l -, .1 = 1; A = 3 

folglich hat man entweder .1 = 1 oder 

Ans Gleichung 2 ergibt sich 
(3A» - 10/1 + 7) ß = - 24 
ffirA=listß = <»;fürA = 3istß = — 6 

Aus Gleichung 3 ergibt sich, wenn 
man .1 = 3 und ß = — 6 setzt : 

C = - 39 

Aus Gleichung 4 ist nun O = - 408. 

Aus Gleichung 5 ist £ = — 6325 u. s. w. 

Und die gesonderte Function ist 
y = 3-6x-39x*-408x»-5325x»-.... 
für X = 0 wird y = 3 

Statt der ersten Gleichung für A er- 
hält man die Gleichung für y wenn man 
in der gegebenen Gleichung x = 0 setzt, 
nämlich 

y»- 6y’-t-7y-3 = 0 

Man hat also für x = 0 die 3 Werthe 
Ton y = A = l, 1 und 3. 

Setzt man y = 0 so brhält man ans der 
gegebenen Glelchnng 

24» - 3 = 0 
woraus x = i 

Also für jeden IVerth x > 4 wird y 
negatiT; für positire Werthe non y mufs 
X < sein. 

Es läfst sich auch eine Reihe mit ab- 
steigenden Exponenten von x darstellen 
als y = /Ix» -f- ßx* -f Cx^ + . . . 
sie führt aber zu irrationalen Gliedern 
und macht eine Berechnung höchst lang- 
wierig. 

4. Eine andere Art der Verwandlnng 


Ton Functionen ist die Zerlegung eines 
Bruchs in 2 oder mehrere Bruche, wenn 
dessen Nenner ein Product ans 2 oder 
mehreren Factoren ist. Z. B. der Bruch 
(3a+6)x- 2at _ (3a -|- 1) x - 2 ^ 

X* -p (a - 4) X — e6 (x -|- a) (x — 4) 

Oer Bruch kann nnn in zwei Brüche 
zerlegt werden, welche die Factoren des 
Nenners zu Nennern haben, deren Zähler 
nun zu finden sind. Bezeichnet man die- 
selben mit A und B so hat man die 
Brüche 

X + a X — 4 

Diese auf gleiche Benennung gebracht gibt 
(4 -t- ß) X - /14 + aß 

■ (* + o) (* - i) 

folglich ist 

(.4 -b ß) X — Ah -b aß = (3a -b 4) x — 2a4 
Und es kann also nur sein: 

(/I -b ß) X = (3a + 4) X 
und — /44 -b aß = — 2a4 


aus 1 ist /4 -b ß = 3a -b 4 
Diese mit 4 multiplicirt, mit Gleichung 
2 addirt und entwickelt gibt 

B = “±^ = h ■ - 

o -b 4 

woraus man A = 3a 
folglich 

(3a -b 4) X — 2a4 _ 3fi 
(x -b a) (x — 4) X -b a x — 4 
5. Man kann auch folgendes Verfahren 
einschlagen um A und ß zu finden. 

Ans der Gleichung 

A B _ ^3a + 4) X - 2a4 
X -b a X — 4 (x -b a) (x — 4) 
folgt 


4. 
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^ _ j) 4 B (» + o) = (3o + i) » - 2a6 hiernach ..4 = 3« 

Wird nun (x — 6) = 0, d. h. wird 6. Ein Bruch mit zweien oder mehre- 
x = i genommen, so ist auch ren gleichen Factoren als Nenner ist 

_ + fl) + (3a + 4) X — 2o4 = 0 in so Tiele Brüche als Factoren sind, 

also — B (4 + fl) + (3a + 4) 4 — 2fl4 = 0 oder überhaupt in ein Agregat nicht zu 

woraus £ = 4 zerlegen, denn es würde sein müssen 

JV _ A B ^ C ^ _ ,4+Bd-C.... 

(a + x)'' ~ a + x'*' a + x"^ a + a + x ^ 


Es müfste also sein 
AT = (a + x)’'~* • (^.+ B + C . . . .) 

7. Beiinden sich aufser der Potenz noch 
andere Factoren im Nenner, so mnfs die 
Potenz als einfacher Nenner angesehen 
werden, z. B. 

a* - 5a*4 - Qab^-21^ ± B 

7+4)’(a~-4) ~(a + 4)»‘*'a-4 


^a’— Sa®4 — 2fl4’- 24* 


woraus 

A(a-4)4ß(<*+»)’= 
für fl = 4 wird 

4a*ß = - 8a* also ß = — 2a 
aber auch44*ß = — 84* also B ~ — 24 

hieraus B = - (a + 4) 

mithin 

4 (a _ i) _ (n 4 4)*= n* - 5o*4 -2ah*- 24* 
woraus A = 2a* 4 4’ 

„ 2a*44* a44 

folglich der Bruch = ~ ~ 4 

FandameDtalebene ist die Ebene der 
Ekliptik. 

Fulfkehneck ist eine von 15 Seiten 
eingeschlossene Figur. Es wird von je- 
der beliebigen Ecke aus dnrch 12 Dia- 
gonalen in 13 Dreiecke zerlegt und er- 
fordert also 3 4 2x12 = 27 Bestimmungs- 
stücke, die Summe sämmtiicher Umfangs- 
winkel ist = 26 rechte W’inkel mit höch- 
stens 12 convexen Winkeln, die Anzahl 
der möglichen Diagonalen ist 4* ' 12 

= 90. 


Foalkehneck, renUres. Euklid Bd. IV., 
S. 16 lehrt die Constmction der Seite 


desselben : Han beschreibe von einem 
Punkt der Peripherie eines Kreises die 
die Seite des regulären Dreiecks, von dem- 
selben Punkt ans nach derselben Rich- 
tung die Seite des regulären Fünfecks 
im Kreise, so ist der Bogen für die Drei- 
ecksseite = J =1^, der Bogen für die 
Fünfecksseite = 4 = i** der Peripherie, 
die Differenz beider Bogen also der 
Peripherie. Balbirt man also diese Dif- 
ferenz, so erhält man den Bogen für die 
Seite des regulären Fun&ehnecks (s. Drei- 
eck, Fünfeck, legelmäfsiges.) 

Der Centriwinkel ist =i*sßZ = 24'’ 
der ümfangswinkel ist =^JBZ = I58* 
die Seite s als Sehne des mit dem Halb- 
messer = r um das Fünfzehneck beschrie- 
benen Kreises 

f = Irfl 10’42Ü5 - U15 4 43 ] = 2r siw 12° 
= r • 0,415 8234 

die Seite 5 als Tangente des mit dem 
Halbmesser r in dem Funfzehneck be- 
schriebenen Kreises 

2r»y 12° = r*0,425 1130 

der Halbmesser 

r = Ja • conc 12° = a • 2,404 867 1 
= JS-cotl2° =a- 2,352 3150 
der Inhalt des Funfzehnecks im Kreise 

f = Y^* *•" 24° = *•’ • 3,050 5245 

= — a* co»12° = a>. 17,642 3629 
4 

der Inhalt des Funfzehnecks um den Kreis 
F= 15r* 10 12° = r* • 3,188 3475 

= • col 12° = S> • 17,642 3629 
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g, daa Zeichen der Beschleanignn^ 
eines in der Nähe der Erdoberfläche frei 
fallenden Körpers, d. h. des Weges, den 
ein frei fallender Körper Ton der 
Ruhe aus in der ersten Secunde zu- 
rncklegt. 

Han ermittelt die Gröfse Ton g mit- 
telst des Pendels durch Versuche, und 
zwar am einfachsten mit Hülfe des Se- 
cnndenpendels. ln dem Art.: Fall durch 
einen Kreisbogen, pag. 72, Formel 
18 ist für kleine Bogen dieLänge des 3e- 


enndenpendels r oder 1 = ^ also g = ^n*l 

Die Längen der Secundenpendel auf 
der Erdoberfläche sind unter den ver- 
schiedenen Momphischen Breiten wegen 
der an den Polen stattfindenden Abplat- 
tung verschieden und somit auch die Be- 
schleunigungen. 

Für folgende geographische Breiten hat 
man die Längen I der Secundenpendel 
in prenfs. Zollen nnd die Besohlen nignng 
g in prenfs. FuEsen: 


für 

0° (Aeqnator) 1 = 

37,88509 Zoll 

. 9 = 15,5796 Fufs 

• 

10° 

37,90028 

15,5868 , 


20° 

37,90809 

15,5891 , 

• 

30° 

37,93426 

15,5998 , 

• 

40° 

37,96632 

15,6130 , 

• 

50° 

38,00043 

15,6271 . 

« 

52° 31’ 13" (Berlin) 

38,00891 

15,6305 . 


60° 

38,03256 

15,6403 , 

W 

70° 

38,05871 

15,6510 , 

n 

80° 

38,07578 

15,6580 , 

■ 

90° (Pol 

38,08171 

15,6605 , 


Für unsere Gegend rechnet man im 
Mittel 

p = 15{ = 15,625 preufs. Fufs 
= 4,904 Meter 
= 14,7 neue pariser Fufs 
= 15,096 alte pariser Fulis 
Man hat noch 

9= 15,625; foj 9 = 1,193 9200 

■^= 0,064; fo9y = 0,806 1800 -2 


Vg = 3,95285 ; log y’g = 0,596 9100 

I,/ = 0,25474 ; lo9[/-i- = 0,406 0900 - 1 

'9 ' g 

Galilelicbes Fernrohr, s. u. Fern- 
rohr 2. 

GaUlel'Sches Gesetx ist das Gesetz des 
Falls der .Körper. 

GnlUei'sche Znbl ist die von Galilei 
ermittelte Zahl g (s. den Art. g). 

Ganx ist etwas Ungetheiltes oder was 
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aas der Geaanunteomme seiner Theite 
bestellt. Der 9te Ornndsatz des Euklid 
heUst: das Ganze ist nöfser als sein 
Theil ; andere Lehrbücher naben als Ornnd- 
satz; das Ganze ist seinen Theilen zn- 
sammengenommen gleich. 

Eine Zahl heiTst ganz, wenn sie ans 
einer oder mehreren nngetheilten Ein- 
heiten zusammengesetzt ist; so auch die 
Bezeichnung; dekadische Ganze für 
dekadische Zahlen im Gegensatz zu de- 
kadischen Brüchen. Ganze Function 
s. n. algebraische Function. 

StM. Das Gesetz deren Ausdehnung 
nach Rndberg's Versuchen tabellarisch, 
s. Bd. I., pag. 913. Unter dem Art. 
Ansflufs der Luft, Bd. I., pag. 230 
sind besonders für andere Gase als Loft 
die Gesetze beim Aosfluls der Gase aus 
Oaffnongen No. 13, pag. 233 zusammen- 
geitellt. Dieselben beim Einströmen Ton 
Gas s. No. 17, pag. 235. 

Gaoih'fcbe filelcbiui{;en. Es sei ne- 
benstehendes Kugeldreieck too den Sei- 
ten a, 6, c nna den diesen gegenüber- 
liegenden Winkeln a, ß, y, so sind die 
Gleichnngen 



Fig. 652. 


1) tin } (a -I- 6) «i» \y = coi H,tt - fl) sin Je 

2) sin I (a — t) eos \y — sin J (o — fl) sin Je 

3) cos J (a + 5) sin ^y = cos J (o -f cos Je 

4) cos J (o — i) cos Jy = sin J (n + (J) cos Je 


Ans deren Verbindung mit einander 
erhält man die fehlenden Stücke des 
Dreiecks, wenn entweder 2 Seiten und 
der Ton ihnen eingeschlossene Winkel 
oder 2 Winkel und die eingeschlossene 
Seite gegeben sind. 

Sind z. B. a, 5, y gegeben, so hat man 
durch die Division von Gl. 1 durch 2: 

darch die Division toh Ql. 3 dnKh 4: 

^ cot i (« + Ä) . 

Da non die Cotangenten von J (a — ^) 


und J(a-f;9) bekannt sind, so sind es 
auch die Winkel J (« — /!) und J (o 
Setzt man nun ^(a + fl) = i 


und 
so ist 
und 


J(o-Ä = e 


a = i+ s 
fl = d — i 

Eben so findet man, wenn o, fl und c 
gegeben sind, durch Division von Gl. 1 
durch 3: 

durch Division von Gleichung 2 durch 4; 
,,j(„-A) = !|^“-^/,jc=o 

Ist nun gefunden J (a -f- 4) = d 
J(a-4) = e 

so erhält mau a = dj-e 

b = d-e 


In dem Art: Kngeldreieck wird 
die Richtigkeit der Ganis'schen Gleichun- 
gen erwiesen werden. 

Gebrochene Linie. 

1. Die Parallellinien AX, FY sind durch 
eine gebrochene Linie ABCDEF mit ein- 
ander verbunden. Bezeichnet man die 
Winkel auf einer Seite der gebrochenen 
Linie, wie sie durch kleine Bc^en ange- 
geben sind, mit A, B, C, D, E, F, zieht 
die mit AX und FY parallelen BB', CC, 
DD', ££', so bat man; 


Fig. 653. 



ZA + ZABB' = 2R 
ZCBB’ + zBCC = 2R 
also ZA + ZB + zBCC’ = iR 
Hierzu kommt 

der gestreckte zCCCP =iaR 
ZDEE' + zEDD' oder 
Z DEE'+zEDC +z C°CD = 2R 
zusammen = 8A 
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Nun ist 

Z BCC + gestreckter Z C'CC°+ Z C°CD 

= zc 

^CDE = Z.D 

folglich 

Z/l+Zl?+ZC+ZO+Zl>£K’= 8Ä 
hierzu ^F+ Z. BEE' = 2ß 

uud da 

ZEEE' + zDEE' = ZE 
so ist 

Zv4+Zß+ZC+Zfl+ZE+Zf=10ft (I) 
Man sieht, dafs bei jeder beliebigen 
Anzahl von Tbeillinien, aus welchen die 
gebrochene Linie besteht, die Summe der 
auf einer Seite der gebrochenen Linie 
liegenden Winkel = ist 2mal so vielen 
rechten Winkeln als Theillinien vorhan- 
den sind. ✓ 

2. Verlängert man die Theillinien sämmt- 
lich nach einerlei Richtung HA, CB, DC, 
ED, FE, YF, lind bezeichnet die ent- 
stehenden Aufsenwinkel , nach einerlei 


Richtung von jeder Theillinie ab nach 
der Verlängerung der nächstfolgenden 
Theillinie mit «, ß, y, f, so hat 
man 


Fig 654. 



n = 2« - A 

/» = 4« ~Zdßß' = 4ft-(ß-2«) = 6Ä-Ä = 2« - ß 
y = 4R-Z C'CB = 2ß) = 2ß - C 

J = 2R-D 
i = 2R- E 

>I = 2R-F 

«-f^-fy-ld + 4-l-ij=I2ß — (A -t-ß-fCfß-fß-f-/'’j 

= 2ß (2) 

Also die Summe der Aufsenwinkel einer zwischen Parallellinien eingeschlos- 
senen gebrochenen Linie ist = zweien rechten Winkeln. 

3. Um die Entfernung II zwischen AX und FF durch die Längen der Tbeillinien 
nnd deren Winkel auszudrücken, setze die Längen der auf einander folgenden 
Theillinien a, 6, c, d, e ii. s. w., falle die Lothe BB", CC", DD", EE”, FF", so 
bat man : 

BB" = a sin A 

CC" = b sin CBB' = b sin (ß - ABB") = b sin (A + B-2R) = -b sin (A + B) 

DD" =csin DCCr = csiii(C-2ß - BCC) = c sin [C - 2fl - (2Ä - CßßO] 

= c sin (A -f- ß -|- C — 6ß) — — c sin (A -f- ß -1- C) 

EE" = d sin EDE” = d sin (2ß - /> - CÜD') = d sin (2ß - 0 - flCC") 

= d sin (4fl - A - ß - C - fl) = - d sin (A + ß -b C -f fl) 

Ff*' = e sin FEE' = e sin (E - E'ED) = e sin (£ - EDE") 

= esin(,A + B+C + D + E-4R)=esint.A + B+ C + da- E) 

Nun ist // = BB" A- CC - DD" A- EE" -|- FF" ± . . . . 
folglich H = a sin A — 4 sin (A -f- ß) -|- c sin (A ß -|- C) - d sin (A ß -f C fl) 

-b e sin (A -f- ß -I- C -I- fl -I- £) (3) 

woraus das Gesetz der Fortschreitung erkannt wird. 

4. H durch die Aufsenwinkel n, ß, y, J, t, yj ausgedrückt, ist zunächst 
nach No. 2: 

A = 2R — tt 
A -b ß = 4ß - (o -b /J) 

A -b ß "b G — 6ß “ (n *b "b y) 

A-bß-bG-bfl = 8Ä — (n -b "b y "b d) 
r A + ß -b C-b fl-b E = lOÄ- (a -b /J-b y + <f -b 0 
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Hienas 

ff=afmn + 4»i»(n + |5) + c5ii«(n + /9 + )')+<<«i«(n+/»+)' + tl) + e»'»('' + ;* + )'+ J+OGl 


5. Beieichnet man Fig. 653 den Z BAX 
iwisehen g und a mit ag, den ^CBB' 
iiriachan 4 and j mit 4j; den Z **i" 
Khen c nnd g mit cg u. s. w ; 

90 erhält man aus No. 1 : 
ag = A 

bg=A + B-2B. 
eg = A+B + C-4R 
Jg = A+ B + C+ fl-GÄ 
tg — Ai-B-{'C-\-D-{-E — 8ft 
/j = /l + B + C+ ß + E + F-I0fl = 0(5) 
Sind yy und AX nicht parallel, so 


gegen die Abscissenlinio gewählt. Fällt 
man nun die Lothe Aa, Bo . .. auf die Ab- 
scissenlinie, zieht die mit derselben paralle- 
len Arr,fi,t..., bestimmt den Anfangspunkt 
R der Abscissen durch die Länge Rn = n'; 
bezeichnet den Winkel zwischen BA nnd 
RX (von BA rechts bis auf RX) also 
^BAn mit A, den Winkel zwischen CB 
und BA (von CB rechts bis auf BA) also 
Z CBA mit R , die eben so gemessenen 
Winkel in den übrigen Eckpunkten mit 
C, 0, E, so ist 


bat man wie vorhin 
/«=ZEE£'=^+« + C+0 + £ 

+ E— lOÄ 

Ist [g positiv, so liegt der Scbnei- 
dongspunkt zwischen FY und .l.V 
links, ist fg negativ, rechts der 
gebrochenen Linie. 

6. AÄCOEF ist eine gebrochene 
Linie, RX eine beliebige Abscis- 
senlinie, R der Anfangspunkl der 
Coordinaten ; es sollen die Coor- 
dinaten der Eckpunkte A, B, C... 
ans den Längen AB, BC, CI).-. 
der Theillinien und den Winkeln 
bestimmt werden, welche diese 
Theillinien unter -sich oder mit 
der Abseissenlinie bilden. 

Zu diesem Behuf sind die Tbeil- 
linien in allen möglichen Lagen 


Fig. 655. 



lA = AB cot ABß = AB cot A 

lK = Cy= BC cot BCy = BC cot (2Ä -\A -B) = -BC cot (i4 -(- B) 
cd = DS = CD cot CDS = CD cot DCy = CD cot (0 — BCy) 

= CD cot (,A + B + C-2R) = - CDeot{A + B + C) 
dc= Ei = DEcot DEf = DE cot ED3 = DEcot (,iR- D - CDJ) 

= DEcot{iR-D-DCy)=DEcot{(öR-A-B-C~D)=-DEcot{A\B^C-^D) 
tf=Fti = EFcotEFn = EFcotFEi = EFcoi(4R- E+DEt) = EF cot(iR - E+ EDß) 
= EFcot (lOÄ - A- fi-C-0-£) = -£Fcos(il-|-fi-t-C+/)-bE) 
Bezeichnet man nun , wie Aa mit a\ so A4 mit 4', Ac mit c' u. s* w. , so 
hat man 
Aa = a' 

A4 = 4’ = a’ -f- a4 = a’ -f A A cot A 

Äc = c' = 4' -b 4c = a' + AB cot A — BC cot (A -I- A) 

Rd = d' = c' -cd = a' + AB cot A- BCcot(A+ ff) + CDcot(A + B + C) 

Rt =:e’=ir +de = a’ + ABcot A- BCcot{A + B)i^ CDcot(.A+ B + C) 

- DEcot (A+ B + C+ D) 

Rf=e'-tf=a' + ABcotA-BCcot{A + B)+CDcot{A + B + C)-DEcot(A + B + C+D) 

+ EFcot{A + B + C + D + E) (6) 
woraus das allgemeine Gesetz der Fortschreitung' hervorgeht. 

7. Es stimmt dies Resultat vollkommen überein mit Fonnel 3 (No. 3, Fig. 653) 
für A, wenn man die Ordinaten aA und fP, Fig. 655 als die einschliefsenden End- 
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parallelen AX nnd FY (Fi|;. 6öS) betrachtet, wenn man alao H = af aetct; alsdann 
ist nämlich z. BAn = A’ für Z ABß = in Fig. 655 in nehmen, rrenn die übrigen 
Winkel B, C, D, E in beiden Fignren nbereinstimmen sollen. 

Man hat demnach 

coi A = cot ABß =: cot BAa = cot {A’ — 90“^ = nn A' cot {A Bl) = cot (A' + B — 90”^ 

= sin ^ 

n. s. w. 
folglich 

Rf=f = a' + H = a' + ABtin A' - BC tin (A' + B) + CD tin{A' + B+C) 

-DEtin{A' + B+C + D) + EFtiH(,A’+B + C+D + E) (7) 

8. Constrnirt man Fig. 665 die Anfsenwinkel wie No. 2, Fig. 6&4, ist also (für 
aA die Parallele RX gedacht) 

Z aAA' = a = 2Ä — A 
ZABB' = ß = 2R- B 
u. s. w. 

so ist wie No. 4 : A = 2R — a 

A^- B — 4Ä — (n + ^ 
y4 + B+ C = 6Ä — (n + /} + }>) 

A-^-Bß-C-i-D^ SR + 

A + ß + C + D + £ = 10Ä-(o + ;J + y + d + i) 

hieraus 

o6 = AB cot (2R — n) = — AB cot a 

4c = — BC cot (4R — a — ß) = — BC cot (ct + ß) 

cd = — CD cot (6Ä — a — ß — y) = + CD cot (« + /# + >•) 

d* = — DE cot (fiR — tt — ß — y — i) = — DE coi (n + /J + y + <f) 

cf = EF cot (lOÄ — fc — /) — y — d — r) = + EF cot (o + /9 + y + «f + ») 

Rf = a' — AB cot n — BC cot (n + — CD cot (n + /S + y) — DE cot (o + + y + d) 

-£Fcoi(« + d + y + d + 0 (8) 

Beispiel. Es sei 

AB = 4-, BC = b-, CO = 6; DE=7-, EF=S 
A = 30° also « = 150° 
ß= 90° , /»= 90° 

C = 1 10° , y = 70° 

D = 270° , J = - 90° 

£ = 340° . ( = -160° 

Aus Formel 6 und 8 erhält man redncirt: 

£/■ = o’ + 4 CO» 30° + 5 cot 60° - 6 co» 50° + 7 cot 40° - 8 cot 60° 

Aus Formel 7 bat man, weil A’= 120° ist: 

Rf=a' + AB tin 120° - BC »in 210° + CD »in 320° - DE »in 590° + EFtin 930° 

= o’ + 4 »in 60° + 5 »in 30° - 6 »in 40° + 7 »in 50° - 8 »in 30° 

= a’ + 4 cot 30° + 5 CO» 60° - 6 cot 50° + 7 co» 40° - 8 co» 60° 

9. Um das Gesetz der Ordinaten zu erhalten hat man gegeben 
Aa = o” 

Bk ■= Aa + Ba = Aa + AB »in A 

Cc= Bk - By = Bk - BC tin BCy = Bk - BC tin (2R- A- B)= Bk - BC tin {A-k^ B) 
= Aa + ABtinA-BCtin(,A-ß B) 

Dd = - (Cd - Cc) = Cc-Ci=Cc-CD tin CDJ = Cc - CD tin(,A + B + C - 2R) 

= Cc+ CD tin(A + B + C) 

= Aa + AB »in A — BC »in (A + £) + CD »in (A + ß + C) 

Ee= Dd + (— Dt) = Dd— DE »in DEt = Dd — DE »in (6R — A — B — C — D) 

— Dd— DE tin (A ■)- B ß- C -)■ D)— Aa-1- Aß »in A — BC »in(A 4- ß) CD »in(A 4" £4* fO 

-DE tin{A + B + C+ D) 

Ff = En — (— £e) = Eij4- £e=£«4-££»inE£i;=£e4- FFtin {lOR— A — B— C — D— E) 

— Ec 4" EF »in (A 4" ß 4" U 4" 4" 
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= Aa-\^ AB tt» A- BC iin{AJr B)-\- CD ß + C)- DE»i«(.4 +ß + C+ö) 

KB lie ^A B C D E) ~ • 

n. s. w. 


Du Beispiel ad No. 8 gibt 

^i = a'' 

fli = yla + 4siil30° 

By = 5sim (30°+90°) = 5sii« 1 »0°= 6«n 60° 
daher 

Ce = .4a + 4na 30° - 5sin 60° 

- Cd = 6 (30°+ 90°+ 1 10°) = 6 sin 230° 

= — 6 sin 50° 

daher 

W = + 4 sia 30° — 6 si* 60° — 6 si» 50° 


- Df = - 7 li» 500° = - 7 si» 40° 
daher 

Ee = Aa + 4sia 30° — 5s*a 60° — 6 sin 50° 
-7si»40° 

El) = 8 sin 840° = 8 »i» 60° 
daher 

F/'= Aa+^fi» 30° — 5 »•« 60° — 6 lia 50° 

-7<in40°+8fi«60° 
10. Sollen die Ordinaten durch die 
Aursenwinkel angegeben werden, so ist 
nach No. 4 ; 


#/ = Aa + AB sin (2Ä — o) — BC sin (4ß — o — ^) + CD sin (6B — a — ß — y) 

— DE sia(8A — n — /J — y — d) + EFsin (lOß — « — ß — y — i — s) 
also 

Ff=Aa + AB sta a + BC sia (n + /J) + CD sia(n + ^ + y) + DEtia(o + /J + y + d) 
+ EEsia (n + d + y + d + f) 

Für das obige Beispiel hat man 

ff= Aa + 4 sia 150° + 5sia 240° + 6sia 310° + 7sia 220° + 8 lia 60" 

= iia + 4 sia 30 — 6 sia 60° — 6 lia 60° — 7 sia 40° + 8 sia 60° 


ütnilb&rometer, s. u. Barometer, Bd.I., 
pag.321. 

fiegebene GrOlhsB, s. t. w. bekannte 
Grölseo; diese werden zn gegebenen Grö- 
Isen, wenn ans ihnen Unbekannte gefun- 
den werden sollen. 

GegenbewegODg ist Bewegung nach 
entgegengesetzter Richtnng. 

fiegeBdreieek ist das einem gegebenen 
Kngeldreieck , wenn man dessen Seiten 
so rollen Kreisen rerlängert, diametral 
gegenüber entstehende ihm congruente 
Dreieck. 

fiegeBdlBCk ist der Druck, der als Wi- 
derstand ans dem einen Druck empfan- 
nnden Körper hervoigerufen wird und 
Mn der druckende Körper gegenseitig 
empfängt. Hat der gedrückte Körper 
das Vermögen einen gröfseren Druck zn 
entwickeln als er empfängt, so bleiben 
beide Körper in Rohe; der dynamische 
Zustand beider Körper heifst S p a n n u n g. 
Hat der Körper nicht die Fähigkeit einen 
so hohen Druck entgegen zn setzen als 
er empfängt, so weicht der Körper dem 
DeberschuJs an Druck, es entsteht Be- 
wegung; der Ueberschufs der Kraft ist 
die bewegende Kraft nnd die Spannung 
beider Körper ist gleich dem geringeren 
Gegendrucc. 

GegeBfliblBr, s. r. w Antipoden. 

StgtBglwicht ist ein Gewicht, welches 


die bewegende Kraft eines anderen Ge- 
wichts vermindern oder ganz aufheben 
oder anch eine abwechselnd rückgängige 
Bewegung hervorbringen soll. 

Eine Last, die über einer Rolle an 
einem Seil herabgelassen wird , würde 
allein thätig immer schneller und schnel- 
ler fallen ; es wird daher auf der entge- 
gengesetzten Seite durch Zngkräfto ent- 
sprechend gehemmt und zu Erleichte- 
rung der Hemmung daselbst ein Gewicht, 
also ein Gegengewicht angebracht, wel- 
ches nun um so viel aufsteigt als die 
Last sinkt 

Bei den früheren einseitigen Dampf- 
maschinen drückte der Dampf den Kol- 
ben herab und mit demselben das eine 
Ende des Balanciers ; an dem anderen 
Ende desselben war ein Gegengewicht, 
welches hiermit in die Höhe gezogen 
wurde. Hatte der Kolben den tiefsten 
Stand erreicht, so wurde der Dampf im 
Kessel abgesperrt, der in den Kolben ge- 
leitete Dampf in die freie Luft gelassen, 
das Gegengewicht hatte nun die Kraft 
zu fallen, die Balancierseite herab und 
den Kolben zu neuem Angriff des Dam- 
pfes wieder in die Höhe zu ziehen. 

Bei den Gewichtsuhren bildet das Pen- 
del mit der Hemmung das Gegengewicht 
zn augenblicklich gänzlicher Aufhebung 
der Kraft des Gebgewichts. 

Gegenscbattlge, s. Anüscii. 

fiBgeascheiB, s. n. Aspecten und Con- 
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junction. 0. ist der Kalenderausdrack 
für Opposition. 

Cegenwirkang ist die einer ursprüng- 
lichen Wirkung entgegengesotrte W'ir- 
kung. Zwei gleich grofse Kräfte nach 
geraden entgegengesetzten Linien oder 
Richtungen wirkend heben einander auf, 
sie bleiben in Ruhe, sie befinden sich 
blofs in Spannung. Ist eine Kraft 
grül'sor al.s die andere so geschieht nach 
der Richtung der gröfseren mit dem 
Ueberschufs an Kraft d. h. mit der Dif- 
ferenz beider Kräfte als bewegende Kraft 
eine Bewegung. 

Ein Körper vom Gewicht P und der 
Geschwindigkeit C hat das Bewegung.s- 
vermögen /'. C; trifft er einen ruhenden 
Körper vom Gewicht p, so setzt dieser 
ihm eine Wirkung entgegen, die Ge- 
schwindigkeit des ersteren Körpers wird 
vermindert, der Körper p wird dafür in 
die Bewegung mit hineingeführt und da 
von dem ursprünglichen Bewegungsver- 
mögen nichts verloren gehen kann, so 
ist bei einer beiden Körpern geiueiii- 
schaftlichen Geschwindigkeit c 
{P + p)r=P-C 

folglich die gemeinschaftliche neue Ge- 
schwindigkeit 


Vergleiche den Art. Gegengewicht. 
Gegenwohner, s. s. Antoeci. 

Geist ist das Regierende der Natur. 
Eine Natur ohne Jen sie regierenden 
Geist zu denken Lst unmöglich. Der 
Geist, etwas Nichtkörperliches, von 
dessen Beschaffenheit wir keinen Begriff, 
sondern nur hypothetische Vorstellungen 
haben , die je nach den Richtungen des 
Gedanken- und Auffassungssy.stems eines 
jeden einzelnen Men.schen eben so viel- 
fach verschieden sein können, mufs offen- 
bar die ganze Natur durchdringen, so dafs 
nicht Gott in der Welt sondern die Welt 
in tiott ist, der als Geist in seiner Con- 
tinuität durch keine Körperlichkeit und 
nirgend unterbrochen wird, also allgegen- 
wärtig, allwissend und somit fähig durch 
die Tbat überall augenblicklich cinzu- 
greifen. 

Die Naturkräfte können betrachtet wer- 
den als Richtungen oder Theile dieses 
allgemeinen Geistes zur Regierung wil- 
lenloser Dinge nach Gesetz. 

Gemifligte Zonen sind die beiden Zo- 
nen auf der Erdoberfläche, welche pa- 
rallel mit dem Aequator zwischen den 
Wendekreisen und den ihnen zunächst 


liegenden Polarkreisen sich befinden; so 
genannt wegen der hier herrschenden 
mittleren Temperatur zwischen der kal- 
ten jenseits der Polarkreise und der hei- 
fsen zwischen beiden Wendekreisen. 

Die mathematische Geographie bestimmt 
die Polarkreise als diejenigen , deren Pe- 
ripherien von der Axe der Ekliptik nnd 
die Wendekreise als diejenigen, welche 
von der Ebene der Ekliptik berührt wer- 
den. Die Ekliptik durch den Erdmittel- 
punkt gelegt. 

GemeinschafUiches Haalk ist ein Uaafs, 
mit welchem mehrere Dinge derselben 
Art gemessen werden. Das allen Din- 
en derselben Art g. hl. ist deren Ein- 
eit: die Zahlen 10, 15 haben 5 und 1 
zum g. M.; die Zahlen 3, 10, 15 haben 
das einzige gemeinschaftliche (ganze) 
Maafs in der Einheit 1. 

Incommensurable Gröfsen haben mit 
coinmeiisurabelen Gröfsen kein g. M , z. B. 
4 und p3. Dagegen können incommen- 
surable Gröfsen untereinander ein g. M. 
haben. Z. B. |G und v'15 haben das 
g M. 1'3. Es ist nämlich 

I 6 = 1'2 X 1 3 und V15 = p5 x 1 3 

Aus diesem Grunde haben 2 gleiche 
Catheten mit der Hypothenuse eines recht- 
winkligen Dreiecks kein g. M. 

Gemeimcbaftlicher Theiler ist ein ge- 
meinschaftliches Maafs zweier oder meh- 
rerer Zahlen. Es wird in der Arithmetik 
oft nach dem gröfslen g. T. mehrerer 
gegebener Zahlen gefragt. Dieser kann 
ni^t gröfser sein als die kleinste der ge- 
gebenen Zahlen und man hat mit dieser 
also in die anderen zu dividiren, wenn 
man dieselbe als Theiler versuchen will. 

Von den Zahlen 7, 91, 135 findet man 
7 als den gröfsten (und einzigen) g Th. 
Denn es ist 7=7.1; 91 = 7 . 13 und 
105 = 7 - 15 

Zwischen den Zahlen 14, 133, 182 kann 
wogen der ungeraden mittleren Zahl die 
Zahl 14 kein Theiler sein und da 14 = 2 -7, 
.so ist entweder 7 der g. T. oder die Zah- 
len haben keinen g. T. 

Man findet durch Division 

14 = 7.2; 133 = 7.19; 182 = 7.26 

Um den g. T zweier oder mehrerer 
Zahlen zu linden ist demnach das ein- 
fachste Mittel, die kleinste gegebene Zahl 
in ihre Primfactoren zu zerlegen. 

Sind die Primfactoren nicht sogleich 
zu übersehen, so dividirt man die grö- 
fsere Zahl durch die kleinere; wenn die 
Division ohne Rest nicht aufgeht, so di- 
vidirt mau die kleinere Zahl durch den 
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Kalt und sofort den Torhergegangenen auch wohl die angewandte Jf, weil Na- 
Dirisor durch den erhaltenen leUten Rest tnrgesetze und Erfahrungen darüber mit 
bis man keinen Rest behält; dieser letzte den reinen Lehren der Mathematik in 
Dirisot ist dann der grüfste gemeinschaft- Verbindung Vorkommen, 
liehe Theiler zwischen beiden Zahlen und Qemischtc Verhält nisse sind solche 
ist eine dritte gröfseste Zahl noch gege- Verhältnisse, die ans ungleichnamigen 
i>en, so wird der grüfste g. T. mit letz- einfachen Verhältnissen zusammengesetzt 
terer Zahl durch Division mit dem so sind, als die durch Multi|ilication gewon- 
ebeo erhaltenen Theiler untersucht Z. B. neuen Endverhältnisse bei der Regel 
Die Zahlen 9737 und 20202 (juinquo, der Kettenrechnung u. s. w. 

20202 _ 728 ' Gemischte Zahl ist eine Zahl, die 

man erhalt — * + ^3^ aus ganzen und gebrochenen Zahlen zu- 


9737 


d. h. es ist 20202 = 2 x 9737 -1- 728 ,®'an^h 

irratio- 


0. 0. es ISL = Ä AOlöl T 1 J . j -L -V* ... 

, bedeutend mit gemischtem Bruch; 
und folglich kann zwischen 9737 und ^ahl die ans rationalen und i 


nalen Gliedern besteht, als 3 -b v5 ist 


20202 nur ein Theiler existiren, der zn 
gleich Theiler zwischen 728 und 9737 zÄ' 

ist, und deshalb ist mit 728 in 9 1 37 zu ° 
dividiren. hdan erhält 


„ 273, 

728 '’”72'8 


z. B eine Kugel entsteht, indem ein 
um seinen Durchmesser sich 
herumdreht. 


Generalnenner, s. Addition Mo. 6 und 
Bruch No. 6. 

Genetische Erklirnng, genetische 
Wiederum kann zwischen 728 und 9737 Definition ist Sacherklärung, Er- 
.1,0 zwischen 9737 und 20202 kein Thei- ^'«rung von^dem_Eutji^^^^^^^^^ 

1er existiren , der nicht zugleich Theiler 
iwischen 273 und 728 ist. Mau erhä'» Halbkreis 
728 _ 182 

273 “ ^ "^273 Geocentrisch ist was sich auf deo Mit- 

Jetzt beschränkt sich wieder die Auf- ‘elp««“ Erde bezieht, i“ Ge^nsatz 
gäbe auf die Untersuchuug des grölsten k -.hf 

"t. zwischen den Zahlen 182 und 273. 

" 273 91 Ziehungen für Planeten genommen. 

Es ist — = 1 -1- -„t; Es sei F.fih die Ekliptik, K ein augen- 

182 blicklicher Standort der Erde darin, S 

in deren Mittelpunkt die Sonne, P ein 
Planet; die Kreislinie, in der sich P be- 
findet sei seine Bahn, welche gegen die 
Igo Ebene der Ekliptik geneigt ist und sie 
273 in 2 Punkten, den Knotenpunkten schnei- 

* ^ XivftfAVA u wAootiniA Al liZa rTPiarfiiA 


182 

9I 


= 2 


Mithin ist 91 der grüfste g. Th. 

zwischen 91 und 
also auch zwischen 182 und 

also auch zwischen 273 und 728 

also auch iwischen 728 und 9737 

also auch zwischen 9737 und 20202 

and es ist 9737 = 91 x 107 und 20202 
= 91x222, yergl. Bruch No 5. 

GcnÜKht ist in der Mathematik was 
ans nngloicbartigen Theilen znsaninien- 
gMetzt ist. 

Ein gemischter Bruch ist ein nn- 
äebter Bruch, der als ganze Zahl -f einem 
ächten Bruch dargostellt ist. Z. B. 

21 

statt des rei ne u und nnächten Brirchs -^. 

Eine gemischte ebene Figur ist 
eine Figur, die von geraden und krum- 
men Linien oder aus krummen Linien, 
denen verschiedene Bildungs^esetze zu 
Qmnde liegen , als Seiten eiiigeschlos- 
sen ist. 

Gemischte Mathematik nennt man 


det, die änfsere Kreislinie eine grüfste 
Kreislinie des scheinbaren Uimmelsge- 
wülbes. Von E aus sieht man P in der 
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geraden Linie EP and der Ort des Pla- 
neten scheint in P" zu sein; von der 
Sonne aus siebt mau den Planeten in 
der geraden Linie SP und versetzt seinen 
Ort in P-, es ist somit P der helio- 
cent rische und P''der geocentrische 
Ort des Planeten. 

Denkt man sich die Ebene der Eklip- 
tik bis in die scheinbare Himmelskugel 
erweitert, so fälle den lotbrechten Bogen 
Pp auf dieselbe und p ist der reducirte 
Ort des Planeten. Von der Sonne S 
aus wird derselbe in p' gesehen , da wo 
der lothrecbte von P auf die Ekliptik 
gefällte Bogen Pp' dieselbe schneidet, 
und von der Erde E aus wird der Ort 
p in p" gesehen, dem Endpunkt des von 
P” in der Himmelskngel auf die Ebene 
der Ekliptik gefällten Lothes P" p". Beide 
Linien Sp' und Kp" schneiden die Eklip- 
tik Efth in den Punkten n’ und n". Ist 
demnach f der Frühlingspunkt, so ist 
Bogen ftkji’ die bei ioce nt rische und 
Bogen /sän"die geocentrische Länge 
des Planeten P. 

Geodisle, s. v. w. Feldmefskunst Ein 
Theil derselben ist in dem Art. Baculo- 
metrie vorgetragen. Zusammengesetzte 
Vermessungen geschehen mit Hülfe von 
Winkel-Instrumenten, s. Boussole. Sol- 
len Vermessungen sehr genau werden, 
so bedient man sich der Theodoliten als 
Winkelmesser. Man mifst eine möglichst 
lange gerade Linie; bei coupirtem Ter- 
rain nivellirt man sie auch, um deren 
Horizonlalprojectinn zu erhalten und ver- 
bindet mit eieren beiden Endpunkten 2 
oder mehrere Hanptlinien zu Dreiecken 
indetn man die Winkel an den Endpunk- 
ten der vermessenen Grundlinie mifst 
und die anderen Seiten trigonometrisch 
berechnet. Die Details zwischen den 
Hauptlinien werden dann mit Kette und 
Stälmn vermessen und aufgetragen. Zwei 
oder mehrere neue Houptlinien werden 
dann mit den berechneten Dreiecksseiten 
wiederum zn Dreiecken verbunden und 
so weiter auf dieselbe Weise fortgefahren. 

Geoden in einem Fossil sind die im 
Innern mit Krystallen besetzten Höh- 
lungen. 

Geogrephiicbe Breite, s. Breite, ge- 
ographische. 

Geogripbische Länge eines Orts der 
Erdoberfläche ist der in dem Breiten- 
kreise des Orts nach Graden gemessene 
Abstand des Orts von einem bestimmten 
beliebig gewählten ersten Meridian. 

So wie für die astronomische Länge 


die Ekliptik der Grund- oder Normalkreis 
ist, so ist es für die geographische Länge 
der Erdaeqnator. Dieser nat aber nir- 
gend eine Auszeichnung für den Null- 
punkt wie die Ekliptik in dem Frühlings- 
unkt und daher kann man jeden belie- 
igen Punkt des Aequaton dazu nehmen. 
Es kommt ferner hinzu, dafs jeder be- 
liebige mit dem Aequator parallele Brei- 
tenkreis, der wie jener in 360 Grade ge- 
theilt wird , duren die von Pol zn Pol 
über den Aequator hinweg zn führenden 
Meridiane mit dem Aequator überall in 
Betreff der Längenbestimmung einerlei 
Beziehung hat, so dafs in jedem belie- 
bigen Breitenkreis ein beliebiger Punkt 
als Nullpunkt, also der zu diesem Punkt 
gehörende Meridian als der erste ange- 
nommen werden kann. 

Ein solcher erster Meridian ist für 
Frankreich durch Befehl Ludwigs XIII. 
vom 25. April 1634 deijenige, welcher 
die äufserste Westküste der Insel Ferro 
berührt und von den meisten Staaten 
als solcher angenommen worden , woher 
dieser erste Meridian der Ferro' sehe 
Meridian heifst. 

Es hat sich später ergeben, dafs dieser 
Meridian von der Pariser Sternwarte 20“ 
2' 30" westlich liegt und man ist über- 
eingekommen, den Ferro'schen Meridian 
geuau 20° westlich von dem der Pariser 
Sternwarte anzunehmen, so dafs eigent- 
lich dieser pariser Meridian die Norm gibt 
und der Ferro'sche Meridian unbestimmt 
und nur dem Namen nach vorhanden ist. 
Daher kommt es, dafs der Pariser Meri- 
dian auch als der erste vielfach ange- 
nommen wird, so z. ß. geschieht dies in 
Ritters geographisch - statistischem Lexi- 
con; in Littrows Verzeichnifs geographi- 
scher Ortsbestimmungen (Gehlers physi- 
kalisches Wörterbuch ßd. X., am Scnlufs). 

In den neuesten Zeiten hat man auch 
angefangen, den Meridian der Greenwicher 
Sternwarte als den ersten anzunehmen; 
dieser liegt 2° 20' 23" westlich von dem 
Pariser. 

Die Längen werden in der Regel nur 
bis. 180° gezählt und je nachdem ein Ort 
östlich oder westlich von einem der er- 
sten Meridiane lie^, hat derselbe öst- 
liche oder westliche Länge. 

Der Pariser Meridian ist 20° östlich, 
der Greenwicher 17° 39' 37" östlich von 
dem Ferro’schen Meridian. 

Der Ferro’sche Meridian ist 20° west- 
lich, der Greenwich’sche 2° 20' 23" west- 
lich von dem Pariser Meridian. 

Der Ferro'sche Meridian ist 17° 39' 37" 
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wutlich, der Pariser 2° 20' 23’’ östlich 
TOD dem Greenwicher Meridian. 

Die alte Sternwarte von Berlin hat 
TOD Ferro 31“ 3' 23 ' östliche Länge 
TOD Paris 1 1“ 3' 23" , „ 

TOD Greenwich 13“ 23' 46" , „ 

Die neue Sternwarte von Berlin hat 
TOD Ferro 31“ 3' 30" östliche Länge 

TOD Paris 11“ 3' 30" , , 

TOD Greenwich 13“ 23' 53' „ „ 

Die geogr. Länge iwischen zweien Or- 
ten der Erde mifst man mit einer richti- 
gen Uhr, wenn man die Zeit der Culmi- 
aition eines Fixsterns in beiden Orten 
beobachtet. Die Differenz beider Zeit- 
punkte gibt das Zeitmaafs der Länge, 
«elches in Bogenmaafs verwandelt wird, 
indem 4 Zeitminuten einen Grad Länge 
geben. 


Geographische Meile ist festgestellt 
»Orden auf den 5400ten Theil des Erd- 
aMjnator- Umkreises, so dafs eine geogr. 
360® 1 

Meile = ist = — des Aequatorgrades, 
ö400 Id 


oder dals ein Aequatorgrad 15 geogr. Mei- 
len enthält. Da es schwierig ist, Län- 
gengradmessnngen genau zu erhalten, so 
ist auch die g. M. verschieden angegeben 
»Orden. 


Nach der neuesten genauen Ermitte- 
Inng des Grades im Aequator beträgt 
dieser 57106,442 Toisen, also 
die geogr. Meile = 3807,09 Toisen 
= 7420,158 Meter 
= 0,9850 876 prfs. Meilen 
= 1970,1752 prfs. Kuthen 
= 23642,1 preufs. Fufs. 


Goonechaaik ist die Wissenschaft von 
der Bewegung fester Körper, s. d. .\rt. 
Angewandte Mathematik, Bd. I., 
P»g- '72. 


Ctonetor ist ein der Geometrie Kuu- 
gebräuchlich ist auch die Bezeich- 
nung für Feldmesser. 


Goometrie ist diejenige Disciplin der 
Mathematik, welche sich mit den Raum- 
gröften beschäftigt. Da der Raum in 
einer bis drei Dimensionen gegeben wird, 
TO ist die natürlichste Eintheilung der 
G. in die Longimetrie, in die Pla- 
nimetrie und in die Stereometrie, 
nämlich in die Wissenschaft der Raum- 
gröfHn von einer von zweien und von 
drei Dimensionen. 

Mau macht aber diesen Unterschied 
nicht in diesem Sinne. Man hat eine 
Siementatgeometrie, die Lehre von 
denjenigen Linien, Flächen und Körpern, 

m. 


deren Natur einfache Untersuchungen zu- 
lassen : Von den Linien nämlich die ge- 
rade und die Kreislinie, von den Flächen 
die Ebenen und die krummen Flächen, 
welche von der Kreislinie erzeugt wor- 
den, und von den Körpern diejenigen, 
deren Oberflächen Ebenen und die aus 
der Kreislinie hervorgebenden krummen 
Flächen sind. Dieser letzte Theil der 
G. ist die Eleme n t a r-S t ereome t rie ; 
sie behandelt die vieleckigen Körper, den 
Cylinder, den Kegel und die Kugel. 

Die höhere Geometrie beschäftigt 
sich mit den krummen Linien, deren 
Formen andere sind als der Kreis und 
die ans gegebenen Gesetzen hervorgehen, 
mit den von diesen Linien eingeschlos- 
senen Ebenen und Flächen und mit den 
Körpern , deren Oberflächen aus jenen 
krummen Linien erzeugt werden. 

Die Geometrie wird synthetisch und 
analytisch behandelt. Die synthetische 
Behandlung besteht darin, daifs die ge- 
gebenen Kaumgrüfsen zusammengesetzt, 
getbeilt und in Gröfse und Form mit 
einander verglichen werden, wie dies im 
Euklid stattfindet. Die analytische Be- 
handlung besteht darin, dafs die Grüfseu 
auf Einheiten zurückgeführt, mit der Ein- 
heit verglichen und als Vielfache dersel- 
ben, also als Zahlen betrachtet werden, 
mit denen nun gerechnet wird. (Vergl. 
algebraische und analytische Geometrie). 

Meine Ansicht über die Weise wie die 
Elementargcometrie mit Hülfe eines ein- 
facheren Lehrgebäudes vorgetragen wer- 
den könnte, s. d. Art. Axiom. 

Geometrisch ist was zur Geometrie 
gehört. 

Geometrisch ähnlich, s. u. Aehnlich, 
2, pag. 30. 

Geometrische Analysis ist die Bezeich- 
nung des analytischen Verfahrens oder 
der analytischen Methode, um geome- 
trische Constructionen zu erfinden; heut 
unsere analytische Geometrie, s. d. 
und analytische Auflösung, analytische 
Methode. 

Geometrische Anflösang ist die Auf- 
lösung einer Rechenaufgabe mit Hülfe 
der geometrischen Gröfsen ; so sind z. B. 
Bd. I., Fig. 41 bis 43, pag. 45 und 46 
die geometrischen Auflösungen der Re- 
chenexempel 3 Fufs X 4 Fufs; 4'x 3' 5" 
und 3' 5"x 2' 2". 

Geometrischer Beweis eines Saues ge- 
■chieht nur mit Hülfe vorangegangener 
anerkauuter geometrischer Wahrheiten 

10 
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dorch deren Verbindnng und Scblursfol- 
gen und ohne Hülfe der Arithmetik. 

Beometiiscbe Constraction ist die Auf- 
lösung einer geometrischen Aufgabe durch 
Zeichnung. 

fieometrische Constmction der Giei- 
chnngeD, s. Construction der Glei- 
chungen, Bd. II., pag. 120. 

Geometrische Cnrren und Flächen .sind 
solche, deren Form dadurch gegeben ist, 
dafs sämmtliche Punkte derselben ihrer 
Lage nach einem gemeinschaftlichen Ge- 
setz unterworfen sind. 


zu schneiden, dafs das unter der ganzen 
{AB) und einem {BH) der beiden Ab- 
schnitte {AH, BH) enthaltene Rectangel 
{BK) dem Quadrate {FH) des übrigen 
Abschnitts {AH) gleich sei. 

Die synthetische Auflösung Euklids ist 
folgende : 

Beschreibe von AB das Quadrat ABCD, 
halbire AC in E und ziehe BE. Ver- 
längere CA nach F bis EF = EB, be- 
schreibe Ton AF das Quadrat PH und 
verlängere GH bis A', so ist AB in H 
so geschnitten, dafs ABxBH= Quadrat 
von AH. 


Geometrische GrOfsen sind die Raum- 
gröfsen. 

Geometrischer KBrper ist ein körper- 
licher Raum im Gegensatz zu physi- 
schem Körper, der mit Stoff angefnilte 
Raum. 

Geometrische Methode der Alten für 

die Auflösung der geometrischen Aufga- 
ben ist wie noch bei dem heutigen Stand- 
punkt der Mathematik der Fall ist, zwei- 
erlei; synthetisch und analytisch. Die 
erstere Methode besteht in der Beschrei- 
bung der nach und nach erforderlichen 
Zelchenarbeiten bis zur Volicndung der 
Auflösung und dem hierauf folgenden 
Beweis für die Richtigkeit der Operatio- 
nen zn dem geforderten Zweck. 

Die zweite analytische Methode ist jetzt 
die Anwendung der analytischen Geome- 
trie; die Alten Jedoch kannten dieselbe 
noch nicht und verfuhren mit der Con- 
struction wie mit einem umgekehrt zu 
führenden Beweis. 

Als Beispiel gelte die Aufgabe in dem 
Art.; Analytische Auflösung, Eu- 
klid 2. Buch, 11. Satz; 

Eine gegebene gerade Linie {AB) so 
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Denn da C.4 in £ halbirt und ihr die 
AF geradd fort angesetzt ist, so ist (2, 
6. Satz). 

CF xAF+a{AE) = □(££) = □(£«) 
Nun ist z BAE = K 
und daher □(££) = □(A£) + D(A£) 
folglich ist 

C£xA£-|-n(A£)=n(Afi)-(-a(A£) 
folglich wenn man □(A£) wegnimmt 
C£x A£ = D(AÄ) 
oder weii AF=FG 

auch FK = AD 

folglich wenn man AK wegnimmt 
FH = HD 

Nun ist 

FH=0{AH)undHD=DBxBH=ABxBH 
folglich ist ABk.BH = 0{AH) 

Die analytische Methode würde mit 
Benutzung des eben aufgefübrten Satzes 
(Euklid 2. B., 6. Satz) etwa folgender sein; 

Gesetzt es wäre H der Tbeiinngspunkt 
der Linie AB, so zeichne die Quadrate 
AD über .iB und AG über AH, verlän- 
gere GH bis K so wäre 

Rectangel BK=ABxBH 
Quadrat AG = 0{AH) 
hierzu Re ctan gel AK = AK 

gibt Quadrat BC = Reet. CG 

oder □(/IC) = CFx ilf 

Nun ist nach 2. Buch, 6. Satz, wenn 
AC in E halbirt wird 

□ (££) = C£x AF -t- □(/<£) 
zieht man nun BE so ist 

D{±B) -(- G(A_£) = □(££) 

Also □(££) + □(.lÄ) G(A£) 

= CFK. AF+a{BE) -I- G(Afi) 
also □(£/••) + G(Afi) = CF X AF + □(££) 
Ist abo G(£A') = □(££) 
so ut auch G(A fi) = CF x AF = CO 
Hiervon AK=AK 
büibt Reet. BA' = G(A«) 

oder ABx.BH = 0{AB) 
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Damit diese verlangte Theilung der 
geraden Linie AB geschehe, mufs dem- 
nach BE = EF sein nnd die von Euklid 
Torgenommene Construction ist darch 
das eben beobachtet« analytische Verfah- 
ren anfgefunden. 

Stooetriiches Mittel zwischen zweien 
(iröfsen ist die Quadratwurzel aus deren 
Prodnet. Ist 6’ = a • c, so ist b das g. M. 
zwischen a and c. 

fieometrischer Ort ist eine Linie oder 
eine Fläche, welche als Grenze beobachtet, 
allen Linien, Flächen und Körpern der- 
selben Art irgend eine Eigenschaft ge- 
meinschaftlich macht. 

'L. B. Alle Dreiecke ron einerlei Grund- 
linie nnd einerlei Höhe haben gleichen 
Flächeninhalt. Ist nnn die Grundlinie 
= « nnd der Inhalt F gegeben, .so ist die 
V 

zn a erforderliche Höhe h-i — . Zieht 
a 

man daher mit der Grundlinie a eine 
Parallele von unbegrenzter Länge in dem 

Abstand 2 — , so ist diese der geome- 
trische Ort für die Spitzen sämmtlicher 
Dreiecke von einerlei Grundlinie a und 
einerlei Flächeninhalt F. Dreht man diese 
Linie nm die Orundlinie bis in ihre ur- 
^lüngliche Lage, so erhält man einen 
Cylinaennantol für denselben geometri- 
schen Ort. 

Soll der geometrische Ort für Dreiecke 
Ton einerlei Grandlinie und einerlei Win- 
kel an der Spitze angegeben werden, so 
beschreibt man um das Dreieck einen 
Kreis und man bat in dem zwischen der 
Grundlinie nnd der Spitze beüiidlichen 
^«n den g. 0. für die Spitzen sämmt- 
licher Dreiecke der genannten gemein- 
schaftlichen Eigenschan, weil sämmtlicbe 
Winkel an der Spitze Peripheriewinkel 
in demselben Kreisbogen sind. 

Eine mit einer ebenen Grundfläche pa- 
rallele Ebene ist der g. Ort für alle Pris- 
men oder Kegel von einerlei Grundebene 
ond einerlei körperlichem Inhalt. 

Cm den g. O. zu finden, dafs die von 
2 gegebenen Punkten A, B an jeden be- 
bebigen Punkt desselben gezogenen ge- 
raden Linien zusammengenommen immer 
die Länge a erhalten, hat man über AB 
ein gleichschenkliges Dreieck ABC zu be- 
schreiben, in welkem die Schenkel AC 
= BC=:^a sind. Nimmt man daun C 
als Scheitelpunkt der kleinen Axe, A, B 
als Bremmunkte nnd construirt nach 
Fig. 266, Bd. I., pag. 418, die Ellipse, so 
ist diese der veclaogt« g. 0. . 


fieometrUebe Progression, s. geome- 
trische Reihe. 

Keometrlsche Proportion ist die Gleich- 
heit zweier geometrischen , Verhältnisse: 
2 verhält sich geometrisch zu 5 wie 4 
zu 10, denn die Quotienten J und 
beider Verhältnisse sind einander gleich. 
Man vereinigt beide gleichen Verhältnisse 
zu einer Proportion und schreibt: 

2:5 = 4:10 

und wie man ü = hat, so hat man 
auch 

2x 10 = 5x4 = 20 

überhaupt in jeder geometrischen Pro- 
portion 

A i B = a:b 

wo also die Quotienten -=- und bei- 

D O 

der Verhältnisse einander gleich sind, hat 
man aus diesem Grunde oder durch arith- 
metische Operation 

Ab = aB 

d. h. das Product der äufseren Glieder 
ist gleich dem Product der inneren Glie- 
der. Aus diesem Grunde ist jede Pro- 
portion mehrfach umznstellen. 

Wenn A-.B = a-.b 
so ist anch A:a = B :b 
B:A=bia 
B-.b = A.a 
a-.b = A-.B 
a.A = b-.B 
b-.a = B-.A 
b-.B = a.A 

2. Sind die beiden inneren Glieder oder 
die beiden änfseren einander gleich, wie 

A-.C = C:D 
oder Ü-.E = F-.D 

so heifst die Proportion eine stetige 
geometrische P. und das gleiche Glied 
heilst das geometrische Mittel oder 
die mittlere geometrische Propor- 
tionale zwischen den beiden anderen 

Gliedern. 

Es ist C‘=A-D also C=\ A-D 
D»=K-F , D = \'E-F 
Vergl. , arithmetische Propor- 
tion“. 

3. Sind mehrere Proportionen mit Wie- 
derholung von Gliedern gegeben als: 

A.B = a-.b 
B-.C = b-.c 
CiD = ctä 
10 ist auch A : C = a i o 
A.D=a.d 
BiD = bid 

10 * 
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Man schreibt daher auch solche Pro- 
portionen susammenhängend 

A: B iC •• D = a •. b •. e : d 
und sagt, die Gröfsen stehen in fort- 
laufender oder in geordneter Pro- 
portion. 

4. Die ersten Elemeutaraufgabeii aus 
der Lehre ron den geometrischen Pro- 
portionen sind in dem Vorigen schon ge- 
löst: nämlich 

A. Aus 3 gegebenen gleichen Produc- 
teu eine Proportion zu bilden. Dies ge- 
schieht, indem man die beiden zu dem 
einen Product gehörenden Factoren zu 
äuberen, die zu dem andern Product ge- 
hörenden zu inneren Gliedern macht: 

Aus a • b = A ■ B 

entsteht a\A = B-.b 

oder A\a = b\B 

B. Ans zwei gegebenen geometrischen 
Verhältnissen oder Quotienten zwei gleiche 
Producte zu bilden, welches die umge- 
kehrte Operation erfordert; denn 

aus T o •• i = >4 ! Ä 

O o 

entsteht aß = Ai. 

C. Aus drei gegebenen Gliedern a, i, c 
einer geometrischen Proportion das 4te 
Glied zu finden, oder wie man sagt: tu 
3 gegebenen Zahlen die vierte geome- 
trische Proportionale zu finden: 

Nennt man das 4te Glied x, so ist 
a: b — c I X 

woraus bc = ax 

b . c 

also x= 

a 

D. Sind 2 der 3 gegebenen Glieder 
einander gleich, s. B. o, 6, i, so findet 
man das 4te Glied einer stetigen g. P. 
oder man findet zwischen 2 gegebenen 
Gröfsen a, b die 3te geometrische 
Proportionale x aus a-.b — b-.x 

oder b* = ax 

mit x = — 


Wenn 

A:B = aib 

ist 1. 

nAinB = noi nb 

2. 

A ■. nB = a i nb 

3. 

nA i B=na: b 

4. 

A: B = nainb 

5. 

nA :nB = aib 

6. 

A B _ a ^ 
n ' n ~ n ' n 

7. 

A:B=±± 
n n 

8. 

A B . 

— : — a: b 

n n 

9. 

A ß Ä 

n fl 

10. 

^iB = ^ib 

II n 

II. 

AinB-—ib 

n 

12. 

A\ — =:na\b 

n 

13. 

An : Ä = tf : — 

n 

14. 

— : Ä = fl : fiA 


n 


15. An : Bh = — ; — 


A".B" = a"-.b" 

UM n n 

yA:iB = \d-.\b 

6. Wenn A\ B = a-.b 
so ist auch 

nA ^ mB:pA^qB = na-i:mb:pa^= tjb 
denn aus Ai B = a:b 

I * A a 

folgt = - 

1 i. A ^ m a . w 

also auch -=r — = -r * — 

B H b n 

. nA ± mB na ± mb 

oder (,) 


E. Zwischen 2 gegebenen Zahlen o, 6 
findet man endlich die mittlere geome- 
trische Proportionale x in der Quadrat- 
wurzel des Products 
denn da a-.xxxtb 
so ist x= \'ab 

5. Folgende Sätze sind mit Hülfe ganz 
einfacher arithmetischer Operationen als 
richtig abzuleiten, oder indem man die 
Producte der äulseren und inneren Glie- 
der bildet als richtig nachzuweisen. 


Ebenso ^ ± ^ 

B p b p 


oder 


pA^qB_ pa 
pB pb 

Die Gleichung 1 durch Gl. 2 dividirt 
gibt 


nAit^mB pB _na^mb pb 
pA ^ qB nB pa ^ qb nb 


Nun ist 


pB _pb _ p 
nB~ nb n 
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folglich die letzte Gleichnng durch — 
diridirt 

hA ^ mB na m& 
pA ^ jß ~ po ± 

welches die behauptete Proportion ist: 

7. Uan hat aus dem vorstehenden all- 
lemeinen Satz über die Bildung neuer 
mportionen aus einer gegebenen ein- 
fachen in der Summe oder mfferenz der 
beliebig Vielfachen des ersten und zwei- 
ten Gliedes zur Summe oder Differenz 


derselben Vielfachen des dritten und vier- 
ten Gliedes eine grofse Anzahl einfache- 
rer abzuleiten 
Wenn di : ß = a : i 

so ist 1. A:A^^B = a-, 

2. A : A rk nB = a \ a * nh 

3. A : nA^mB = a : na m& 
u. s. w. 

Beispiele. 

Da 5:10=1:2 

ist auch ö: 10 ^ö = l: 2 =bl 
id 5:5 + 3- 10 =l:H-3*2 


und 2x5 + 3x10:4x5-10 = 2x1+3x2:4x1-2 

oder 40 : 10 = 8 : 2 

D. i. W. 


Ans folgenden Proportionen soll die also x = 3 


Cnbekannte 

X gefbnden werden; 

2. 

8 - X : 3 = x: 1 

1. 

15 + x:x = 6: 1 

hier ist 

8 — x + x:3 + l = x:l 

Xan hat 

15 + x — x:x = 6 — 1:1 

oder 

8:4 = x:l 

odar 

15:x = 5:l 

woraus 

X = 2 

woraus 

fix = 15 

3. 

3x + 5 I lOx - 1 = 13 : 1 


Xan bat 


oder 


3x + 5 - ^ (lOx - 1) : 3x + 5 = 13 - ^ • 8 : 13 


10 


:3x + 5 = ^:13 


oder 

Nnn ist 
oder 
«orans 


1 ; 3x + 5 = 2 : 13 

1 :3x + 5-5-1=2:13 -5-2 

1: 3x =2:3 

X =4 


8. Wenn die gleichnamigen Glieder 
mehisrer Proportionen mit einander mul- 
dplicirt werden, so entsteht ans den 4 
Piodncten wieder eine geometrische Pro- 
portion. 

Wenn A: B = atb 

C-.D^e.d 
E-.F=e:f 


seist A-C-E... 
Denn es ist 


B-D-F...~a-c-e 



F 


f 


b-d-f... 


folglich y 


CE _ a c e 

"Ö ■ T "~T ' 7 " 


woraus ACE : BDF — ace : bdf 
Dieser 8te Satz gibt das Mittel, aus n 
gegebenen Proportionen n unbekannte 
Grofsen zu finden; 

Z. B. Gegeben sind die beiden Pro- 
portionen : 

5 + 2x ; 3y = 3 : 7 
y ;7x= l;2 

beide Proportionen mit einander mnlti- 
plicirt entsteht 

(5 + 2x)y:21xy = 3:14 
also mit y die beiden ersten Glieder di- 
vidirt : 

5 + 2x:21x=3:14 
oder 5 + 2x -. 3x = 3 : 2 

oder 3(5 + 2x)-2.3x-.3x = 3-3-2-2:2 
oder 15 -. 3x =5:2 

oder 5 : x =5:2 

woraus x =2 

Setzt man nun in die gegebene zweite 
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Proportion für x den Werth 2, so erhält 
man 

y : 7 X 2 = 1 : 2 
worans y = 7 

9. Wenn ^4 : Ä = « : ä = o = u. s. w., 
so ist aneh 

^ + rt + o + ...:Ä + ä + |4 + ... 

= A:B = a-.h = .... 
denn ans A; B = a:b 
ist A-.a = B:b 

und nach No. 7 

A-^aiB-\-b~a:b = tt:fi 
hieraus A + a: a=B+b-, /i 
wieder aus No. 7 : 

iäd-Ä-hrtio — ß b ß i ß 

u. s. w. 

t. B. da 1 : 2 = 3 : 6 = 4 : 8 = 7 : 14 
so ist auch 

1 + 34-4 + 7:2 + 6 + 8 + 14 =1:2 
oder 15 : 30 =1:2 

10. Hat man n Gröfsen a, b, c ... nnd 
deren Verhältnisse nntereinander durch 
n — 1 Proportionen bestimmt gegeben, 
so kann man aus denselben eine fort- 
lanfende Proportion bilden. Zuerst be- 
stimmt man das Verhältnifs nur einer 
der Gröisen zu jeder aller übrigen, hier- 
auf verwandelt man durch Multiplicatio- 
nen alle dieser einen Gröfse zukommen- 
den Verhältnifszahlen in eine gemein- 
schaftliche Zahl und bestimmt dieser ge- 
mäfs das Verhältnifs der Gröfse zu (len 
übrigen. 

Soll eine fortlaufende Proportion zwi- 
schen 6 Gröfsen o, 6, c, d, e, f gebildet 
werden, so müssen zwischen denselben 
6 Verhältnisse bekannt sein: z. B. 


1. 

a:6= 1 :3 

2. 

c:d = 2:5 

3. 

II 

4. 

z:6 = ll:10 

b. 

d-.f=b:d 

Hier 

zweimal 

kommen die Gröfsen c, d, e, f 
vor. 


Schreibt man No. 4: 5 : e = 10 : 11 
und multipiieirt mit No. 1 ; oder dividirt 
man 1 durch 4, so erhält man 

6. o : e = 10 : 33 

diese Proportion mit No. 3 multipiieirt 
und reducirt 

7. (S : ^ = 35 : 66 

No. 5 umgekehrt geschrieben und mit 7 
multipiieirt oder 7 durch 5 dividirt nnd 
reducirt 

8. n: (1 = 21: 22 


diese Proportion durch No. 2 dividirt 

9. (» : c = 105 : 44 

Man hat demnach 
n:6 = l :3 
o : c = 105 : 44 
a:«l = 21: 22 
(I : e = 10 : 33 
_ a:f=35266 

Die kleinste Zahl für die Factoren von 
a: 1, 105. 21, 10, 35 ist die Zahl 210. 
Man hat demnach: 

(1:6 = 210:630 
« : c=210:88 
o : (1 = 210:220 
o:z = 210: 693 
(i :f=210:396 

woraus die fortlaufende Proportion 
o : 6:c:d:e:/' = 210:630:88:220:693:396 
11. Es gibt Gröfsen, die in znsammen- 
esetzten Verhältnissen stehen. Z. B. 
ie Werthe zweier Waaren in Beziehung 
auf Menge nnd Güte. Die Werthe von 
Gebäuden in Beziehung auf Dimensionen, 
auf die Wertho der dazu verwendeten 
Materialien, auf Älter und Abnutzung, 
auf Abgaben, Lage, Ertrag u. s. w. Ste- 
hen nun 2 Gröfsen in solchen vielfachen 
geometrischen Verhältnissen , so verhalten 
sie sich überhaupt wie die Producte der 
Verhältnisse. 

Verhalten sich z. B. 2 Gröisen A nnd 
B in einer Beziehung wie a:6, in einer 
zweiten Beziehung wie n-.ßio verhalten 
sie sich überhaupt wie a-n:b-ß- und 
haben dieselben noch Beziehungen a'tb', 
a " : 6" u. 8. w , so verhalten sic sich über- 
haupt wie aa'a”a : bb'b"ß. 

Denn denkt man sich eine Gröfse E, 
die für jede einzelne Beziehung die Ein- 
heit = 1 ist, so Lst für die erste Bezie- 
hung A das afache von E = aE, für die 
zweite Beziehung wird dieses aE das 
((fache von E = auE u. s. w. Ebenso 
ist B das 6;9 fache u. s. w. von E und 
es ist überhaupt 

A •• B = a • a : b • ß ... . 

Z. B. die Geldwerthe zweier Aecker 

A, B verhalten sich 

in Bezug auf Gröfse A: 17 = 2:5 

„ , , Bonität =6:7 

, , , erforderliche 

Arbeitskräfle =1:3 

, , , die Transportkosten 

zum Markt =5:1 

so verhält sich der summarische 

Werth von A;Ä = 2-6-l-5:5-7-3-l =4:7 
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fieometrUche Reihe. Reihe and ge~ 
ometrische Reihe sind in dem Art. 
Arithmetische Reihe, Bd. I., pag. 118 
erklärt. Sie besteht in einer Reihenfolge 
ron Zahlen, ron welchen jede 2 neben- 
einander stehenden in einerlei geometri- 
tchem Verhältnifs sich befinden-, wie bei 
der arithmetischen Reihe heifsen auch 
hier die einzelnen Zahlen der Reihe Glie- 
der, die von einem beliebig gewählten 
ersten Gliede ab mit den Stellen- 
lahlen als 2, 3, 4 ...nies Glied be- 
zeichnet werden. Die der ganzen Reihe 
»gehörige Verhältnifszahl je zweier auf- 
einander folgender Glieder heifst der Ex- 
ponent; und wenn man ein beliebiges 
ntes Glied durch den Exponent dividirt, 
so erhält man das ihm nnmitteibar vor- 
hergehende (m— l)te Glied. Wenn die 
lofeinander folgenden Glieder iminer grö- 


fser werden, so heifst die Reihe stei- 
gend oder wachsend; wenn sie immer 
kleiner werden, fallend oder abneh- 
mend. 

2. Bezeichnet man das erste Glied einer 
g. hL mit a, den Exponent mit s, so hat 
man das allgemeine Schema einer g. R. 

a • ae • ae* - as’. a** ... . ne" .... 

Ist * >1, so ist die Reihe wachsend, 
ist e < I so ist die Reihe abnehmend, a 
ist das erste, ae das zweite, ae’ das dritte 
überhanpt ae"”' das nte Glied. Bezeich- 
net man dies mit « so ist 

« = e"-'.a (1) 

3. Gm die Summe S der ersten n Glie- 
der einer g. R. zu finden, multiplicire 
dieselbe mit e. 

Dann ist 


dis einfache Reihe a -t- ae -|- ae’ -f- ae’ -)- ae — S 

dis efache Reihe ae -f- ae’ -|- ae’ + ae’ -f- ae" = eS 


Zieht man die obere Reihe von der un- 
teren ab, so heben sich bis auf das übrig 
bleibende erste Glied a eämmtliche Glie- 
der der oberen Reibe mit den Gliedern 
der unteren Reihe auf, so dafs nur das 
ste Glied ae" übrig bleibt nnd es ist 
ae" -a = tS-S 

oder a ^ 

«orans 

e"- 1 (-i) 

~e-l“ «-1 «-1 

Ist das erste Glied a, das letzte Glied 
s nnd der Exponent e gegeben, so erhält 
man aus Gleichung 1 : 

[H-\)lose = logu-loga 
logu-loga 

woraus n = + l W 

Ist e < t , so schreibt man 


S = - 


(4) 


1 — e 1 — e 
In folgender Reihe 

1334667 8 S IO 

1 . 2 • 4 • 8 . 16 ■ 32 • 64 • 128 • 256 • 512 
ist nach Formel 1 das lOte Glied 
» = •2». 1=512 

die Summe der ersten 10 Glieder ist nach 
Formel 2 

2io_i 2.512-1 
2^‘‘~ 2-1 
ln folgender Reihe: 

1 • i • 1 • i • r*s ■ s*! • • ris • tIz • sli 

ist das lote Glied nach Formel 1. 
w = (i)* • 1 = all 

Die Summe der ersten 10 Glieder nach 
Formel 4 


S = ‘ 


■ = 1023 


„_i-{tr, 


1 = 


l-k-slx ■ 


i-k 


512 


= 2 — sfi 


4. ln jeder Reihe kann die Anzahl der 
Glieder bis ins Unendliche fortgesetzt 
werden. Bei jeder steigenden Reihe ist 
das letzte Glied «> grofs und die Summe 
ist 00 grofe. Bei einer fallenden Reihe 
ist das letzte Glied •= Null zu setzen, 
ln der obigen Reihe 

l-i-i-i , 

bat man sodann nach Formel 4 
l-(«'_l-i-0_ 


5. Die Einschaltnng von Gliedern s. 
den Art. Einschalten No. 12. 

fieometrUeber Rifs ist die genaue Zeich- 
nung eines Gegenstandes nach seinen 
Dimensionen, wie er sich der Anschau- 
ung gemäfs auf einer Ebene als Bild 
darstellen würde, in der Regel in ver- 
jüngtem Maafsstabe. 

Geometrticher Schritt ein selten zur 
Anwendung kommendes Jlaafs von 5Fuls. 
6eometTl8ch«e TtrhUtuirs zwischeB 
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iwei Zahlen ist die Angabe daa Wieviel- 
faehe die eine Zahl von der anderen ist, 
während arithmetisches V. die Angabe 
ist um wie viel Einheiten die eine gr5- 
fser oder kleiner ist als die andere. 

Geordnet ist was einer Ordnung ge- 
mäfs dargestellt ist. 

Geordnet sind in Oombinationcn die 
Elemente, wenn sie der Ordnung des 
Alphabets gemäfs aufgestellt werden. Bei 
den gegebenen 6 Elementen a, b, c, d, e 
sind die möglichen Combinationen der 
4ten Eiasse 

abed, abce, abde, bede 
geordnet. 

acbä, bcta u. s. w. sind ungeordnete Ele- 
mente. 

Folgende Permutationen sind geordnet. 

abc, aeb, bae, bca, eab, cba 
ln einer anderen Reihenfolge würden 
sie nicht geordnet sein. 

Folgende Variationen sind geordnet: 
isaa, aab, aba, abb- baa, bab, bba, bbb 
In einer anderen Folge sind sie un- 
geordnet. 

Geordnete Gleichnngen , s. u. Alge- 
braische Gleichungen, No. 4, pag.48. 

Geoststik, s. u. Angewandte Mathe- 
matik, pag. 72. 

Gerade hat in der Mathematik vielerlei 
Bedeutungen, s. d. folgenden Artikel und 
die in gerade gehörenden Hauptwörter. 

Gerade Aofsteigang and Absteigang, 

s. n. Aufsteigung und Absteigung eines 
Gestirns, pag. 180. 

Gerader Kegel ist ein Kegel, dessen 
Axe auf der Gmndebcne winkelrecbt steht. 

Gerade Linie kann man eigentlich nicht 
anders erklären, als: sic ist eine Linie, 
welche gerade ist. 

Euklid sagt in seiner 2ten Erklärung: 
Eine Linie ist eine Länge ohne Breite, 
nnd in der 4ten: Eiue gerade Linie ist, 
welche zwischen den in ihr betindlichen 
Pnnkten auf einerlei Art liegt. Diese 
Erklärung pafst aber auch auf die Kreis- 
linie : Es wird auch die gerade Linie er- 
klärt, dafs sie mit ihrem kleinsten Theil 
anz gegeben Ist; aber auch dies tindet 
ei jeder Kreislinie statt. Man stellt in 
Lehrbüchern als Grundsatz auf: Zwischen 
2 Punkten ist nur eine gerade Linie 
möglich und nicht eine zweite. Diesen 
Grundsatz kann man zu einer Erklärung 
amformen und sagen: Eine gerade Linie 
ist diejenige Linie, welche zwischen zweien 


Punkten nnr einmal vorhanden ist; 
allein diese Erklärung wäre offenbar zu 
abstract. 

Als Sacherklärung kann folgende gel- 
ten : Eine gerade L. ist die einzige Linie 
welche, wenn man sie zwischen zweien 
ihrer Punkte um sich selbst dreht keinen 
eschlossencn Ranm beschreibt, sondern 
ieselbe Linie bleibt. Alsdann wäre hier- 
mit zugleich nachgewiesen, daCs zwischen 
zwei Punkten nur eine einzige gerade 
I.inie möglich ist. 

Der Einfachheit einer geraden Linie 
wegen ist es auch keine .Aufgabe: eine 
g. L. zu zeichnen; nach Euklid schon 
ist es nur eine Forderung, so wie die 
zweite Forderung bei ihm, eine begrenzte 
gerade Linie stetig gerade zu verlängern. 

Gerades ParaUeloffranim ist ein P., 

bei welchem die Seiten gegenseitig ein- 
ander normal sind. 

Gerades ParaUelevipedam nnd gerades 
Prisma ist ein solches P., bei welchem 
die Seitenkanten auf der Grundebene nor- 
mal stehen. 

Gerade Zahl ist eine Zahl, welche durch 
2 ohne Rest theilbar ist; doppelt ge- 
rade oder geradgerade wurde früher 
eine Z. genannt, die durch 4 ohne Rest 
theilbar ist; so wie nngeradgerade, 
die durch 4 dividirt den Rest 2 läfst. 

Geradlinig heifsen Figuren, die von 
geraden Linien begrenzt werden. 

Gesammtdifferenztal oder Totaldlffe- 
renilal im Gegensatz zu Theil- oder 
Partialdifferenzial einer Function, 
s. Differenzial No. 45, pag. 273. 

Geschoben oder verschoben nennt man 
bisweilen Vierecke mit schiefen Winkeln 
also die Rhomben und die Rhomboide. 

Geschwindigkeit ist der in irgend einer 
Zeiteinheit znrückgelegte Weg. Weg ist 
die Länge, um welche ein Punkt oder 
eine Masse sich fortbewegt; G. ündet also 
nur statt wo Bewegung ist. Die Zeit- 
einheit wählt man der Natur der Bewe- 
gung angemessen; Man hat 0. in einer 
Bocunde, in einer Minute, in einer Stunde, 
in 24 Stunden oder einem Tage, in einem 
Jahre, in 100 Jahren. Den Weg drückt 
mau in Längeneinheiten aus; in Linien, 
Zollen, Fufsen, Schritten, Ruthen, Metern, 
Knoten, Toisen, Meilen. Das Licht hat 
die G. von cc. 42000 geogr. Meilen in 
einer Secunde; von einem Eisenbahn- 
Personenzug sagt man, er habe eiue G. 
von G prcnl's. Meilen in einer Stunde. 

Bei gleichförmiger Bewegung eines 
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PankU bleibt die 0. immer dieselbe. So 
I. B. bewegt sich die Erde am ihre Axe 
ia einer constanten Zeit Ton 24 Stunden, 
jeder Punkt des Aequators hat also eine 
coostante G. Ton &400 geogr Heilen in 
24 Stunden. Bei ungleicuörmiger Be- 
wegung ist die G. in jedem Augenblick 
der Bewegung eine andere; Beim freien 
Fall eines Körpers ist die G. im ersten 
Augenblick des Falles, die A nfangsge - 
senwindigkeit = Null; sie wächst mit 
jedem folgenden Augenblick und die End- 
sehwindig^eit ist am gröfsten. Bei 
uifbewegungen ist die Anfangsgeschwin- 
digkeit am gröfsten, die Endgeschwindig- 
keit am geringsten ; beim senkrecht auf- 
wirto genchteten Wurf wird die Endge- 
ichwinuigkeit = Null und zugleich zur 
Anfangsgeschwindigkeit für den nun er- 
(banden senkrecht abwärts gerichteten 


einer24pfündigen Kanonen- 
kugel nach demselben 
höcMtens 2300 par. Fnfs 2380 pr. Fufs 
des Schalls in der Luft 337f 

Meter sind 1074 , , 

in Silber 3037 Mtr. . . 9677 , , 

in Messing 3610 Mtr. . . 11500 , . 

in Kupfer 4060 Mtr. . . 12900 , . 

in Hölzern 5000 bis 6000 
Mtr. . . 15900 bis 19100 . . 

eines langsamen Fnfsgän- 
ers 1 Meile in einer 

tunde 3ä » . 

eines raschen Fufsgängers 
I Meile in einer Stunde 6}, , 

die preufsische Fahrpost 1 
Meile in 50 Minuten . . 8 , , 

TonNummerstein zuN am- 
merstein = 20° in 30 Sec. 
die preufsische Schnellpost 

1 Meile in 40 Min. . . 10 . , 


Bei stetig beschleunigter nnd verzö- 
gerter Bewecning wird unter Geschwin- 
dirteit ein Weg verstanden , der nicht 
n»tbar ist und der nur berechnet wer- 
den kann. 8. darüber den Art.; ,At- 
woods Fall maschine“, Bd. I. , pag. 
172 rechts; ,Ein drittes Gesetz" u. s. w.; 
den Art. .Bewegung, gleichförmig 
beschleunigte," pag. 352; den Art. 
.Bewegung, ungleichförmig ver- 
änderliche", pag. 356. 

Unter virtueller Geschwindigkeit 
versteht man die G. , welche aus einer 
Bewegung in Folge einwirkender Kräfte 
kervorgehen würde, wenn nicht andere 
diesen Kräften entgegengesetzt wirkende 
Kräfte die Bewegung hinderten. 

Hier folgen die Angaben einiger Ge- 
schwindigkeiten in prenfs. Fnfsen per 
Secunde. 

Die Qesohwindigkeit 
der schnellsten Strome höch- 
stens ....... 13 pr.Fuls 

des mäfsigen Windes. . . 10 , . 

dis Sturms über 50 . . 

des Orkans höchstens . . 120 , . 

ein mit kräftiger Hand ge- 
worfener Stein .... 50 . , 

der Bleikugel {" Durchmes- 
ser aus einer Windbüchse 
4’ langem Lauf mit 100 
bch comprimirter Luft 
nach Gehler höchstens 654 
par. Fufs sind .... 677 , , 

derselben ans einem Militair- 
gewehr nach Gehler 1167 

par. Fufs 1208 , . 

einer Bnchsenkugel nach dem- 
selben höchstens 1500 par. 

Fufs 1550 . , 


eine Chansseestein-Num- 
mer = 20° in 24 Sec. 

die preufsische Conrierpost 
1 Meile in 30 Min. . . 13ä . , 

1 Chausseesteinnnmmer 
= 20° in 18 Sec. 

1 Schnellsegelschiff . . . 14| . , 

1 Dampfschiff 3 Meilen in 
1 Stande 20 , . 

Oüterzug mit Personenbe- 
förderung in einer Stunde 

4} Meilen 31i. . 

1 Steinnnmmer 20° in 
7f Sec. 

Personenzag in 1 Stunde 

6 Meilen 40 . , 

1 Steinnnmmer 20° in 
6 Sec. 

Kourierzug 1 Stande 10 

Meilen 66) . . 

1 Steinnummer 20° in 
3,6 Sec. 

die Erdoberfläche bei Dre- 
hung um ihre Axe' im 


Aequator 123,136° . . 1477,6 , , 

der Erde in der Ekliptik im Mittel s. Erde, 
des Lichts nach Delambre 41935 geogr. Ml. 

nach Struve 41545 , „ 

GeseUschaftsrechnong. Diese besteht 
in der allgemeinen Aufgabe; itGröfsen 
s, y, X, u>... zu Anden, deren Summe 
einer gegebenen Zahl S = ist und die 
unter einander in gegebenen geometri- 
schen Verhältnissen stehen. 

1. Der einfachste Fall ist, wenn die 
Verhältnifszahlen eine fortlaufende geo- 
metrische Proportion bilden. Z. B. (Meier 
Hirsch, pag. 165, No. 16). 

Eine Zahl a in 3 solche Theiie zu zer- 
legen, dafs der zweite mmal und der 
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dritte nmal fo grof« sei als der erste. 
Welche Theile sind es? Die Aufgabe be- 
sagt also, es sollen 3 Zahlen s, y, x ge- 
funden werden, deren Summe = <i ist 
und die unter einander in dem Verhält- 
nifs = 1 : m I n slehcii. 

Wenn s •. t / 1 x = 1 : m : ii 
so hat man nach dem Art. ,Geometri- 
schc Proportionen* No. 9 

5:s + y-t-x=I: l-hm-(-n 
oder s: + 

Eben so y:a = m:l-t-m-(-ii 
x;a~n:l + m + » 

mithin ist 

a ma _ na 

1 +m-hn’ l-hm + n’ 1 + m-hn 
Einen Zahlenfall gibt Meier Hirsch, 
pag. 166, No. 19: 

1170 Thaler sollen unter 3 Personen 
. 4 , B, C nach Verhältnifs ihres Alters 
vertheilt -werden. Nun ist B um den 
dritten Theil älter, C aber doppelt so 
alt als A. Wieviel erhält jeder? 

Die gegebene fortlaumnde Propor- 
tion ist 

A: « : C=l: IJ : 2 
folglich der AnsaU 

A-.) 1:1 

B-. I 1170= li: 4J 

C: i 2:5 


woraus A erhält ^ x inoThlr. = 270Thb. 

B Hx ll70Thlr. = 360Thlr. 

C — xll70Thlr. = 540Thlr. 

44 

. Summa 1170Thlr. 

2. Wenn die Zahlenverhältnissein fort- 
laufender Proportion nicht gegeben wer- 
den, so sind dieselben in eine solche xn- 
vor lu verwandeln, (s. ,geon)etriscbe Pro- 
portionen*, No. 10). 

Meier Hirsch, pag. 160, No. 29 gibt fol- 
gendes Schema: 

Eine Zahl a in 3 solche Theile xu xer- 
legen, dals der erste Theil (a) sich xum 
xweiten (y) wie m ; n und der xweite Theil 
xum dritten (x) wie p : q verhalte. Diese 
Theile sind? 

Die gegebenen Proportionen sind 
S ; y = m : IS 
y:x = p:y 

das erste Verhältnifs mit p, das xweite 
mit II mnltiplicirt ergibt 

I : y : X = mp : np : Mf 
also s: 1 mp: | 

y: I a = np: > mp np + ny 
x: ) »?: ) 


mp np nq 

woraus ^ np+ nq ^ ~ mp + np + nq * mp + np + nq 


Ein Zahlenbeispiel gibt Meier Hirsch, 
pag. 166, No. 21 : 

Eine Schnidenmasse von 21000 Thlr. 
soll unter 4 Gläubiger A, B, (', D nach 
Verhältnifs ihrer ^rdernngen vertheilt 
werden. Nun verhält sich die Forderung 
des A zu der des B wie 2:3, die For- 
derung des B zu der des C wie 4 : ö und 
die Fordernng des C zu der des D wie 
6 : 7. Wie viel erhält demnach jeder 
Gläubiger? 

Die gegebenen Proportionen fortlau- 
fend zn machen ist 

A.B = 2:3= 8 : 12 = 16 : 24 
B:C = 4:5 = 12: 15 = 24:30 
C:ö = 6:7= 6: 7 = 30:35 
Man hat also 

A\ = | 

f > 2 1000 Thlr. = > (1 6 + 24 + 30 f 35 

C: 30: ^,05) 

D-.l 3Ö-.I 

A erhält x 21000 Thlr. = 3200 Thlr. 

Ivv 


B erhält x 2 1000 Thlr. = 4800 Thlr. 

105 

30 

C „ ^ + 91000 Thlr. = 6000 Thlr. 

ot 

D , ^ X 2 1000 Thlr. = 7000 Thlr. 

Summa 21000 Thlr. 

3. Die gegebenen Verhältnibxahlen 
können auch gemischte sein. 

Beispiel. (Meier Hirsch, pag. 168, 
No. 33). 

Eine Wittwe soll nach dem Testament 
ihres verstorbenen Ehemannes mit ihren 
2 Söhnen und 3 Töchtern eine Summe 
von 7500 Thlr. theilen, und zwar soll 
jeder Sohn doppelt so viel bekommen 
wie jede Tochter, sie selbst aber gerade 
so viel wie ihre Rinder znsammengenom- 
men nnd noch überdies 600 Thlr. Wie 
viel wird- die Wittwe und jedes ihrer 
Kinder bekommen? 

Nennt man den Antheil der Tochter 
T, so sind die Verhältnisse: 
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3 Töchter erhalten 3 T 
3 Söhne , 4 7 

die Wittere 7 7+600 

die Samme ist 14 7 + 500 Thlr. 

= 7500 Thlr. 

14 7 = 7000 Thlr. 

Hiernach bekommt Jede Tochter 500 
Thlr., jeder Sohn 1000 Thlr. und die Mat- 
ter 4000 Thlr. 

fieseti ist die Art ond Weise des in- 
neren Zusammenha^es der Elemente 
oder der einzelnen Tneile mit der Be- 
schaffenheit oder der Natur des Uanzen. 

Die Entwickelung einer Reihe geschieht 
mit Beobachtung des Gesetzes, nach wel- 
chem die Glieder für die Darstellnng der 
Reihe fortsebreiten mö.ssen. Dies Gesetz 
bestimmt dann die Regel oder die Vor- 
schrift des Verfahrens dabei. 

Jeder Lehrsatz in der Geometrie ist 
das Gesetz für die Beschaffenheit einer 
geometrischen Gröfse, als deren Zusam- 
menhang nüt ihren einzelnen Theilen. 
Z. B. der Satz, dafs die Inhalte der Drei- 
ecke and Parallelogramme yon gleichen 
Grundlinien und Höhen wie 1 : 2 sich 
rerhalten. 

In den dynamischen Wissenschaften 
kommen noch die Kraft and die Zeit 
als Elemente hinzu, und jede Art des 
Znsammenwirkens yon Kräften in Zeit 
and Raum ergibt ein Gesetz, nach wel- 
chen dieselbe als Erscheinung sich äulsert. 

Die Gesetze des Deien Falls sind die 
summarischen Ergebnisse aus der Attrac- 
tion der Erdkngel, der Entfernnag des 
frei im Raum befindlichen Körpers yon 
derselben und der Zeitdauer, innerhalb 
welcher die Attraction auf den freien 
Körper ohne Unterstützung im Raum 
einwirkt. 

Gnichts&xe, s. y. w. Augenaxe. 

Getlchtsfald ist der Raum, den mau 
entweder mit blofsem Auge oder mit 
einem Fernrohr auf einmal übersehen 
kann. 

Gulchtskrets, s v. w. Horizont, s. 
,. Astronomischer Horizont“. 

GeiUlt eines Körpers (Kryst) Diese 
ist regelmäfsig, wenn sie durch die 
Form und die gegenseitige Lage der Be- 
grenzungsflächen mathematisch bestimm- 
bar ist, sonst nnregelmäfsig. 

Gestnm ist der allgemeine Name für 
jeden Himmelskörper, für Fixsterne, Pla- 
neten, Trabanten und Kometen. Deren 
scheinbare Bahnen unter dem Aequator, 


den Polen und den zwischen diesen lie- 
genden Punkten der Erdoberfläche, des- 
gleichen deren geometrische Construction, 
s. n. .Aufgang und Untergang der Ge- 
stirne“, Bd. 1., pag. 174 mit Fig. 108 
bis 111. 

Die Bewegung der Gestirne ist 1. die 

emeine oder tägliche Bewegung 

erselben, nämlich die Erscheinung ihres 
t^lichen Auf- und Untergangs und des 
sichtbaren Rogens, den sie über dem Ho- 
rizont am Himmel beschreiben. 2. die 
eigene oder besondere Bewegung, 
die sie aufserdem noch machen, indem 
sie zu derselben Zeit an yerschiedenen 
Tagen an yerschiedenen Orten des Him- 
mels sich befinden, eine Bewegung welche 
allen Planeten, Monden und Kometen 
eigen ist. 

Dafs diese Fixsterne täglich 3 Minuten 
56 Secunden yon Ost nach West yor- 
rücken ist eine scheinbare eigene Bewe- 
gung; die Ursach dayon ist die eigene 
Bewegung der Sonne, nach welcher sie 
täglich yon West nach Ost um 3’ 56" 
zurück bleibt. Die Fixsterne haben nur 
gemeine Bewegung. 

Gestrichelte Baebstaben. Buchstaben, 
welche mathematische Gröfsen bezeich- 
nen , werden der leichteren Uebersicht 
wegen gestrichelt, wenn sie Gröfsen der- 
selben Art, yon demselben Zusammen- 
hänge mit anderen Gröfsen oder yon dem- 
selben Gesetz bezeichnen sollen. In Fig. 
224, Bd. I., pag. 352 sind die waagerech- 
ten Linien, welche als Längen cue Ge- 
schwindigkeiten ansdrücken sollen, mit 
aa', 66', ... bezeichnet, weil diese 

Längen einerlei Zusammenhang haben, 
weil sie daher, ohne dafs man nöthig hat 
auf die Figur zu sehen, also schneller 
sieh niederschreiben lassen und beim 
Lesen schneller yerstanden werden. 

Meier Hirsch bat pag. 222, No. 69 fol- 
gende Aufgabe; Es sollen 3 Zahlen aus 
folgenden Angaben bestimmt werden; 
Wenn die erste zum mfachen der übrigen 
addirt wird, so ist die Summe = a-, wird 
die zweite zum m'fachen der übrigen ad- 
dirt, so ist die Summe = a’, wird aber 
die dritte zum m''facben der übrigen ad- 
dirt, so ist die Summe a". Welche Zah- 
len sind es? 

Der erste Ansatz ist; 

X + my + ffii = a 
y + m’x + m's = o’ 
i + m"x + m"y = a" 

Die äufserst bequeme Bezeichnung läl'st 
es zu, dafs man die 3 Gleichungen an- 
setcen kann, nachdem man die Aufgabe 
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nur einmal dnrchgelesen hat, was bei 
Gebrauch verschiedener Buchstaben nicht 
gut möglich väre. Aueh das Calcül wird 
dahin erleichtert, dafs keine Schreibfehler 
verkommen können und das Resultat ist 
von den Formen, dafs man über dessen 
Richtigkeit kein Zweifel haben kann. 
Es ist, wenn 


m 

m — 1 



und 


m- 1 





gesetzt wird 

1 / mB 

1 / m’B 

i(jn 

1 ( m"B 

m"— 1 \ j 1 — 1 


“) 


fieTierttcbein , s. u. ,Aspecten“, 
No. 3, Bd. I , pag. 131. 

Gewicht eines Körpers ist die Aeufse- 
rung der Gröfse eines Drucks, den er ru- 
hend auf seiner Unterlage ausübt; die 
Oröfse seines Druckes, sein Gewicht 
wird durch Einheiten, Gewichtsein- 
heiten gemessen, nämlich durch Ge- 
wichte allgemein bekannter unveränder- 
licher Stone von bestimmtem Raumin- 
halt und den vervielfältigten Exempla- 
ren von Körpern anderen Stoffs, welche 
drückend nut derselben Gewichtseinheit 
sich äufsern. 

In dem Art. Attraction, No. 9, Bd.I., 
pag. 169 ist auseinandergesetzt, dals die 
Anziehung unsres Erdkörpers , deren Sitz 
in dem Erdmittelpunkt zu denken ist, 
auf jedes klassenelement eine gleich grofse 
Kraft äuGsert, dafs also jedes Massenele- 
ment mit gleichem Bestreben dem Mit- 
telpunkt der Erde sich nähern will. Dies 
Bestreben eines auf der Erdobertläcbe 
frei befindlichen Elements änfsert sich 
durch Fall, das eines ruhendeu Elements 
durch Druck. 

Eine so grofse Anzahl der Elemente 
in einem Korner angehäuR ist, so viele 
gleich grofse Bestrebungen sind vorhan- 
den, die Bewegung nach dem Erdmittel- 

5 unkt zu beginnen, so grofs ist also auch 
ie Anzahl der Elementar -Druckkräfte, 
die in dem Körper angehäuft sind. 

Massenelemente wissen wir nicht ein- 
zeln zu unterscheiden, haben also auch 
keine Kenntnifs von deren Anzahl in 
einem Köiper. Ferner sind der Atomen- 
lehro nach die Massenelemente oder 
Atome von verschiedenem Gewicht, wel- 


ches wir wieder nicht kennen (s. die Art. ; 
Atom, Atomgewicht, Atomvolum). So 
wichtig die Untersuchung über diesen 
Gegenstand auch ist,', so liegt in dem 
voriiegenden Fall nicht daran, diese Ein- 
zelheiten zu wissen, sondern nur daran, 
die summarischen Druckwirkungen sämmt- 
lichcr in einem Körper vereinigen Atome, 
d. h. das Gewicht des Körpers zu erfah- 
ren, indem dies mit dem bekannten Ge- 
wicht eines bestimmten Körpers vergli- 
chen, oder in dem es als ein Vielfaches 
einer Gewichtseinheit angegeben wird. 

Nun ist aus dem Obigen klar, dals die 
Gewichte zweier Körper desselben Stoffs 
sich nuthweudig verhalten müssen, wie 
die in beiden Körpern befindlichen Mas- 
senelemente, und wenn die Körper von 
verschiedenen Stoffen sind, wie die Pro- 
ducte ans der Anzahl der Atome mal 
dem Atomgewicht. Sieht man von die- 
sem letzten Umstand ab, der hier eben- 
falls ohne alle Bedeutung ist, so wird 
mit dem Yerhältnifs der Gewichte zu- 
gleich das Verhältnifs der Massen zweier 
oder mehrerer Körper gegeben, und man 
setzt in den dynamischen liVissenschaf- 
ten deshalb auch Gewicht = Masse. 

3. Die Gewichtseinheit kann der 
obimn Erklärung zu Folge nur ans einem' 
Stoff hervorgehen , der auf das Genaueste 
cubisch zu messen ist; der geeignetste 
Stoff ist also ein unelastischer tropfbar 
flüssiger Körper, der möglichst ü^rall 
in unverfälscnter Reinheit zu haben ist, 
folglich das destiliirte Wasser, in- 
dem Weingeist, Quecksilber n. s. w. erst 
durch mühsame Arbeiten rein zn erhal- 
ten sind. Die nothwendige Genauigkeit 
erfonlert auch, dafs die Temperatur fest- 
gestellt wird, und endlich ist ein enbi- 
sches Maafs für den Stoff festzustellen. 

Da nun das cubische Maafs unmittel- 
bar mit dem Längenmaafs im Znsam- 
menhang steht, fast jedes Land aber an- 
dere Längenmaafse hat, so gibt es auch 
eben so viele verschiedene Gewichtsein- 
heiten, z. B. Pfunde als cs Fufse gibt. 

So z. B. war das ehemalige Pren- 
fsisebe Pfund = dem 66ten Theil des 
Gewichts eines preufsischen Knbikfnfs 
destillirten Wassers bei 16° Reanmnr. 

Die neapler Libbra ist = dem Ge- 
wicht von 3o Knbik-Once destill. Wassers 
unter 0,76 Meter Barometerdmek bei 
12,95° Reaumur 

Das rnss ische Pfund von 9316 Doli 
wird bestimmt, dafs der russische (eng- 
lische) Knbikzoll destillirtes Wasser bei 
62° Fahrenheit (Normaltemperatur für das 
englische Längenmaafs) im luftleeren 
Raum 368,361 Doli wiegt. 
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Das «DglUche Imperial Troy-Pound 
Ton 5760 Troy-Qräo hat zar Bestimmung, 
dals 1 englischer KnbikzoU destillirtes 
Wasser bei 30 engl. Zoll Barometerstand 
und 62° Fahrenheit 352,458 Troy-Grän 
»legt. 

Uas französische Normalgewicht ist das 
Urammengewicht; die Gramme hat 
das Gewicht eines Kubik - Centimeters 
destillirten Wassers bei 3,5° Rdaumur. 

Dieses letzte Grammengewicht hat die 
gröfste Verbreitung erhalten und man 
rechnet danach jetzt in Prenfsen , dem 
ganzen Zollverein, in Dänemark, in der 
Schweiz, in den Niederlanden, in Belgien 
u. s. w. Das Pfund in diesen Ländern 
ist = dem halben Kilogramm = 500 Gramme, 
in den Niederlanden ist das Pfnnd (Pond) 
und in Belgien die Livre = dem Kilo- 
gramm = 1I%0 Gramme. 

3. Es ist bekanntlich von grofser Wich- 
tigkeit zn wissen, welches Gewicht ein 
ans einem bestimmten Stoff bestehender 
Körper hat, wenn dessen Rauminhalt ge- 
geben ist; oder welch einen Raum ein 
Körper von gegebenem Gewicht einneh- 
men wird, lind es ist daher die Aufgabe 
der Wissenschaft gewesen, die Gewichte 
aller’im Leben vorkommenden Stoffe für 
eine bestimmte Kubikeinheit zu ermitteln. 

Dm nun diese Angaben von den so 
überaus verschiedenen hlaafs- und Ge- 
wichtseinheiten unabhängig zn machen 
und zeitraubende und unsichere Gewichts- 
reductionen zn vermeiden, bedient sich 
die Wissenschaft nicht einer Gewichts- 
einheit, sondern einer Stoffeinheit 
und iriederum die eines überall in un- 
verfälschter Beschaffenheit aufzufindenden 
Stoffs, nämlich des destillirten Was- 
sers bei einer bestimmten Temperatur, 
von dem das Gewicht der landesüblichen 
Knbikeinheit in der landesüblichen Ge- 
wichtseinheit überall bekannt ist. 

Das Gewicht eines Stoffs in Beziehung 
auf das Gewicht = 1 des destillirten Was- 
sers als Stoffeinheit heifst das speci- 
fische Gewicht desselben Stoffs; dem 
gegenüber das Gewicht des Stoffs für 
eine Volumeneinheit in Bezog auf eine 
Gewichtseinheit dessen absolutes Ge- 
wicht. Ist für einen Stoff S (Eisen, 
Blei u. s. w.) das speciüsche Gewicht 
= y ermittelt, und wiegt 1 Kubikfnfs 
destillirtes Wasser p Pfünd, so ist das 
absolnte Gewicht von 1 Kubikfnfs des 
Stoffes S= yp Pfund. 

4 . Diese erforderlichen Gewichtsbestim- 
mungen gehören mit an den wesentlich- 
sten Gründen , dafs die Gewichte des de- 
stillirten Wassers bei den verschiedenen 


Temperaturen im Vergleich zu dem Was- 
ser bei 0° C. so überaus genau durch 
vielfache Versuche ermittelt worden sind. 
In dem Art. „Ausdehnung des Was- 
sers“, Bd. L, pag. 300 ii. f. sind die 
Gröfsen der jeder einzelnen Temperatur 
zugehörigen Ausdehnung und Dichtigkeit 
tabellarisch geordnet, die specitischen und 
absoluten Gewichte aber verhalten sich 
genau direct wie die Dichtigkeiten niid 
indirect wie die Ausdehnungen. 

In der Tabelle pag. 201 bis 204 ist die 
Dichtigkeit und die Ausdehnung des Was- 
sers bei 0° C. Temperatur mit 1,000... 
zu Grunde gelegt. Bei 20° C. ist 0,998409 
die Dichtigkeit. Wird nun das speciüsche 
Gewicht des Wassers bei 0°C. = I ge- 
setzt, so ist das speciüsche Gewicht des 
Wassers bei 20° C. = 0,998409. 

Nach No. 2 wiegt der preufs. Kubikfufs 
Wasser bei 15° R. 66 alte preufs. Pfund; 
15° R. .sind =18}°C. 

Das Volumen bei 19° C. ist 
(Tabelle) = 1,001397 

Die Differenz der Volumen 
zwischen 18° und 19° ist 187 
mithin J • 187 = 0, 000047 

Gibt Volumen für 18i° 1,001350 

Es ist mithin das speciüsche Gewicht 
des Wassers bei 0° C. = 1,001350. 

1 Kubikfnfs Wasser bei 0° 0. wiegt 
1,00136 x 66 = 66,08910 alte preuGsische 
Pfund. 

4. Die Ermittelung des speciüscheu 
Gewichts fester und flüssiger Körper ge- 
schieht durch das Aräometer, das der 
Gase mit Uülfe von geräumigen Ballons. 
Der Art. „Aräometer*, Bd. L, pag. 86, 
gibt von No. 1 bis 6 die Beschreibung 
und Einrichtung des A. zn Bestimmung 
der speciüschen Gewichte tropfbar flüs- 
.sigerköroer; in den folgenden Abschnit- 
ten die Theorie und die practische An- 
wendung desselben: No. 17 betrachtet 
besonders das Alkoholometer, mit 
welchem die Gradigkeit der Alkoholmi- 
schnngen gemessen wird und pag. 97 er- 
klärt das Gewichtsaräometer, wel- 
ches von dem vorher beschriebenen Ska- 
lenaräometer darin abweicht, dafs die 
eintauchende Röhre nur einen Theii- 
strich bat, dafs unten eine Kugel ange- 
blasen ist, in welche zur Beschwerung 
Schrat oder Quecksilber geschüttet wird 
und dafs oberhalb zu Einlegung von Ge- 
wichten eine Schale sich beündet. Soll 
dieses Aräometer zn Bestimmung des 
speciüschen Gewichts fester Körper be- 
nntzt werden, so ist noch unterhalb eine 
Schale anznbringen, in welche der zu 
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untersuchend« E^er behufs des Ein- 
tauchens unter Wasser gelegt werden 
kann, nnd die zu Terschliefsen sein mnfs, 
wenn derselbe leichter als Wasser ist. 

Gesetzt nun man wolle das specifische 
Gewicht eines Körpers nntersnchen, so 
legt man den Körper in die obere Schale 
und so viele kleine Gewichtstücke, in 
Somma das Gewicht P hinzu, bis das 
Aräometer bis zu dem Theilstrich in dem 
Wasser einsinkt, alsdann nimmt man den 
Körper heraus, legt in dieselbe Schale 
so viele Oewichtstucke in Summa von 
dem Gewicht p hinzu bis das Aräo- 
meter wieder bis zu demselben Theil- 
strich eingesenkt ist und hat mit diesem 
hinzugelerten Gewicht p das absolute 
Gewicht des Körpers. Hiernach nimmt 
man das Gewicht p fort, legt den Kör- 
per in die untere Schale und senkt das 
A. wiederum ins Wasser. Der Körper 
wiegt nun um so viel weniger als das 
Gewicht des von ihm verdrängten Was- 
sers, nnd das Gewicht welches nun 
in die obere Schale gelegt werden mnfs, 
damit das A. bis zu dem Theilstrich ein- 
sinke, ist um so viel grölser. Es ist also 
f — p das Gewicht des von dem Körper 
verdrängten Wassers und dies Gewicht 
verhält sich zu dem Gewicht des Körpers 
wie q — p :p. Es ist mithin das speci- 
fische Gewicht des Körpers = — 

?-P 

Die Ermittelung des specifischen Ge- 
wichts von Flüssigkeiten geschieht durch 
einfaches Eintauchen des Aräometers in 
dieselben, wie dies der Art. „Aräometer“ 
angibt 

Den specifischen Gewichten der Gase 
liegt das der atmosphärischen Luft als 
Einheit zu Grunde. Es wird ein mög- 
lichst geräumiger Ballon von dünner 
Glaswandung evacuirt, mit dem zu un- 
tersuchenden Gase angefüllt und direct 
gewogen. Wiegt non der evacuirte Bal- 
lon Q, mit atmosphärischer Luft ange- 
füllt Q + p, mit Gas gefüllt ß -i- y so ist 

y das specifische Gewicht des Gases. 

Tabelle 

der specifischen Gewichte fester 

Körper. 


Achat 

. . 2,590 

Ahornholz .... 

. . 0,750 

Alabaster .... 

. . 2,700 

Alaun 

. . 1,714 

Alannerde .... 

1,20-1,740 

Alaunstein, derb . . 

. . 2,671 

, krystall. 

. . 2,694 

Albit 

2,53-2,030 


AHanit 3,52-4,000 

Aluminit 1,66—1,705 

Analcim 2,086 

Anatas 2,820 

Andalusit 3,1 — 3,160 

Anhydrit 2,70-2,899 

Anthophyllit 3,120 

Anthracit 1,4-1,480 

Antimon 6,702 

, blende 4,600 

„ glanz 4,600 

, oxyd .... 5,560—5,778 

, Silber .... 9,440-9,820 

Antimonige Säure .... 6,525 

Apathit 3,128—3,218 

Apfelbaumholz 0,793 

A()ophyllit 2,335 

Arragonit 2,920 

Arsenige Säure . . . 3,698 — 3,738 

Arsenik 5,760 — 5,960 

„ kies 6,127 

, nikel 7,650 

. säure 3,39 — 3,698 

Asbest, biegsamer . . . 0,908 — 2,444 

, gemeiner . . . 2,050 — 2,800 

Asphalt 1,070—1,160 

Augit 3,23 - 3,340 

Auripigment (Ranschgelb) . . 3,480 

Axinit .... * 3,270 

Balsam, peruvianiscber . . . 1,150 

Barium 4,000 

Baryt 3,30—4,800 

Basalt 2,722-2,864 

Bausteine durchschn. . . . 2,500 

Benzoe 1,063—1,090 

Bergkork 0,680—0,993 

Bergkrystall 2,685—2,880 

Bergmehl 0,360—1,372 

Bergtheer 1,130 

Bernstein ..... 1,065—1,085 

, säure 1,350 

Beryllerde 2,967 

Bildstein 2,810 

Bimsstein 0,914 — 1,647 

Birkenholz vom Stamm 

Birnbaumholz vom Stamm trocken 0,661 

Bitterkalk 2,878 

Bittersalz 1,750 

Bitterspath 2,926 

Blätterkohle 1,27—1,340 

Blättertellur 7,00—8,910 

Blasenoiyd 1,577 

Blasenstein (menschl.) . . . 1,700 

Blei, englisches 11,600 

, deutsches. . . 11,352 — 11,445 
, chromsaures .... 5,7—6,000 
, phosphorsaures .... 7,090 

Bleiglanz 7,585 

„ nornerz 6,060 

, oxyd, verglastes . . 9,277—9,500 
» spath 6,460 
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Bleiäberoxyd 
, überoxydal 
, Titriol . . 
, lueker . , 
Blende . . . 
Blntknchen . 
Bolas . . . . 


säure, geschmolzen 
frystallisirt 


Bonmonit 
Brasilienholz 
Brannkohle . 


. . 8,902 

Dacbschiefer 

2,67- 

-3,500 

9,096—9,190 

Datolith 

2,86- 

-2,980 

. . 6.309 

Diamant 

3,40- 

-3,530 

. . 2,396 

Diaspor 


3,430 

. . 4,070 

Disthen 

3,545- 

-3,676 

. . 1,126 

Drachenblut 

, , 

1,196 

1,90-2,050 

Dysodil 

1,14- 

-1,250 

2,666—2,911 

Ebenholz von den Alpen 


1,050 

. . 1,720 

„ amerikaniscnes 

, , 

1,331 

. . 2,600 

, indisches . . 

, , 

1,209 

. . 1,830 

, spanisches . . 


0,800 

. . 1,479 

Edingtonit 


2,710 

. . 8,790 

Eibenbaum, holländisch . 


0,788 

. . 1,031 

, spanisches . 

. 

0,807 

. ; 1,280 

Eichenholzkohle . . . 


1,573 

3,69-3,760 

Eicbenkernholz, frisch . 

. . 

1,170 


Bionzit 3,201- 

Bnebenholz, frisch .... 

8. Rothb. 'Weifsb. 
Bachsbaumholz, franz. . . . 

, holländ. . . 

, braail. . . . 

Bontkupfererz 

Butter . . 

Cacaobutter 

Galomel 7,14- 

Campecheholx 

Campfer 

Cautchouc 

Caranna 

Cameol 

Cedemholz, wildes .... 

, ans Palästina . . 

, indisches. . . . 

, amerikanisches 

Cerer (nentr. flnissaures) . . 

Cererit 

Cerin ......... 

Chabasie 

Chalcedon 2,207- 

ChiastoUth 

Chinasäure 

Chlorcyan 

Chlorkalinm ..... 1,826- 
Chlorkohlenatoff in max. . . 

Chrom 

Chromeisen 


s. Sommer-Steineichen. 

Eis 0,9268- 

Eisen, gegossen . . . 7,207- 

, geschmiedet brandenb. . 

, englisches 

, meteorisches . . . 7,6- 
, phosphorsaures . . . 

Eisencbrom 

, hammerschlag .... 

, oxyd, rothes . . 4,93- 

, oxydhydrat 

„ oxydul 

, sinter 2,2- 

, Titriol 

Eiweifsstoff 

Elaterit 0,9- 

Elemi 

Elfenbein 1,825- 

Ephenharz 

Epidot 3,269- 

Epistilbit 

Erde lehmichtl frisch . . 

und festj trocken . . 

, magere, trocken . . . 

, s. Gartenerde. 

Erdkobalt 

Erdpech 1,07- 

Erlenholz, Stamm frisch 0,788 - 
„ , trocken 0,686- 

, Splint trocken 0,485- 

Eschenholz, Stamm trocken . 


Chromoxydul 2,600 , Zweige , . 0,734 

Chrysoberill 3,760 Euklas 3,090 

Chrysolith 3,34— 3,440 Fahlerz 4,79 — 6,100 

Cimolit ...... 2,00—2,180 Fahlunit 2,61 — 2,660 

Citronenholz 0,726 Federharz, fossiles .... 0,905 

Citronensäure ...... 1,617 Feldspath 1,841 — 2,717 

Cocosbaumholz 0,726 Feldsteine 2,602 

Cölestin 3,858 Fergusonit 5,830 

Coffein 1,230 Fernambukholz 1,014 

Copal 1,069—1,139 Fett Ton Ochsen 0,923 

Cordierit 2,680 , , Schweinen .... 0,937 

Crichtonit 4,000 , . Hammeln .... 0,924 

Oronstetit ' . . 3,848 , , Kälbern 0,934 

Cyptessenhols, spanisches . . 0,644 Fenerstein 2,694 — 2,700 
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Fichtenhaix 1,073 

Fichtenholz, früch .... 0,546 

„ trocken . . 0,370—0,498 
Fliedeiholz, spanisches . . . 0,770 

Fliutglas, en^isches . . 3,373—3,442 

, französisches . 3,158—3,200 

, Körners .... 3,341 

, Fraunhofers . . . 3,779 

Klnlsspath 3,094- 3,300 

Franklinit 5,090 

Franzoaenholz 1,333 

Gadolinit 4,230 

Gahnit 4,23—4,700 

Gallensteinsäure . . . 0,80—1,000 

Galmei 3,380 

Gartenerde fest, frisch . . . 2,047 

, , trocken . . 1,630 

Gehlenit 3,020 

Gelberde 2,240 


Glanzerz (Schwefelsilber) . . 7,000 

Glas, grünes 2,642 

s. Spiegelglas, Flintglas, Krystallgias 

Glaubersalz 1,470 

Glaukolith 2,900 

Glimmer 2,654—2,934 

Gmelinit 2,050 

Gold, das reinste gegossen . 19,258 
, , , gehämmert 19,361 

, in Ducaten . . . . 19,352 
, französisches zu 22 Carat 


gegossen .... 17,486 
geschlagen .... 17,589 

guineisches 18,888 

in englischen Guineeu . 17,629 


Granat, gemeiner 
„ edler . . 

Granatbaum . . 

Granit, ägyptischer 
. gemeiner . 

Graphit .... 

Griesholz .... 

Grobkohle . . . 

Grünspan, destillirter 

Gnajakharz . . . 

Gummi, arabisches 
, gutti . . 

„ lack . . 

Gyps, dichter . . 

, fasriger . 

, körniger . . 

„ spermberger 


3,668—3,757 
3,839-4,230 
. . 1,354 

. . 2,654 

2,538-2,956 
2,24-2,450 
. . 1,200 

1,45—1,600 
1,914 
1,205 
1,452 
1,482 
1,139 
1,872—2,964 
. . 2,300 

2,199 2,310 

2,199-2,266 
gebrannter 1,810 

„ „ fnsch gegossen 1,292 

n > gegossen und 

ausgetrocknet 0,973 

Gypsspath 2,322 

Harmotom 2,390 

Harnstoff 1,350 

Han, fossiles 1,046 

s. Fichtenbarx 

Haselnufsholz 0,600 

Hauyn 2,28 -2,883 


Helvin 

. . . 3,100 

Hisingerit .... 

. . . 3,040 

Holunderbaum . . . 

. . . 0,695 

Holz, fossiles . . . 

. 0,20—1,380 

Holzkohle .... 

. 0,28—0,440 

Honigstein .... 

. 1,58-1,660 

Hornblende .... 

. 2,922—3,410 

Hornsilber, chlorsaures 

. 4,74 — 5,550 

Hühnereier .... 

. . . 1,090 

Hyazinth 

. 4,35-4,680 

Hypersthen .... 

. . . 3,390 

Jamesonit .... 

. . . 6,560 

Jaspis 

. 2,358—2,764 

Idokras 

. 3,08—3,400 

Indigo 

. . . 0,769 

Jod 

. . . 4,948 

Jodkalium .... 

. . . 3,070 

Jodsilber 

. . . 5,614 

Iridium 

15,588—16,862 

Ittnerit 

. . . 2,300 

Kadmium, gegossen . 

. . . 8,604 

, gehämmert 

. . . 8,694 

, oxyd . . 

. . . 8,183 

Käsestoff 

. . . 1,259 

Kalium 

. . . 0,865 

Kali, arseniks. . . . 

. . . 2,638 

, Chroms. . . . 

. . . 2,612 

, kohlens. . . . 

. . . 2,600 

, schwefelsaures . 

. . . 2,636 

, talgs 

. . . 0,820 

Kalihydrat .... 

. 1,708-2,100 

Kalk, gebrannter . . 

. . . 1,274 

„ kieselsaurer . . 

. 2,76-2,900 

, phosphorsaurer 

. . . 3,180 

„ salzsaurer . . 

. . . 2,210 

Kalkmörtel, frisch 

. . . 1,789 

, trocken . 

. . . 1,638 

Kalkspath .... 

. . . 2,714 

Kalkstein, dichter . . 

. 2,396 - 2,700 

, rüdersdorfer 

. . . 2,396 

, körniger . 

. 2,707—2,862 

Kannelkohle .... 

1,21—1,270 

Kaolin 

. . . 2,210 

Karpolit 

. . . 2,930 

Kiefernholz Kern, frisch, harziff 0,725 

, Kern n. Sp 

[int friscn 0,640 

, Kern trock 

en . . 0,625 

. Kern n.Splinttrocken 0,625 

, Splint trocken 0,400—0,570 

Kieselerde .... 

.■ . . 2,660 

Kieselkupfer . . . 

. . . 2,100 

Kieselmalachit . . . 

. . . 2,000 

Kieselmangan . . . 

. 3,60-3,600 

Kirschbaumholz . . 

. . . 0,715 

Kleesäure .... 

. . . 1,507 

Knebelit 

. . . 3,710 

Knochen von Ochsen 

. . . 1,656 

Kobalt, gegossen . . 

. . . 8,710 

, gestreckt . . 

. . . 9,152 

. arseniksaurer 

. . . 3,033 

, glanz . . . 

. . . 6,290 

, nberozyd . . 

. . . 5,322 
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Kochtalz 2.12—2,170 Marmor, schwediacher . . . 2,725 

Korallen 2,690 Mastix 1,04-1,074 ' 

Korkkolz 0,240 Mastixbaum 0,849 

Korund 3,9—3,970 Mauerstein 2,000 

Kreide 2,252 — 2,675 M,auerwerk mit Kalkmörtel 

, schwane . . . 2,144-2,210 von rüdersdorfer Bruchsteiuen 

. weifte .... 1,797-2,657 frisch 2,461 

Krjolith 2,963 trocken 2,396 

Kupfer, gerossen 8,788 von magdeburger Sandsteinen 

, gehämmert .... 9,000 frisch 2,123 

, draht 8,878 trocken 2,047 

, japanisches . . . . 8,434 von Ziegelsteinen 

, era, rothes . . . 5,7 — 6,000 frisch . . . 1,554—1,699 

, glanz 5,690 trocken . . . 1,471—1,593 

, kies 4,160 Manibeetbaum 0,897 

, lasur ...... 3,831 Meerschaum 1,27—1,600 

, glimmer ..... 2,540 Menakan 4,10—4,500 

, oiyd .... 6,09—6,400 Mergel, erdiger . . . 2,40—2,606 

, oxydnl .... 5,3—5,749 , erhärteter. . . 2,300—2,700 

, phosphorsaures . 3,60—3,800 Mesotyp 2,249 

, schäum 3,090 Messing, gegossen .... 8,396 

, Smaragd . . . 2,10—3,278 , draht 8,544 

, Vitriol .... 2,194 - 2,300 MeUorstein 3,55—3,600 

Labrador 2,714—2,751 Milchzucker 1,534 

Lambertsnuftholz 0,600 Mispelbaum 0,944 

Laumonit 2,300 Molybdän 7,50— 8,600 

Lava 2,795-2,823 , glanz 4,590 

Lamlith 3,024—3,039 , säure 3,460 

Ubetkies 4,630 Monopban 2,150 

Lehm, fetter, frisch .... 1,664 Mühlenstein 2,490 

, erhärtet 1,516 Myricin 1,000 

. mit Stroh vermischt zum Myrthenwachs 1,010 

Staken frisch . . . 1,192 Napthalin 1,048 

trocken . . 1,072 Natrium 0,972 

Lencit 2,48—2,500 Natron, weiusteinsaures . . 1,744 

Lievrit 3,82—3,990 „ alaun 1,600 

Limonienbaum 0,703 , hydrat 1,536 

Liodenholi 0,604 Nephelin 2,760 

Urbeerbanm 0,822 Nephrit 3,020 

Magnesia 2,300 Nicxel, gegossen 8,279 

Magneteisenstein 5,090 , gestreckt 8,666 

Manetkies 4,400 „ antimonglanz ..... 6,450 

Mahagoni 1,063 „ Überoxyd 4,846 

Malachit 3,670—4,001 Obsidian 2,34—2,390 

Mangan 7,00—8,013 Olivenbaum 0,927 

, glanz 3,950 Olivenit 4,400 

, Oxyd 4,328 Onyx 2,638—2,816 

, Oxydul 4,720 Opal 1,70—2,114 

, Überoxyd. . . . 3,69—3,760 Ophit 2,660 

Marmor, ägyptischer, grüner . 2,668 Opium 1,336 

, baireuther .... 2,840 Opopanax 1,622 

, blankenburger . . . 2,675 Orangenbaum 0,705 

, campanischer . . . 2,736 Orthit . 3,280 

, cararischer .... 2,717 Osmium 10,000 

, elbingeroder . , . 2,851 Osminm-Iridiumerz . . 17,97 — 19,260 

. italienischer schwarzer 2,712 Palladium, gegossen . . 11,30—11,800 

. , weifter . 2,715 , gehämmert . . . 12,148 

, patlscher weifter . . 2,838 Pappel, s. &hwarz-, Weiftpappel - 

. scblesiicber. Jaspis . 2,739 Pech 1,160 

• . blauer . 2,711 . weiftes 1,072 

. . grüner . 2,700 Pechblende 6,6—6,600 

• « w^her . 2,648 Pechkohle 1,29—1,360 

m. ' 11 
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Pechsteiii 2,210 

Perlen, orientalische .... 2,684 

, gemeine 2,750 

Petalit 2,440 

Pflaiimenbaum 0,785 

Pbarnmkolith 2,640 

Phosphor 1,7 — 1,770 

„ eisen 6,700 

, kupfer ..... 7,122 

, .sänre 2,687 

Prikro.sniin 2,59 — 2,660 

Platin, geschmolien .... 20,855 
, gehämmert . 21,25-21,314 

, geprägt 21,343 

, draht 21,4-21,100 

, erz . . . . 16,0-17,7 -18,940 
„ stauli, schwarzer . . . 16,680 

Polyhalit 2,65 — 2,709 

Pülymignit 4.800 

Porphyr 2,7 — 2,800 

Porzellan, berliner .... 2,293 

„ chinesisches . . . 2,385 

, französisches (Sevres) 2,146 

, nieifsener .... 2,493 

, wiener . . . 2,075-2,386 

Prchuit 2,925 

Prohirsteiu 2,415 

Pyrodnialith 3,080 

Pyrorlhit 2,190 

yuarz 2,652 

yiiecksillier, deutsches . . . 14,000 

, englisches . . . 13,593 

, gefroriies 14.391 — 15,612 
, oz yd . . . 1 1 ,0 — 1 1 ,290 
, oxydul .... 11,074 

, Sublimat . . 5,139—5,420 

Quittenbaum 0.705 

Realgar 3,3-3,600 

Retiiiit 1,07—1,350 

Rhodium 11,000 

Rothbiichen, Stamm, trocken 

0,666-0.854 
, Splint, trocken 0,600—0,721 

Rothgiltigerz .... 5,42—5,830 


Rothtannenholz, s. Fichten. 


Sassafrasholz 0,462 

Sauerkleesäure 1,507 

Saussürit 3,256—3,343 

Scbaumkalk 2,530 

iScheelit 6,760 

Schiefer 2,672 

, thon .... 2,600—2,680 
Schicfspulver, gehäuft . . . 0,836 

, geschüttelt . . 0,932 

, gestampft . . 1,745 

Sillerspath 2,691 

Scbmergel 3,922 

SchrifUellur 5,800 

Schwarzgiltigerz .... 5,9—6,260 
Schwarzpappel, trocken . . . 0,380 

Schwefel in Stangen. . 1,92 — 1,990 

, gediegen . . 2,07—2,100 

, kry.stallisirt . . . 2,033 

, blumen 2,086 

, kies .... 4,60-4,908 

, sänre, krysfallisirte was- 
serfreie .... 1,970 

„ wismuth 6,500 

Schwerspath .... 4,412—4,679 
Schwiiumstoiu i. . . . 0,405—0,797 

Selen 4,3 lO 

, blei 7,697 

Serpentin 2,43 — 2,669 

Silber, gegossen 10,414 

, gehämmert .... 10,622 

, glanz 6,9—7,200 

„ hornerz .... 5,55—7,740 

, nxyd 7,143—7,250 

.Skorodil 3,162 

.Smaragd 2,678—2,775 

Sodalit 2,37 — 2,490 


Sommereichen, Kern, trocken 

0,720 - 0,795 
, Kern und Ilerz, 

trocken 0,618-0,695 
, Splint, trocken 0,610 

, Stamm, fri.sch 0,848 

„ Wurzel, frisch 0,880 

, Zweige, frisch 

0,698—0,780 


Rubin, Orient 3,990 Speckstein ' . , 2,600 

Rutil 4,240 Speiskohalt 6,460 

Salmiak 1,45 — 1,600 .Spinell 3,48 — 3,640 

Salpeter . . . . , . 1,930 Stahl, geschlagen 7,819 

„ feuerbeständiger . . 2,745 , ungeschlagen .... 7,833 

Saud, gemeiner, trocken . . 1,638 , kölnisches 8,215 

, aus Rächen .... 1,900 , tou engl. Feilen . . . 8,189 

, mit Wasser gesättigt . 1.945 , gegossen (Gufsstahl) . 7,919 

Sandarach 1,05-1.090 Stanrolith 3,720 

Sandelholz, weifse.s .... 1,041 .Steineichen, .Stamm, frisch 0,99—1,100 


rothes 


1,128 . trocken . . 0,724-0,760 


, gelbes 0,809 „ Wurzel, frisch 1,008— 1,200 

Sandstein 1,933 — 2,699 , Zweige.frisch 0,819—0,832 

, magdeburger . 1.971 — 2,1211 .Steinkohle 1,232 — 1,510 

■Saphir, ürieni 4,29—4,8.30 Steinsalz 2,143—2,412 

„ brasilianischer . . . 3,130 Stübit 2,192 — 2,213 

Saphirin 3,420 Strablkies 4,69-4.840 


Digitized by Coogie 



Gewicht. 


16.3 


Gewicht. 


Stnts 

. 3,5—3,600 

Sbob, insaumengebuude 

n . 0,053 

, lusammengeprefst 

. . 0,125 

Strontian 

. 3,4-3,958 

, kohlensaures . 

3,67—3,800 

, scbwefelsaures 

, 3,5 3,900 

Strontinm 

. 4,0—5,000 

Takamahab ..... 

. . 1,046 

Talestotr 

. . 0,986 

Talkerde 

. . 2,350 

, phosphorsaure . 

. . 3,130 

Tasoenbolz, weifses . . 

. . 0,550 

, rothes . . 

. . 0,498 

Tantalit Ton Kimito . . 

. 7,6—7,900 

Tantalsiure 

. . 6,500 

Taxus, s. Eibeobaam 
Tellur 

. . 6,115 

, wismuth . . . 

. . 7,820 

Tenuantit 

. . 4,375 

Tbomsonit 

. . 2,370 

Thon 

1,80-2,630 

Tbouerde, reine . . . 

1,305—1,699 

Tbousehiefer .... 

2,76-2,880 

Tborerde 

. . 9,402 

Titan 

. . 5,300 

, eUen 

4,62-4,890 

. oxyd 

3,85—4,240 

Titanit 

3,49—3,600 

Topas 

3,49—3,560 

Tnganth 

. . 1,316 

Tripel 

. 1,0—2,200 

Triphau 

. . 3,690 

Tönis 

2,86 - 3,000 

Tungstein 

. 5,9-6,600 

Tunnalin 

. 3,0- 3,300 

nmenholz vom Stamm, trocken 

Trau 

0,600-0,742 
. . 9,000 

, glimmer .... 

3,12—3,300 

Wacbholder 

. . 0,556 

Wachs, gelbes . . . . 

. . 0,965 

« ureifses .... 

. . 0,969 

Wacke 

2,622-2,893 

Walkererde 

. 1,5—2,000 

Wallnnrsbanm . . . . 

. . 0,671 

Wallrath 

. . 0,942 

Wallrolszahn . . . . 

. . 1,933 

Wawellit 

. . 2,330 

Weidenholz 

. . 0,586 

Weihrauch 

. . 1,221 

Weinreben 

. . 1,327 

Weinsteinrahm . . . 

. . 1,900 

Weinsteinsänre . . , . 

, 1..596- 1,750 

WeiTsbucheu, Stamm, trocken 

Weifsgiltigerz . . . 

0,755-0,805 
. . 5,322 

Weifspappel, trocken 

0,529 - 0,810 

W.merit 

. . 2,720 

Wismuth, gegossen . 

9,822-9,831 

. glanz . . . 

. . 6,540 

, ooker . .. . 

. . 4,360 

, oxyd . . . 

. . 8,449 


Witherit 

2,27—4,436 

Wolfram 

. . 7,600 

, metall . . . 

17,22—17,600 

, säure . . . . 

. . 6,120 

Wollastonit 

. . 2,805 

Wootz 

. . 7,665 

Würfelerz 

. . 2,990 

Yttererde ....'. 

. . 4,842 

„ pbosphorsanre . 

. . 4,557 

, schwefelsaure . 

. . 2,790 

Ziegel, gebrannt . . , 

1,410—2,215 

Zink, gegossen . . . . 

. . 7,213 

, gehämmert . . . 

. . 7,861 

, Blüthe . , . . 

. . 3,360 

, oxyd 

5,43— 5,600 

, spath 

. . 4,441 

, Vitriol . . . . 

. . 1,912 

Zinn,, englisch, gegossen 

. . 7,291 

, gehämmert . . . 

. . 7,799 

„ erz 

6,51—6,960 

, kies 

. . 4,350 

, oxyd (Zinnstein) . 

6,30-6,900 

, oxydul . . . . 

. . 6,666 

Zinnober 

. . 8,090 

Zirkon 

. 4,0—4,700 

, erde 

. . 4,300 

Zncker, weil'ser .... 

, . 1 ,()0G 

Zurlit 

. . 3,274 

Tabelle 


der spoci fischen Uewichte tropf- 

bar flüssiger Körper. 

Aetbersäure .... 

. . 1,0150 

Alkohol 

. . 0,7920 

Ameisenäther . . . 

. . 0,9157 

.Ameisensäure . . . 

. . 1,1168 

Ammoniaktlüssigkeit . 

. . 0,8750 

Anisül 

. . 0,9958 

Arsenikäther . . . 

. . 0,6900 

Arseniksäure, stärkste 

. . 2,5500 

Baldriam'd .... 

. . 0,9650 

Benzoeäther .... 

. . 1,0540 

Bergamottöl . . . 

. . 0,8850 

Bier 

1,0230—1,0840 

Blausäure .... 

. . 0,7060 

Blntwasser .... 

1,0250—1,0310 

Boraxsäure .... 

. . 1,7770 

Bncheckeröl . . . 

. 0,9225 

Bnttersäure .... 

. . 0,9675 

Butyrin ..... 

. . 0,9080 


. . 0,9474 

Calmusöl 

. . 0^9950 

Cascarillöl .... 

. . 0,9380 

Citronenöl .... 

0,8470 -0,8517 

Chloräther' .... 

. . 1,1340 

, arsenik . . . 

. . 6,8000 

^ cyan .... 

. . 1,3200 

„ kohlenstolT in mec 

. . 1,5526 

„ phosphor in min. 

. . 1,4800 

„ läure .... 

. . 1,3000 

, , oxydirte . 

. . . 1,6500 

, Schwefel in min. 

. . 1,7000 
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Chlorschwefel in max. . . . I,6i80 

, Stickstoff 1,6530 

, zinn 3,3600 

C«paivabilsam .... 0,95—0,9666 

Cyau, flüssig 0,9000 

Delphinöl 0,9178 

„ säure 0,9330 

Dillöl . 0,8810 

Erdöl^ . 0,76 -0,8400 

Essigäther 0,8660 

, säure 1,0630 

, , coDCentrirte . . . 1,0791 

Essigsiurehydrat 1,0630 

Fen^elöl 0,9990 

Fluorarsenik 3,7300 

Flufssäure 1,0609 

Fuselöl 0,8310 

Oalbanumül - 0,9165 

Hanföl 0,9388 

Harn 1,0110 

Honig 1,4500 

Hopfenöl, spanisch .... 0,9465 

Hydriotäther ...... 1,9306 

, sänre 1,7000 

Kleesinre 1,0450 

Kohlenwasserstoff 0,6370 

Kransemünzöl ... . . . 0,9696 

Kömnielöl 0,9598 

, römisches . . . 0,9450 

Knhsäure 0,9100 

Larendelöl 0,9480 

Leberthran 0,9450 

Leinöl 0,9395 

Mandelöl 0,9300 

Melisaenöl 0,9760 

Milch 1,030—1,0410 

Mohnöl 0,9343 

Mohrrübenöl . . . . . . 0,8860 

Muskatblüthenöl 0,9538 

, nufsöl 0,9480 

Napbta, ameisensaure . . . 0,9157 

Nelkenöl 1,0660 

Nufsöl 0,9360 

Oelsänre 0,8980 

, Stoff 0,9130 

, süfs 1,3700 

Gel des ölbildenden Gases . 1,3300 

Perubalsam 1,1400 

Petersilienöl 1,0150 

Petroleum 0,836 - 0,7580 

Pfeffermnnzöl 0,9550 

Pflaumenkernöl 0,9137 

Pommeranzenblüthenöl . , . 0,9086 

, schalenöl . . . 0,8880 

Rainfarrnöl 0,9316 

Rautenöl 0,9110 

Repsöl 0,9136 

Ricinusöl 0,9699 

Rosenöl 0,8330 

Bosmarinöl 0,9100 

Rüböl 0,9188 

Sadebaumöl , 0,9155 


Salbeiöl 

. . . . 0,8640 

Saipeterätber . . 

. . . . 0,8860 

, napbta . . 

. . . . 0,8000 

„ »äure . . 

. 1,5130—1,5540 

Salpetrige Säure . 

. . . . 1,4510 

Salzäther, leichter 

. . . . 0,8740 

« säure .... 

1,2109—1,3780 

Sassafrasöl . . . 

. . . . 1,0940 

Sauerkleeäther . . 

. . . . 0,7155 

Schaafgarbenöl . . 

0,8520 

Scbwe^lätber • . 

. . . . 0,7155 

, bläusäure . 

. . . . 1/1330 

, kohlerutoff 

. . . . 1,2790 

, säure (Vitriolöl) . . 1,8450 

, , Nordhauser . . 1,8600 

, Wasserstoff, flüssig 0,9000 

Seewasser . . . 

. . . . 1,0386 

, im todten 

Meer . . 1,3138 

Selensänre . . . 

.... 2,5340 

Senföl 

. . . . 1,0380 

Spiköl 

. . . . 0,8770 

Steinkobleutheeröl 

. . . . 0,7700 

„Öl .... 

. . 0,836 - 0,7580 

Terpentbinöl . . 

. . 0,7920-0,8910 

Thran ..... 

.... 0,9370 

Tymianöl . . . 

.... - 0,9050 

U nterscb wefelsäu re 

. . . . 1,3470 

Wachholderöl . . 

.... 0,9350 

Wasser .... 

.... 1,0000 

Wasserstoffübe roxyd 

. . . . 1,4590 

Wein, Bordeaux . 

.... 0,9940 

, Burgnnd 

.... 0,9990 

, Canarien 

. . . . 1,0380 

, Capwein 

. . . . 1,0810 

. Champagner 

.... 0,9690 

„ französischer. 

weifser 1,0900 

, Madeira . . 

. . . . 1,0380 

, Malaga . . 

. . . . 1,0150 

, Portwein 

.... 0,9970 

, Rheinwein . 

. 0,9925—1,0090 

Weinöl, schweres . 

. . . . 1,1330 

, leichtes . 

. 0,9174-0,9210 

Weinsteinöl . . . 

. . . . 1,5400 

Wermuthöl . . . 

.... 0,9785 

Wurmsaamenöl 

.... 0,9258 

Ziegensäure . . . 

.... 0,9380 

Zimmtöl .... 

. . . . 1,0740 


Tabelle 

der specifischen Gewichte ron 
Gasen. Das der atmosphärischen 
Luft als Einheit genommeu. 


Ammoniakgas 0,5913 

Aisenikwasserstoffgas 0,539 (und 3,695?) 

Atmosphärische Luft . . . 1,0000 

Chlorgas 3,4700 

, kohlenoxydgas .... 2,4378 

, oxydgas ...... 3,7000 

, oxydulgas 3,4090 

Chlorborgaa 3,4316 

Chlorcyangaa 3,1330 

Cyangas 1,8064 
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Fluorborgas 2,3709 

Fluorphosphor ...... 5,9390 

Fluorsiliciamgas 3,5735 

Hydriotsanres Gas . • 4,4288 — 4,3700 

Jodsäuregas 4,4193 

Kohlenoxydgas 0,9727 

, saures Gas .... 1,5240 

, «asserstoffgas .... 0,6590 

KuhlenwasserstofTgas, ülbildendes 0,9784 
PhosphorvasserstoiTgas in min. 

des Ph. . . . ; 0,9022—1,7610 

Phosphorwasserstoffgas in max 
des Ph. . . 0,9700, 1,214, 1,2300 

Salisaures Gas 1,2474 

Sauerstoffgas 1,1026 

Schwefelwasserstoffgas . . . 1,1912 

Schwefligsanres Gas . ... . 2,2470 

Stickstongas 0,9760 

, oxydgas 1,0393 

, oxydulgas 1,5270 

Wasserstoffgas . . . 0,0688 — 0,0689 

Tabelle 

der specifischen Gewichte von 
Uämpfen, das der atmosphäri- 
schen Luft als Ein heit genominen. 


Alkoholdampf . . . 1,6018 — 1,6133 

Arsenikdampf ...... 5,1839 

Beiiioeätherdampf .... 5,4090 

Bordampf 0,7487 

Bromdampf 5,3934 

Blinsänredampf 0,9476 

Chloraisenikdampf in min. 6,3006 

Chlorcyandampf 2,1130 

Chlorphosphordampf in min. . 4,8750 

Chlorsiliciumdampf .... 5,9390 

Chlortitandampf Ti CI’ . . . 6,8360 

Chlominndampf 8t CI* . . . 1,1997 

Cyansänredampf 0,9476 

F.ssigätherdampf 3,0670 

Hydriodätherdampf .... 4,8720 

Joddampf .... 8,6195-8,7160 

Saphthadampf von Miano . . 2,8330 

Phosphordaropf 2,2052 

Quecksilberdampf 6,9760 

Silpeterätherdampf .... 2,6270 

Silpetrigsaurer Dampf . . . 1,4500 

Balütherdampf 2,2190 

, (schwerer) . . 3,4484 

Bauerkleeätherdampf . . . 5,0870 

Schwefelitherdanipf .... 2,5860 

Schwefelkohlenstoffdampf . . 2,6447 

Schwefelsäurodampf .... 2,1204 

Siliciumdampf 1,0197 

Terpenlhinöldampf .... 5,0130 

Titandampf 2,1070 

Wasserdampf 0,6200 

/•inndampf 4,0530 


GevlchUarSometer, s. u. Aräometer, 
Bd. I , pag. 97. 


ein Körper an seinem Gewicht erleidet, 
wenn er in Wasser gesenkt wird. Die 
Erklärung davon gibt der Art. Druck, 
hydrostatischer, Bd. II., pag. 333, 
N'o. 2 und 3 ; die Ermittelung specifischer 
Gewichte von Körpern mit Hülfe des ge- 
fundenen Gewichtsverlustes derselben der 
Art. Gewicht, No. 4 Der Art. Ar- 
chimedische Aufgabe, Bd. I., pag. 99 
lehrt , bei gegebenen Uischungen aus 2 
bestimmten Stoffen das Gewicht jedes 
dieser Stoffe mit Hülfe der bekannten 
Gewichtsverluste lu finden. 


Gewölbe über einen Raum ist dessen 
hohle gekrümmte Decke; die Wände des 
Raums oder einzelne Pfeiler, auf welchen 
das Gewölbe ruht, heifsen seine Wider- 
lager. Je nach der Form der Krüm- 
mung erhält das Gewölbe den speciellen 
Namen , jedoch nicht in geometrischer 
Bezeichnung, sondern im Vergleich mit 
Gegenständen aus dem practiscnen Leben 
mit denen das Gewölbe Aehnlichkeit hat. 


Ist die Krümmung eine Halbkugelfläcbe 
oder eine Calotte, so heilst das Gewölbe 
Kuppel; man bedeckt mit derselben 
kreisfunnige und viereckige Räume. Ist 
die Krümmung der Theil eines Cylinder- 
mantels, so beifst das Gewölbe Tonnen* 
oder Kn fenge wölbe und wenn die 
Decke nur einen kleinen Theil eines Cy- 
lindermantels ausmacbt, Kappenge- 
wölbe. Zwei Tonnen- oder Kappenge- 
wölbe über einen Raum, die sich in schar- 
fen Kanten überschneiden heilst Kreuz- 
gewölbe. Werden diese Kanten zu 
krummen Flächen abgerundet, Mulden- 
gewölbe. Geschieht der mittlere Scbluls 
eines Hnidengewölbes oder einer Kugel- 
durch eine horizontale Ebene, so helfet 
das Gewölbe ein Spiegelgewölbe, die 
Ebene selbst der Spiegel. Treffen 2 
halbe Tonnengewölbe in der Mitte des 
überdeckten R^nms in einer mit beiden 
Widerlagern parallelen Kante zusammen, 
so heifst das Gewölbe Spitzgewölbe. 
Die unteren sichtbaren krummen Ober- 
flächen der Gewölbe heifsen Wölbun- 
gen. 

Die Gewölbe werden , abgesehen von 
künstlichen Holz- und Eisenconstructio- 
nen, den Bohlondächern und dergleichen, 
aus keilförmigen Hausteinen zu.sammen- 
gesetat, der Art, dafs diese .Steine ein* 
gegenseitige Spannung auf einander aus- 
nben, die sich bis auf die Widerlager 
fortpflanzt, dieselben belastet und in ihnen 
einen festen Halt findet. Es sind also 
diese gegenseitigen AVirkungen zu unter- 
suchen erforderheh, und es soll zuerst 
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die Statik der Tonnengewölbe. 

I. Das Tonnengewölbe hat mit dem 
Kappengewölbe und dem Spitzgewölbe 
einerlei Constriiction, nur in der Profil- 
fbrm sind sie verschieden und sie haben 
sogleich die gemeinschaftliche Kigenschaft, 
dafs in jedem (iewöihe alle lothrecht auf 
die b mit einander befindlichen Wider- 
lager genommenen Profile einander 
sind. Ks wird vorläufig angenommen, 
dal's das (iewölbe keinen Schlafs stein, 
sondern eine Fuge in der lothrcchten 
Scheitelebene hat 

Es seien ABDK und AltD’F.' die bei- 
den obersten gleichgeformten und gleich- 
liegenden (iew’ö|b.>.tücke, A also der 
Scheitel, AH die Scheitelfuge des 
Gewölbes, DE, D'E' die I.agerfngen 
beider Steine, mit welchen sie auf den 
unmittelbar darunter befindlichen Steinen 
ruhen, so wie von den folgenden Steinen 
die oberen auf den zunächst unteren ihre 
Stützen finden bis zum W’iderlager hin. 


Fig. GÖ8. 



Aus dieser Zusammensetzung schwerer 
keilförmiger Körper entspringen zunächst 
2 gleich grofse borizontalo Druckwirkun- 
gen P, welche die beiden obersten Steine 
gegenseitig auf einander ausüben, die 
Scheitelspannungen, die sich ein- 
ander aufheoen. 

2. Hierauf wirken die Steine von oben 
nach unten bis zu den Widerlagern hin 
als Keile; ein oberer Stein hat das Be- 
streben längs seiner Lagerfuge auf dem 
zunächst unteren Stein herabzngleiten 
und diesen zum Rückgleiten nach aufsen 
zu veranlassen. Diese Wirkung heifst 
die Keilwirknng und das Gewölbe 
mit seinen Widerlagern mnfs in seinen 
Abmessungen so construirt werden, dafs 
es dieser Wirkung widersteht, dafs es 
im Gleichgewicht gegen die Keil- 
wirknng ist. 

3. Ist G der Schwerpunkt des Gewül- 
bestücks ABDE, Q sein in G zu den- 
kendes senkrecht abwärts wirkendes Ge- 
wicht, so fällt dies Gewicht aufserhalb 
der Lagerfuge. Es hat also der Stein 


das Bestreben sich um die Kante E der 
Lagerfuge rechts nach einwärts zu dre- 
hen und die Fuge in der Aufsenkante 
D zu öffnen. Mit diesem Bestreben ist 
offenbar das zur Drehung des Steins um 
die Kante A nach links und zu Oeifnung 
der Fuge AB in B verbunden. Ferner 
erhält das darunter befindliche Gewölb- 
stück auf der oberen Innenkante E theils 
einen lothrechten Druck, theils einen ho- 
rizontalen Schub und somit ein Bestre- 
ben, nach links um H und auswärts sich 
zu drehen. Diese Wirknng heifst die 
He bei Wirkung; sie findet bei allen 
Gewölbstücken statt, von deren Schwer- 
punkten die Lothe aufserhalb der Lager- 
fuge fallen, sie ist bedeutender als die 
Keilwirkung und auf den Widerstand 
gegen ilieselbe mufs gaiu besonders ge- 
achtet werden. Das Gleichgewicht des Ge- 
wölbes gegen dieselbe heifst das Gleich- 
gewicht gegen die Hebe I w i rk ung. 

4. Eine zweite Hebelwirknng entsteht 
durch die horizontale Scheitelspannung 
/’, indem diese strebt, das Gewölbstück 
ABDE nach aufsen, nämlich nm die Kante 
D nach links zu drehen und somit die 
Fuge DE in £ zu öffnen. Mit die.ser 
Drehung geschieht zugleich eine Drehung 
des Steins um die Kante B nach oben 
und die Oeffnnng der Fuge AB in A. 

Dieselbe Wirkung entsteht durch das 
Bestreben des unteren Gewölb.stücks DEFH 
zur Drehung um die innere Kante F sei- 
ner Lagerfuge nach rechts einwärts, wo- 
durch die Kante D offenbar znr Drehaze 
für den Stein ABDE werden mnfs. 

Die ad 3 betrachtete erste llehelwir- 
kung könnte demnach die Hebelwir- 
kung nach innen wie die zweite die 
Hebel w irk II ng nach au fse n genannt 
worden. 

ö. Dadurch dals d.as obere Gewölbstück 
ABDE nach innen zu gleiten strebt, 
entsteht in dessen Lagerfuge DF. ein Ho- 
rizontalschub nach liiiks. Derselbe kann 
in der Kante E dahin wirken, dafs der 
nntero Stein DEFH nm die änfsere l'n- 
terkante // nach links, also nach aufsen 
sich dreht. Eben so kann durch Gleitung 
des unteren Gewülbstücks DEFH nach 
innen der gegen die Kante D hervorge- 
hende HorizontaI.schub das obere Gewölb- 
stück ABDE zu einer Drehung um die 
Kante D nach links, also nach oben ver- 
anlassen. Oder cs kann auch das untere 
(iewölbstück DEFH, um die Kante F 
nach innen rechts sich drehend, das obere 
Wölbstück zur Rückgleitnng auf der La- 
gerfuge nach der Ri^tnng ED, also nach 
aufsen veranlassen. 
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Alle diese hier pedachlen Wirkungen 
sind offenbar Keilwirknngen and Hebel- 
«irkoopen vereinigt. 

6. Die hier genannten Wirkungen der 
Gewülhstücko gegen einander um das 
tileicbgewifht de.s (iewfdbe.s anfruhcben 
sind diejenigen, wclehe am meisten vor- 
imramen. Es gibt alier noch folgende 
Fälle. 

A. Ein unteres Gewölbstück EDhU hat 
das Bestreben nm seine innere Unterkante 
f rechts nach einwärts sich zu drehen, 
das darüber befindliche Gewölbstück wi- 
dersteht ihm als Hebel, erhält in seiner 
infseren L'nterkante 0 eine Drehaxe, d.as 
Bestreben sich um dieselbe zu erheben, 
und findet in seiner inneren Oberkante 
B den Widerstand in dem Horizontal- 
sfhnbe. Die Untersuchung des (ileich- 
gewiebts geschieht also, indem der Hori- 
ioDtalschub P in dem Punkt B thätig 
angenommen wird. Es ist dies der um- 
geiehrte Kall mit No. 4. 

B. Ein unteres (lewölbslück hat das 
Bestreben nach innen als Keil zu gleiten 
and dadurch das darüber befindlicno Ge- 
aölbstnck anfw'ärs zu drehen indem cs 
10 der untersten Aufsenkante eine Dreh- 
aie bildet, wo wiederum der Widerstand 
in dem in B wirkenden Ilorizonlalschub 
hMteht. (ieselzt das untere gleitende 
Gewölbstück läge unter der Fuge /*//, 
so soll das Gewölbstück ühFH um die 
Kante H nach aufsen sich drehen, und 
es fragt sich nun bei der Untersuchung, 
ob der in der Kante B wirkende llon- 
aootalschub so grofs ist , dafs er diese 
Drehung des (lewolbstücks DEl'N um 
die Kante II nach aufsen herTorzubrin- 
gen vermag. 

C. Ein oberes Gewölbstück ABDE hat 
das Bestreben als Keil nach einwärts zu 
gleiten, und indem es dabei auf die oberste 
Anisenkante W des unteren Gewölbstückes 
einen Horizontaldruck ausübt, strebt es 
dieses Wölbstück um die äufsere Unter- 
kante H nach aufsen zu drehen (vergl. 
No. 5). 

D. Ein unteres Gewölbstück hat das 
Bestreben zur Drehung um die innere 
l'nterkante F nach einwärts, das obere 
Gewölbstück aber wirkt dieser Hebelwir- 
kung als Keil entgegen, indem an dessen 
äufserer Unterkante D das untere Ge- 
wölbstück gleitet. 

7. Es sollen die Bedingungen des Gleich- 
gewichts eines Gewölbes und seiner Wi- 
derlager bei der Voraussetzung einer 
hlofsen Keilwirkung der Gewölb- 
stöcke auf einander bestimmt werden. 


Es sei ABDFl das oberste Gewölbstück 
der Gewökbehälfte ; rechts gegen die Fum 
AB ist ein zweites gleiches und gleich- 
liegendes Gewölbstü« ABD'F.' wie Fig. 
65» zu denken. Wenn nur Keilwirknng 
statt findet, so haben beide Steine das 
Bestreben, auf ihren I.agerfugen BF, 
W'E’ einwärts zu gleiten, nnd ans diesem 


Fig. C59. 



Bestreben erfolgt ein gegenseitiger Ho- 
rizontalschnh P, der von dem rechts be- 
findlichen Stein auf den hier gezeichne- 
ten die Richtung JP hat, und der für’s 
Gleichgewicht das Einwärtsgleiten des 
Steins ABDF. längs DK verhindert. 

Ist ft der Schwcrimnkt des Steins, Q 
sein Gewicht, so siml Q lothrecht durch 
ft’ und P horizontal in JP die einzigen 
beiden wirkenden Kräfte; beider Rich- 
tnngslinicii schneiden sich in F, und es 
ist daher F ein Punkt in der zwischen 
P nnd Q statthabenden Mittelkraft fi, 
lind diese Mittelkraft wird fürs Gleich- 
gewicht mit der auf DE normalen Fll 
den ReibungsZ ÜFR = i bilden. Be- 
zeichnet man den AVinkcl DCA, den die 
I.agerfiige DE mit der Vertikalen des 
Scheitel.« bildet mit </• 
so ist anch Z l’l‘'H = <P 
nnd Z DFB = r + » 

nnd zOFÄ = 90"-(7 + ') 

folglich wenn man sich das Parallelogramm 
der Kräfte gezeichnet denkt, 

P=Q lg (90" - (7 + ?)] = Q rot (7 -b i) (I) 

Zerlegt man die in der Richtung FR 
wirkende Mittelkraft B in der Fuge DE 
horizontal und vertikal , so erhält man 
wieder für die horiioiitale Seitenkrafl P, 
für die vertikale Scitenkraft p. Hat das 
unter der Fuge DE befindliche Gewölb- 
stück das Gewicht P', so bt auf dessen 
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ffe der hoiüontale Schab = P, der 
Vertikaldmck = 0 + 0'. Jode f oge des 
Gewölbes also erleidet eine Horizontal 
Wirkung = derScheitelspannang und einen 
Vertikaldruck = dem Gewicht der über 
derFuge bis zum Scheitel betindlichen 
Gewölbstücke. 

Es entwickelt sich also für jede ein- 
zelne Fuge die ihr zugehörige Scheitel- 
spannung, und die wirklich im Schei- 
tel thätige Spannung ist offenbar 
die, bei welcher 0 • cot (y + j) ein Maxi- 
mum ist', welches ermittelt werden mufs 
und mit welchem die wirkliche Scheitel- 
^annung, der Uorizontalsc hub des 
Gewölbes vermöge der Keil Wir- 
kung gefunden winl. 

■Wird der Horizontalschub kleiner, so 
entfernt sich die Mittelkraft Ä von P, 
der ^ PFR wird gröfser; ist demnach 
der fiorizontalschub so gering, dafs für 
das Maximum von 0 cot ( 7 + 1 ) der / HFR 
gröfser wird als der Reibungswinkel, so 
erfolgt ein wirkliches Gleiten des Ge- 
wölbstücks ABDE auf DK nach innen 
ZU; desgleichen ein Gleiten des rechts 
befindlichen Gewölbstücks ABD'E' längs 
seiner Lagerfuge D'E'. 

8 . üm den 'Werth der Scheitelspannung 
ad 7 zu ermitteln, ist zuerst der Reibnngs- 
winkel r für das Steinmaterial zu be- 
stimmen nöthig, welches nur aus Erfah- 
rungen geschehen kann. 

Durch wiederholte Versuche ist ermit- 
telt worden: 


Bei gebrannten Ziegeln 
(nach Amonions) . . | 
Bei behauenen Steinen i 
zwischen welche gesäg- 
tes (nicht behobeltes) 
Holz gelegt ist (nach I 

Perron et) 

Bei Wölbsteinen auf Kei- 1 
len und trocken ver- ' 
setzt (nach Ganthey) . 
Bei Stein auf Stein oder 
auf Infttrocknem Mör- 1 
tel (nach Boistard) . . j 
Bei gutzugeriebteten Stei- 1 
non (nach Perronet) . 

■ bis 

Bei den Granitgewölbstei 
nen der New -London 
Bridge, deren Lagerfu 
gen gut und ohne Mör 
tel zngerichtet . . 

Dieselben mit frischem I 
und feingemahlenem J 
Mörtel dazwischen . .< 



7 

0,76 

36° 52’ 

0,836 

39° 52' 

0,8 

38° 40’ 

0,76 

37° 14’ 

0,5317 

28" 

0,5773 

30° 

0,65 

33° 

0,67 

34° 

0,47 

25° 

0,49 

26° 


Bei Bramley-Fall- und 
Wetbey - Sandsteinen, 
die Fugen auf gewöhn- 
liche .Vrt zugenebtet . 

Dieselben mit Mörtel . . 
Nach Morin's Versuchen 
(Mosely-Scheffler) 

Oolith auf Oolith . . . 
Muschelkalk auf Oolith . 
Ziegelstein auf Oolith 
Muschelkalk auf Muschel- 
kalk 

Oolith auf Muschelkalk . 
Ziegelstein auf Muschel- 
kalk 

Oolith auf Oolith, mit 
Mörtel aus 3 Tbeilen 
feinem Sande und I 
Theil hydraulischen 

Kalk 

Weicher Kalkstein auf 
weichem Kalkstein, gut 
bebauen ..... 
Harter Kalkstein auf wei- 1 
chem Kalkstein, guti 

bebauen 

Ziegelstein auf weichem 
Kalkstein, gut bebauen 
Harter Kalkstein auf har- 
tem Kalkstein, gut be- 
hauen 

Weicher Kalkstein auf 
hartem Kalkstein, gut 

behauen 

Zieplstein auf hartem 
Kalkstein, gut bebauen 
W'eichor Kalkstein auf 
weichem Kalkstein mit 
frischem Mörtel . . . 
Weicher Quadersandstein 
auf demselben (nach 

Rennie) 

Derselbe auf demselben 
mit frischem Mörtel 
(nach Rennie) . . . 
Kalkstein auf Kalkstein, 
beide Flächen mit dem 
Meifsel rauh gemacht 
(nach Bonchardi) . . 
Gnt bearbeiteten Granit 
aufranhemGranit(nach I 

Rennie) 

Desgleichen auf frischem 
Mörtel (nach Rennie) . 
Grob hehauonor'Werkstein ' 
auf einer Unterlage von 1 

Thon 

Desgl. der Thon feucht 
und milde 

I 


0,7 

0,7265 

0,649 

0,6745 

0,74 

0,75 

0,67 

0,70 

0,75 

0,67 


0,74 

0,74 

0,75 

0,67 

0,70 

0,67 

0,67 

0,74 

0,71 

0,66 

0,78 

0,66 

0,49 

0,5 t 
0,34 


1 35'’ 
36” 
33” 
34'’ 


! 36” 30’ 
36° 52' 
33° 50' 

35° O' 
36° 62' 

^ 33° 50’ 

j 36" 30' 

! 36° 30' 

\ 

36° 52' 
33° 50’ 

35° 0' 

33° 50’ 
33° 60' 

36° 30’ 

36° 23’ 

! 

33 ° 26’ 

37° 58' 

33° 26’ 
26° 7' 

2 ’ 

18° 47' 


Digitized by Google 



Oewfilbe, 


169 


Gewölbe. 


■ 


r 

Grob behanenerWerkstein 
auf einer Unterlage von 
feuchtem Thon mit 



dickem Sande bedeckt 

0,40 

21° 48 


9. Beispiel. Es soll die Scheitel - 
spaonnn^ für die Keilwirkano an 
einem Oewulbe ermittelt werden , welches 
im Profil aus 3 concentrischen Kreisbo- 
gen besteht. 

Es sei Fi(r. 659 ABÜE das halbe Ge- 
wölbe im Profil, die Halbmesser AC = R 
nnd BC = r, die Fuee DE mit dem Wi- 
derlager bildet mit dem Scheitelloth den 
’^ACD, dessen Bomu für den Halbmes- 
ser = 1 sei = 7 . Das Gewicht der Ge- 
wölbbälfte anf die Länge = 1 sei = Q, 
so ist bei der Länge L des Gewölbes 
das Gewicht desselben = LQ , und ist 
das Profil durch den Schwerpunkt des 
Gewölbes genommen, so ist der Schwer- 
punkt G d^es Kreisrinptücks ABDE zu- 
gleich der Schwerpunkt des halben Ge- 
wölbes. 

Da die Scheitelspannnng ron dem Ge- 
wicht Q und Q Ton den Dimensionen 
des Gewölbes abhängt, so rerfährt man 
am entsprechendsten wenn man Q durch 
den Flächeninhalt des Ringstücks ans- 
drückt 

folglich mit 0 = 1 (Ä’ — r*) 7 (1) 


Da für das Gleichgewicht zwischen den 
auf das Gewölbe einwirkenden Kräften 
das Gewölbe eine bestimmte Stärke ha- 
ben mufs, die innere Weite aber in jedem 
Fall constant gegeben ist, so setzt man 
r constant und A = n • r. Alsdann ist 

0 = 1(»>-I)r»7 (2) 

Die Scheitelspannnng ist nach Formel 
L, No. 7 

/>=0cot(7 -bi) (3) 

nnd diese soll ein Maximnm sein. Man 
hat also das Maximum zu bestimmen von 
P= 1 (n* — 1) r’ 7 rol (7 -f 7) (4) 

und dieser Ausdrnck wird für jeden Werth 
Tonr nnd nein Maximum, wenn 7 col(7-fi) 
ein Maximum wird. 

Für gegebene Werthe von r findet man 
dieses Maximum am bequemsten durch 
Proberechnnngen. Sieht man von den 
tabellarisch geordneten Versncbszahlen ab, 
die bei dem angewandten feuchten Thon 
und frischem oder feinem Mörtel auch 
nur für die Construction von Lehrbogen 
Wichtigkeit haben, so ist kein einziger 
Coefficient kleiner als 1. Nimmt man also 
den Reibnngscoeftirient der Sicherheit 
wegen zu dem kleinen Werth j-, also 
I = arc {tg = 26° 34', so erhält man mit 
Hülfe der Logarithmen, (wenn nämlich 
eine Zahl ein Maximum ist so ist auch 
deren Logarithmus ein Maximum). 
log 7 -f- log cot {7 -|- 26" 34') = Maximum 


and erhält bei 7 = 27° 17' = 0,4761840 also M' =0,5414248-1 
bei 7 =27° 18’ = 0,4764749 , Ä =0,5414284-1 
bei 7 =27° 19’ = 0,4767658 . #" = 0,54142457 -1 
Es ist demnach für's Maximum der Scheitelspannung 
der Z 7 = 87° 1»' 
der Bogen 7 = 0,4764749 

and 7 cot (7 +t) = »«m ■ 0,5414284 — 1 = 0,34788 (5) 


Hieraus der gröfste Horizontal- 
schnb für d ie Keil Wirkung 

F = 0,17394 -(n’-ljr* (11) 

10. Es sollen die Bedingungen des 
Gleichgewichts eines Gewölbes und seiner 
Widerugen bei der Voraussetzung der 
bl ofsen Hebel Wirkung der Gewölb- 
stücke bestimmt werden, wenn also 
(nach No. .3) ein oberes Gewölbstück das . 
damntcr befindliche oder das Widerlager 
am die unterste Aufsenkante auswärts 
tu drehen strebt. 

^g. 660 ist ABER das Profil des hal- 
ben Gewölbes mit dem Widerlager FR, 
durch den Schwerpunkt des ganzen Ge- 
wölbes genommen, also zugleich eine 
Schwerebene. Das oberst« Wölbslück 


ADBE hat den Schwerpunkt G in Ent- 
Fig. 660. 
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fernuncr GJ = i Tom Scheitelloth lind das 
Gewicht P;das darunter lietindliclie Wölh- 
stück DEKL hat den Schwerpunkt G' 
in dem Abstand C'jV = s' vom Scheitel- 
loth vind das Gewicht Q'. Die lothrechte 
Entferniinft tf®* Scheitels A von der 
inneren Kante E der ersten Lagerfuge 
VE sei r, die lothrechte Enfernnng AG 
des Scheitels A von der Anfsenkante K 
der zweiten Lagerfuge KL sei jr'. Der 
Abstand EM der ersten Kante E von 
dem Scheitelloth sey y, der KO von der 
zweiten Kante K bis zum Scheitelloth 
= y’. Ah ist eine Scheitolfuge. 

Wenn nun das obere Wölbstück ARVE 
als Hebel wirkend das darunter befind- 
liche Wölbstück VEKL um die Kante 
K nach anfsen zu drehen strebt, .so bil- 
den sich für den Kall der wirklichen 
Drehung in E und A Drehaaen und die 
Fugen VE und AB werden in V und B 
g^eötfnet. Das Gleichgewicht des oberen 
Gewölbstneks wird also dadurch bedingt, 
dafs die andere Gcwölbehälfte in A einen 
horizontalen Gegendruck F ausnbt, wäh- 
rend das obere Gewölbestück ABVE in 
der Kante E seine feste Stütze findet 
und diese mufs durch das Gewicht Q 
hervorgebracht werden. Kür das Gleich- 
gewicht dieser beiden Kräfte I” und (J 
mufs die Mittelkraft beider durch die 
Dreha.xe E gerichtet sein, und dies ge- 
schieht wenn das .Moment der Mittelkraft, 
also auch die Momcnlensumme der Sei- 
tenkräflc F und Q in Beziehung auf E 
als Momentenaxe = 0 ist. Uder wenn 
rF = (y- i) Q 

woraus F=- — (Hla) 

X 

Zerlegt man die durch den Punkt E 
gerichtete Mittelkraft in dom Punkt E, 
so entstehen dieselben beiden Seitenkräfte 
F und Q horizontal und vertikal und es 
wirkt also das obere Gowölbstück auf das 
darunter befindliche in seiner inneren 
Oberkante E mit dem horizontalen Schub 
F nnd dem vertikalen Druck Q. 

Soll nun durch das obere Gewölbstfick, 
also durch die horizontale Krall F in E 
kein Bestreben des unteren Wölbstücks 
für die Drehung um K nach anfsen her- 
vorgehen, so darf das Moment von F in 
Beziehung auf die Kante K als Momen- 
tenaxe nicht gröfser sein, als die auf die- 
selbe Axe genommenen Momente der 
Kräfte, welche jener Drehung um K wi- 
derstreben. Diese Kräfte sind aber der 
in E lothrecht abwärts gerichtete Druck 
Q und das im Schwerpunkt C vereinigt 
zu denkende Gewicht' O’ des Wölbstücks 
DEKL. 


In Beziehilng auf K hat die Kraft F 
in E den Ilebclsarni MO != x' — x; der 
Druck (J in E den llebelsarm KO — EM 
= !/'-!/; das Gewicht Q' den llebelsarm 
hO~ G'K = y'— Daher ist för's Gleich- 
gewicht und für Sicherheit: 

(x‘ - x) P’ = (y' -y)Q + (y'~i’)Q’ (,3) 
Nun ist xF = (y - i) 0 
.\<ldirt man beide, Gleichung und Ver- 
gleichung, .so erhält man 

x’P'-(y'-,)()-Ky’_.-)0’ 

oder x’ P 5 = y' (p -(- p') - (,p -I- 1 - p-) (4) 

Setzt man das Gewicht beider Gewölb- 
stücke, also 

0 + 0’= »F (5)* 

den Abstand des Schwerpunkts der Fläche 
ABKL von dem Scheitelloth = «, so hat 
man 

uJV = i0 + i’p' (6) 

Setzt man die Wertbe aus 5 und G in 
4, so erhält man 

x' F~y'- IK- «IK 
oder x’ F ^ (y' - «) IK 

woraus P'r-^-^IK (Illb) 

Es ist aber y' - u der .\bstand des 
Lotlis aus dem Schwerpunkt der Ebene 
oder des Wölbstücks ABKL von der Dreh- 
kante K. also Ist (y’ - u) IK das Moment 
dieses Wölbstücks in Beziehung auf die 
Kante K als Drehaxe. 

11. Betrachtet man den Fall, dafs von 
der Lagerfu^o KL nach dem Scheitel hin 
in keiner Inge wie OE eine Drehung 
um die innere Kante wie um E statt 
finden kann, so dafs K allein nur Dreh- 
axe sein kann, und nennt man die zu 
diesem Kall gehörende Scheitelspannnng 
F' so hat man deren Abstand von R 
= .tO = x’ und demnach lür's Gleichge- 
wicht 

x’/‘" = (y'-i.)H' 

woraus F' = * - * W (IV) 

Nun war für den Fall, dafs auch in 
einem oberen Gewölbstück eine Dreh- 
kanto .sich bilden kann 

■ X 

Hieraus die Bedingung F =: F' (V) 
Demnach kann ein unteres Wölbstück 
durch ein darüber liegendes vermöge der 
Hebelwirkung nicht mehr nach anfsen 
gedreht und umgeworfen werden, wenn 
die llorizontalkraft F die im Scheitel 
wirk.sam das obere Gewölbstück auf seiner 
unteren Innenkante als Drehaxe imGleich- 
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gewicht zu erhalten Terma|;r, nicht gröUer 
ist als eine Horizontalkraft P" im Schei- 
tel, «eiche beiden Ge«rilhstürken als rin 
Ganzes betrachtet auf ihrer untersten 
Anfsenkanle als Drehaxe das tileichge- 
«icht hält. 

Om also dos Gleichgewichts in allen 
Tbeilen des Gewölbes ycrsichcrt sein zn 
können hat man in jedem besonderen 
Fall nur nöthig, das Maximum von 
P nnd das Minimum von P’ zn be- 
stimmen; ist dann Ersteres nicht als 
Letzteres, so ist die Hedingung für den 
schlimmsten Fall erfüllt nnd es findet 
nm so mehr für alle übrigen Fälle Sicher- 
heit statt; 

Dies Maximum von P ist übrigens die- 
jenige aus beiden Gewölbehälfton gegen- 
seitig im Scheitel sich entwickelnde Uo- 
rizontalspannnng also die wirkliche 
Scheit el span n u ng des Gewölbes 
für die Ilehelwirknng. 

Diese .Scheitelspaonnng ist denn auch 
gleich dem Horizontalschube, welchen das 
obere vom Scheitel ab gerechnete Wölb- 
stück in der untersten Innenkante seiner 
Fnge, zu welcher das Maximum von P' 
gehört, oder der sogenannten Hre- 
chungsfufte ausübt. Da nun für jede 
andere Fuge die sich gloichbloibemle Ho- 
rizontalspannnng denselben Ilorizon- 
talscbnh auf ihre Innenkante ansüht, 
so nennt man diese wirkliche Scheitel- 
spannung auch den Ilo rizontalschu b 
des Gewölbes- 

Das Minimum von P' würde der Ho- 
rizontalschnb im Scheitel sein, wenn das 
Gewölbstück, dessen Lagerfuge diesem Mi- 
nimum entspricht, blols in seiner unter- 
sten Aulsenkantc unterstützt wäre, daher 
nennt man auch das Minimum von P' 
die hypothetische Scheitels pan- 
nnng des Gewölbes. 

Bei der soeben vorgenommenen Be- 
stimmung der Stabilität eines Gewölbes 
gegen die Uebelwirkung bat die Lage der 
Fuge gegen die Horizontale keinen Ein- 
flnfs gehabt, die Gesetze gelten also auch 
für Gewölbstücke mit horizontalen Lager- 
fngen, d. h. für die Widerlager. Bestimmt 


man daher für irgend eine Lagerfuge des 
Widerlagers die hypothetische .Scheitel- 
suannung, die Aiilsenkante die.ser Fuge 
als allein unterstützt angenommen, so 
wird das Widerlager nm diese Kante nicht 
nmgeworfen, wenn die hyputhetisebeSchei- 
telspannung nicht kleiner gefunden ist, 
als die wirkliche Scheitelspannung. 

13. Beispiel. Es soll die wirkliche 
Scheitclspannnng für die Hehel- 
wirknng an einem Gewölbe ermittelt 
werden, welches im Profil aus 2 concen- 
trischen Kreisbogen besteht. 

Es ist in No. 10, Formel III. : 



für die wirkliche Scheitclspannnng ganz 
allgemcingültig und demnach gleichgültig, 
ein wie grofses Ringstück, vom Scheitel 
ausgenommen, untersucht wird. In Fig. 
661 sind mit Fig. 660 für das Ringstück 
ABÜE mit dem Schwerpunkt 0' nnd dem 
Gewicht Q die Längen a-, y, i dieselben ; 
wie in Fig. 660 sei BC = r, AC = B = nr, 
= Haihirt man </ , so trifft 
die HalbirangsliniotT den Schwerpunkt C. 


Fig. 661. 



Nun hat man bei der Bezeichnung mit 
dem Beispiel No. 9: 

P = i (/{’ - ly = 1 (ii> - l)r’y. (1) 
y = rsin if> (2) 


AH = X = AC - MC = R~ r cot if. = (n - cot y ) r (3) 

i = CG tin l y 

Die Entfernung des Schwerpunkts des Kreisringstücks ABDE vom Mittel- 
punkt ist 

__ . , , jiii’ Im n*— 1 

z=CC.miy.= ä-^ (4) 


iko 
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Endlich 




r sin y - J 


sin’ ly n’— 1 


J (»’ - 1) >■> y 


(» — cot 'f)r 

y sin y - J , — - (1 - cot y) 
= J(n’-l)r’ " 


n — cos y 

Schreibt man für 1 — cos y den Ausdruck 1— n + n — cosy, so erhält man 

r • 1 1 * 

y. sin y + } 


(Via) 


l)r* 


n — cos y 


n+ 1 n»- 1 

*n>- 1 


(VI b) 


Nun «ixd P ein Maximum, wenn der 
Minuend der Klammeri'rüfse ein Maxi- 
mum wird, weil die übrigen Aggregate 
constant sind. Es kommt also darauf an, 
den Werth von y für dieses Maximum 
zu finden. Der mit Hülfe der Differen- 
zialrechnung gefundene W'erth von y fürs 
Maximum wird aber noch verwickelter 
als die gegebene Formel ist. Anfserdem 
ist y noch von n selbst abhängig. Es 
ist also in einem speciellen Fall mit ge- 
gebenem n gerathener, das Maximum für 
y durch Proberechnungen zu finden, wo 
man dann unmittelbar P erhält. Ver- 
möge dieses Verfahrens findet man das 
Maximum von P für y bei folgenden 
Werthen von n: 


Für n=l,01 

ist 

y = 32° 37' 

n = 1,02 


y = 38° 12’ 

II 

• 

y =44° 26' 

O 

II 

C 

n 

y = 46° 33’ 

n= 1,08 

f) 

y = 51° 6’ 

© 

II 

V 

y = 53° 16' 

a 

II 

n 

y = 55° 

n= 1,2 

1» 

y = 59° 34’ 

n= 1,3 

1» 

y = 62° 28' 

11 

e 

w 

y = 68° 48' 

n = 1,496 


y = 64° 9’ 50" 

a 

II 

08 

w 

y=64° 9’ 47" 


mit einem gleichförmigen Wachsthum 
von n um 0,01 die Werthe von y immer 
langsamer znnehmen bis für n = 1,496 
wo y seinen grölisten Werth erhält. Für 
gröfsere Werthe von n nähert sich die 
Fuge des ^fsten Horizontalschubes wie- 
der dem Scheitel und somit kann die- 
selbe sich nie weiter vom Scheitel ent- 
fernen als um 64° 9' 50". 

13. Beispiel. Es soll die hypothe- 
tische Scheitelspannung für die 
Hebelwirkung an demselben Uewölbe 
No. 12, Fig. 661 ermittelt werden. 

Hierfür ^ilt Formet III b oder IV, wel- 
che beide identisch sind. 

Ist das Gewölbstück ABDE dasjeni», 
dessen Lagerfuge dem Minimum von P' 
entspricht, so mufs für's Gleichgewicht 
P' gerade nur so grofs sein, dafs es das 
Wölbstück nicht mehr um D links nach 
anfsen herumdreht. D. h. es mufs sein 
AKy.P' = (,DK- GJ)Q 
Nun ist DK = CD sin y = nr sin y 


GJ=i = i 


n’-l sin*(Jy) 


daher 

DK 


n*-l 


i'/ 


- CJ=r[i 


nsiny -§ 


1 sin»(jy)1 

n'-l ly J 

ferner ist 0 = 1 (n’ — 1) r’y. 
daher das Moment von 0 in Beziehung 


Aus dieser Tabelle gebt hervor, dafs auf die Kante D. 

« = 1 (n* - 1) r’ [^ny sin y - ] J (I - cos y )J 

der Hebelsarm von P ist AK = AC — KC = Ä — H cos y = nr (1 — cos y ) 
Mit diesem das Moment M dividirt gibt die Scbeitelspannung 


. • • r '/ sin y . n* — 1 1 

P'’=l(n*-l)r*l ' --i-n Ti 

’ 1 1 — ros y n (n* — 1)J 

L 2 sin’ (ly) ^ ■'n(n’-l).l 


( 1 ) 


( 2 ) 
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Dieser Ansdmck wird ein Minimum 

wenn 7-.— . ein Minimum wird. Nun 

>9(H) 

wild aber der Quotient eines Bogens für 
den Halbmesser = 1 dividirt durch die 
Tangente des Bogens immerfort kleiner 
wenn der Bogen ton 0 bis 90° wächst, 
weil der Bogen gleichförmig, die Tan- 
gente aber beschleunigend zunimmt und 
rar jy = 90° unendlich wird; demnach 
findet das Minimum in der horizontalen 
Fuge am Widerlager statt. Für ein Kreis- 


hogengewülhe von durchweg gleicher 
Starke ist also die hypothetische Schei- 
telspannnng = derjenigen am Scheitel 
anznbriiigenden Horizontalkraft, welche 
der Hälfte des Gewölbes für das Um- 
werfen um seine unterste am- Widerlager 
befindliche Aufsenkante als Drehaxe das 
Gleichgewicht hält. 

Ist diese Fuge horizontal so ist ^7 - in, 
lg (I7) = 1 also das erste Glied der Klam- 
mergröfse = Jo 


und j»'=j(«*-l)r>[lo-ä;;-|^y (Vtia) 

Ist dagegen die unterste Fuge nicht horizontal, der Winkel derselben mit dem 
Lotb = II, so bat man 

/>"= J(i.'j- l)r’ j^ncol(jn)-J (Vllb) 


14. Formel V, No. 10 spricht die Bedin- 
Mng ans, dafs P" > P. Der Werth von 
)r (No. 13, Formel Vllb) vermindert sich 
aber mit dem Wacbsthuin des Winkels 
und es kann einen Fufswinkel n geben, 
bei welchem P" — P wird. 

Ist nun in einem speciellen Fall n ge- 
nben , $0 findet man das Maximum von 
P wenn man in Formel VI b den Werth 
für 7 ans der darunter stehenden Ta- 
belle setzt. 


Nun hat man P" Formel Vllb, No. 13 
= dem bekannten P zn setzen und er- 
hält 

woraus 


Die rechte Seite des Gleichheitszeichens 


ist eine bekannte Zahl w», bedeutet 

den Bogen in Theilen von o, ^ sber 

als Winkel in Graden gegeben ; man hat 
also zur Berechnung 

Z.'!° '■ 180° = Bo^en 7 ; n 

woraus Bogen 7 = • 3,14159 .... 

loü 

Demnach schreibt man 

„ 180° 

Jfi° co! (J«) = • m 

eine einfache Form für Rechnung mit 
Logarithmen, wenn für ein bestimmtes 
n Proberechnungen gemacht werden sollen. 

Z.'B. Bei fl = 1,01 ist für das Maxi- 
mum von 7*17 =32° 37'. 

Setzt man den Werth von » in Gl. VI b, 
No. 12, so erhält man 


P = 0,01005 . r> r - 1 .005009 I 
L 1,01 — cot 7 J 


Für 7 = 32° 37' rechnet man 


hierzu 

gibt den Zähler 
der Nenner ist 


— n sin 32° 37' = 0,306844 

1 80 

-I- 0,010050 


0,316894 

1,01 - cot 32° 37'= 0,167704 


daher 

hiervon 

gibt die Klammergröfse 
also 


7 sin 7 — 0,01005 
1 ,01 — cot 7 


= 1,88960 


1,00501 

0,88459 

P - 0,01005 X 0,88459 • r» = 0,0088901 • 


r* 
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Also ist 


0,0088901 • r* 

m = + 0,497529 = 0,939819 


0,0201 • r» 

1 80 

und endlich log- = —-0,939819=17311668 

71 


Han hndet log (|o) cot 
für }<< =24° 10’= 1,7312413 
= 24° 25’= 1,7310486 
= 24° 12’= 1,7311651 
Es ist mithin der gesuchte Fufsninkel 
I. - 48° 24'. 

Man erhält diejenigen Fufswinkel des 
kreisbogenlürinigeii Gcwüllies hei welchen 

Für 11 = 1,01 ist « = 48° 24’ 

= 1,04 , ,=69° 4’ 

= 1,05 , ,=73° 8’ 

= 1,1 „ .=87° 11’ 

= 1,11 „ ,=89° 17’ 

= 1,12 „ . = 91° 13’ 

15. Es soll die Stärke eines Kreisho- 
gengewülhes hestinmit werden, hei wel- 
chem die wirklichen Srheilelspannnngen 
der llehel und der Keilwirknng einander 


gleich sind und hei welchem die eine die 
andere ühertriflt. 

No. 12, Formel VI b ist der aJlgemeiae 
.Ausdruck für die Scheitelspannuug 
aus der Hehelwirkung bei einem kreis- 
füruiigen Gewölbe; diese wird als Maxi- 
mum znrwirkliehen Scheitelspan- 
nung P' , und zwar bei den Verhältnis- 
•sen ii-.r = n, unter den Winkeln i/, wie 
sie zum Theil in der Tabelle angegeben 
sind. 

_ No. 9 , Formel II gibt den Ausdruck 
für die Scheitelsjrannung P aus der Keil- 
wirkung, und für ii = j oder i = 26° 34’ 
das Maximum als die w irkliche Schei- 
telspanuung bei dem .cl •/ = 27° 17’. 
Diese ist also bei einerlei i bei beliebi- 
gem », also in jedem Kreisliogengewülhe 
l>ei dem constanten ,£(p=27°17' vor- 
handen. 

Die erste Formel VI b ist 


/'’=!(»= 


l)r'^ 


7 »'« 7 + J 


»dl 

ri - ru$ if. 



Die zweite Formel 11 ist 

l’= j (»’ — 1) r“ if cot (7 ») 

Für jedes gegebene k sind also beide 
Maxima zu bestimmen uud mit. einander 
zu vergleichen. 

Da der Factor j (»’ — l)r* beiden For- 
meln gemeinschalllich ist, so hat mau 
nur zu vergleichen: 


n-cotifi ^ — 1 

mit 7 • cot (if- 4 i) 
und nach No. 9 ist bei i = 26° 34’ 

log If. . cot (cp 4 j) = 0,54142486 - 1 
woraus cot (7. 4 i) = o,347876 


Für n = l,01 ist 7. = 32° 37’ und « = 0,88469 

n = I,l , 7 = 53° 16’ und « = 0,61320 

(.= 1,3 , 7 = 62° 28’ und « = 0,41166 

» = 1,4 , 7 = 63° 48’ und « = 0,33670 


Von hierab wird das Maximum für die 
llebelwirkung immer kleiner und die 
Gleichheit beider -Spannungen 
liegt zwischen n = 1,3 und n = 1,4. 

Wenn demnach bei /. = j der 
äufsere Halbmesser des Gewölbes 
um und weniger gröfser ist als 
der innere, so ist die Hcheitel- 
spanuung für die llebelwirkung 
rölser und wenn es um T*o und 
arüber gröfser ist als der innere 
Durchmesser, so'ist die Scbeitel- 


spannung für die Keilwirkung 
gröfser. 

Der Reibungswinkel r ist .aber mit 26° 
34’ in fa.st allen Fällen zu klein, ein grö- 
fseres r gibt aber eine kleinere Scheitel- 
.spannung für die Keilwirknng und daun 
niufs auch für ein gröfseres n die Sebei- 
telspaunuug für die llebelwirkung noch 
überwiegend sein. 

16. Es sollen die Bedingungen des 
Gleichgewichts eines Gewölbes uud seiner 
Widerlager unter der Voraussetzung er- 
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mittelt «eideu, dafs bei vereinieler 
Bebel- n nd K eilwirkung ein oberes 
Gewülbstück als Hebel wirkend ein dar- 
unter befindliches auf seiner untersten 
Lagerfuge nach aufsen zu verschieben 
strebt. 

Es sei Fig. 6C2 ABKL das Gcwölb- 
stück, welches durch die Hebelwirkung 
des oberen Stücks ABUE das Bestreben 
erhält, auf der L^erfiige KL nach aufsen 
zu gleiten. Ist r die wirkliche horizon- 
tale Scheitelspannung, so wirkt auch die- 
selbe (s. No '10) in der Kante E hori- 
zontal und in E das Gewicht des Ge- 
wölbstücks A BDE vertikal. Dies letztere 
setzt sich mit dem Gewicht des unteren 
Wölbstücks DEKL zu einer Mittelkraft 
zusammen, welche dann in dem Schwer- 
punkt G des ganzen Gewölbestücks ABKL 

Fig. 062. 



lothrecht abwärts wirkt, und welche = ist 
dem Gewicht Q des Gewölbestücks ABKL. 

Beide Kräfte P und Q schneiden sich 
in dom Funkt M und durch diesen Punkt 
ist auch die Mittelkraft H zwischen bei- 
den Kräften /', Q gerichtet. Soll nun 
ein Gleiten des Steins OEKL nach anfseu 
möglich sein, so kann die Mittelkraft R 
nicht zwischen (f und das Loth MJ auf 
KL fallen , sondern sie mnfs links von 
dem Loth MJ wie nach MR gerichtet 
sein. 

Ist nun / JMR gröfser" als der Rei- 
bungswinkel t, so geschieht die Gleitung, 
ist er kleiner so geschieht sie nicht und 
für das Gleichgewicht ist Z.JMR=i(i = i 

Bezeichnet man daher den ^ ACK zwi- 
schen dem Scheitelloth und der Fuge mit 
7, so ist auch /_MSK = if also /_NMJ 
= 00« - 7> undZ Ä WP = 90° + 

= 90° - (7- - 

Nun ist, wenn man mit P, Q, 
R das Parallelogramm der Kräfte 
bildet, 

Q Iff RMQ = P’ 
oder Q tg [90° — (7 — i;>)] = P’ 
oder Q col (7 — i]-) = P’ 

oder P" lg (7 — <!•) = Q 

oder f. = p 

1 + lg 'I • lg i'j 

woraus <9 > 1 ' = ^ ~ ^ (VIII) 

17. Beispiel. Der .Satz No. 16 
soll auf das in den früheren schon 
untersuchte Kreisbogengewülbe an- 
gewendet werden. 

Es ist wie No. 12 

P = I(«>-l)r»,p 


-2P' _ 

an . ,-‘'•3 1 

daher lg 2f’ . 

(n>-l) r>^ ' ® ' 


(1) 


oder wenn man den constanten Werth 


2P’ 




= A setzt 


A lg rr- — ir 

lgi',i= . — . 

A ■{ tf lg ff A 


A- 


<P 


lg ff 


>3 ff 
+ ff 


(IX) 


Da nun für die Hebelwirkung nach No. 12, Formel VI b 

7..«.f + ä„7,- „a , 

P'=K>r-l)r’ - — — -I , 

+ a_, 

*= n-oo.,p K^—1 


< 

(X) 
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Wobei lu bemerken, dafs dieaes letzte 
</ in dem Ausdruck für A dem jedesma- 
ligen Maximum für n (No. 12) entapricbt, 
und dafs für jedes bestimmte n das aus 
dem Maximum hervorgehende coustante 
f in jeder Fugenkaute wie K, L das- 
selbe bleibt 

Nun ist jederzeit A <r l : lu No. 15 ist 
berechnet, dafs für « = 1,01 der Werth 
voD A = 0,88459 und dafs er mit dem 
Wachsthum von « immerfort abnimmt. 

Da nun ~ — ebenfalls < 1 aber mit be- 

Ig '! 

liebiger Abnahme von 7 dem Werthe 
= 1 beliebig nahe gebracht werden kann, 
so ist für sehr kleine Werthe von 7, also 

für die Stellen nabe am Scheitel, > A 

tg 7 

und hiermit lg •;> und ip seihst negativ; 
d. b. die Mittelkraft A ist nach dem In- 
nern des Gewölbes gerichtet und es kann 
kein Ausweichen eines Gewölbstücks nach 
aufsen geschehen. 

Mit dem Wachsthnm von 7 wird — 

»J7 


immer kleiner und es wird einen Werth 
von 7 geben , für welchen — = A also 

_ ^g '/ 

lgil>= 7< = 0 ist. Dies ist der Ort, an 
welchem die Mittelkraft A in das Loth 
MJ fallt. Wächst 7 noch mehr, ent- 
fernt sieb also die Fuge vom Scheitel, 

so wird < A, lg iji wird positiv und 

die Mittelkraft A fällt von dem Loth UJ 
ab links nach aufsen. 

Nun ist zu untersuchen r ob mit dem 
ferneren Wachsthum von 7. auch lg tp 
fortgesetzt wächst oder wiederum abnimmt, 
wo dann für ein bestimmtes <p ein Ma- 
ximum für V> entstehen würde. Es wird 
aber lg ip fortgesetzt wachsen, wenn der 
Unterschied der Werthe von lg w, die zu 
2 zunächst auf einander folgenden Wer- 
then von 7 gehören, immer positiv ist. 
Bezeichnen 7” und 7 zwei zunächst auf 
einander folgenden Fugenwinkel, von wel- 
chen 7 ' > 7 und sind it>' und <p die dazu 
gehörigen Werthe der MittelkraRswinkel, 
so hat man 


lg >p'- lg >l> = 


_ d <7 7 — j 
g' !g 'f' A + 7 !g 7 
_ A si« 7 ’ — 7 ' cos 7 ' A sin 7 — 7 cot if 

A cot st» 7 ’ A cot 7 -b 7 sin 7 

_ A^ sin (7*- 7) — .4 (7'- 7) cos (7’ — 7) -l- 7' 7 s in (7' — 7 ) 
(A cot <f'+ 7 ' sin 7 ') (A cot 7 -b 7 sin 7 ) 

_ A^ -b 7 ’ 7 - A (7 ' - 7 ) col (7 ' - If ) 


(A cos 7 ' + 7 ’ sin 7 ') (A cot If -b 7 sin 7 ) 


sin (7 '-7) 


( 6 ) 


Ans dieser letzten Form der Tangen- 
tendifferenz ersieht man, dafs das Vor- 
zeichen derselben blols von dem des Zäh- 
lers abhängt, denn der Nenner und der 
zweite Factor sind positiv. 

Es kommt also darauf an , für welche 
verschiedene 'Werthe von 7’ und 7 der 
Zähler positiv und negativ ist. 

Nun Ut (7 ' - 7 ) col 

immer kleiner als 1, kann aber mit Ver- 
minderung von 7'- 7 dem Werth 1 be- 


liebig nahe gebracht werden. Daher ist 
auch A (7' — 7) col (7' — 7) immer klei- 
ner als A und kann durch Annäherung 
von 7’ an 7 dom Werthe A beliebig 
nahe kommen. 

Da nun 7 ' > 7 so ist 7 '7 > 7 ’ 
und A’ -b 7 '7 > A* -b 7’ 

Die erstere Summe kann aber wieder 
der zweiten durch Annährung von 7’ an 
7 beliebig nahe gebracht werden. Aus 
beiden Vergleichungen 


A(7'-7 )co 1(7’-7) <A 

AM^’t^ > A»7» 

folgt A’ b 7'7 - A (7' — 7)col ö/'— 7)> A’-b 7* — A (6) 


Es kann aber das erste Aggregat dem 
zweiten beliebig nahe kommen. 

Ist daher A’ -b 7’ — A negativ, so kann 
7' an 7 so nahe gebracht werden, dafs 
auch (üe linke Smte der Vergleichung 


negativ wird, und dann ist lg ip' ~ lg <p 
ebenfalls negativ. 

Wird A* -b 7* — A = 0 so wird \p‘-yp =0 
oderip'=ip. Wird von hier ab A’-b7’ — A 
positiv, so wird auch lg ip’— lg ip nnd 
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psitiv und Ij \t> und xp wäcll.^t 
dem Obigen nach fortdauernd mit dem 
Wachsthnm von tf. 

Denn da A immer < als l ist, so ist 
A- A* positiv und für einerlei n con- 
stint; es ist also in dem leteten Fall 
(l^>(A - A*) und A^ + — A wird mit 

dem SVacbsthum von if immer gröfser. 

Ueber das Verhalten des Z i.'' hei ne- 
gativem A'+cf^ — A ist noch Folgendes 
zu bemerken: Für kleine Winkel ist nach 
dem Obigen auch x!> negativ. Da nun 
bei — A <0 auch ip' — «p < 0, 

oder ip' und ip absolut genommen, tp' -t- ip 
<0 so mnls Ip' negativ grülser sein als 
d>. Ans diesem Grande wächst /;ip ne- 
gativ vom Scheitet ab bis zu dem W'erth 
von Ip für welchen A^ + Q' — A = 0 ist, 
»0 t« Ip und ip ihre gröfsten negativen 
Werthe haben. Von hier ab nimmt ip 
»ieder negativ ab bis zu dem Werth ip 

für welchen A = — wo ip = 0 ist und 

ron hier ab bis tf = 90'’ wachsen lg ip und 
und Ip fortdauernd positiv, so dafs ip für 
n in der untersten am Widerlager be- 
findlichen Fuge ein Maximum ist. 

Gibt man dem Ausdruck ft = lg xf> 

~-r\— — " durch Division mit dem Nen- 

A -1- n ty « 
ner ie Form 

n (l -f ty *n) 
u = lgxp = tga- \ f — 

so ersieht man , dafs ft mit A zu- und 
abnimmt, und da mit der Zunahme von 
» also mit der gröfscren Stärke des Ge- 
wölbes A abnimmt, so ist das Rückglei- 
ten eines Gewölbestücks auf der unteren 
Fuge um so weniger zu besorgen, je stär- 
ker es ist, und um so mehr zu erwarten 
je schwächer es ist. 

Die Praxis verlangt die Konntnifs von 
dem inneren Zustand eines zu erbauen- 
den Gewölbes und will auch in dem vor- 
liegenden Fall nicht nur die geßlirlichsto 
Stelle desselben wissen , sondern auch 
dessen Verhalten und der Fortschritt der 
Nachtheile von der nngeßhrlichsten Stelle 
ab ist von Interesse. Aus die.sem Grunde 
soll das Verfahren zur Ermittelung der 
fraglichen Punkte mit Zahlen erläutert 
werden. 

A. Auffindung des Orts, wo die 
Mittelkraft ft in die auf die Fuge 
gerichtete Normale fällt. 

Für diesen Fall hat man den Zähler 
in Formel 3: 


oder A = — 1— 

igtf 

Nach No. 15 ist 

für« =1,01 A =0,884.59 

fl = 1,1 .4 = 0,01330 

n = l,3 A = 0,41 106 

n = l,4 A = 0,33070 

Um nicht den Bogen <p mit I.ogarith- 
men in Rechnung bringen zu müssen 
hat man 

1 ° 

Bogen xf — — Tr 

6 V ] jqO 
180 

al,so ip“ = — (Bogen y) 

und = — A 

Iftf n 

Nun berechnet man 
180 

für n = 1,01 log A = 1,7048040 

1,1 = 1,5457247 

1.3 =1,3720013 

1.4 = 1,285.3057 

Ferner .setzt man —— = q° cota 
•9 'I 

und berechnet lug q + log cot tf = /, 

Man erhält, wenn man das Gewölbe 
bei n=l,01 zum Beispiel nimmt. 

Für y = 33” L = 1,7059965 
q=-M° t = 1,7024912 
Es liegt al.so das gesuchte q' zwischen 
33° und 34°. 

Man hat nach der Regula falsi: 

33° - tf ’ : 33° - 34° = 1 1319 : 35053 

woraus “ »3° = ^ 3 • 60’ = 20' 
und für 33° 20’ ist L = 1,7048440 
Nun i.st wieder 

33° - 33° 20’ : v ’ 33° 20’ = 1 1 524 : 200 

woraus q' — 33° 1 9' 39 " 
denn /. für q' ist = 1,7048044 
Es ist also der Winkel zwichen der 
Fuge und dom Scheitelloth, bei welchem 
^ if’ = 0 i.st, wobei also die Mittelkraft ft 
normal auf die Fuge gerichtet i.st = 
33° 19' 39". 

Für alle kleineren Winkel wird lg ip 
und Ip negativ und es ßllt die Mittel- 
kraft innerhalb des Gewölbes. " 

B. Auffindung des Orts wo ip sei 
nen gröfsten negativen Werth hat, 
wo also die Mittelkraft dem Mit- 
telpunkt des Gewölbes oder dem 
Fugenhalbmesser am nächsten 
liegt. 

Für diese Fuge ist A^ + q^ — A = 0 
12 
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Nun hat man y4 = 0,88469 
= 0,78255 


also Bogen 9; = v'0,10204 = 0,319437 


und 
Man 
mel 2, 


= 18° 18’ B" 

findet der Reibe nach aus Foi- 


fü r <f = 0, also dem Scheitel lg i/> = 


A - l 


= -0 


» + 0 

(f = 1° ty Ip = - 0,02267 i// = -I°18' 

1^ = 18° (9 = - 0,02554 

y = 18°18' 8" tyi// = - 0,02718 
V = 19° Ij I// = - 0,02705 


<f =33° 19’ 39" lg ip = 0 


II- = - l“27i’ 
t!< = - 1° 33}’ 
if> = - 1°33’ 

i!/ = 0 


Am Scheitel (y = 0} also ßllt die Mit- 
telkraft rechtwinklig auf die Scheitelfuge, 
ZV» ist = 0 und wächst negativ bis 
zu seinem gröfsten Werth J° 33}’ von 
wo er wieder negativ abnimmt und bei 
y, = 33° 19' 39’’ wieder zu Null wird. 

Die empfindlichste -Stelle des Gewölbes 
für die Ruckgleitung ist die Widerlager- 
fuge. 

Nimmt man das schwächste Gewölbe 
für n = l,01, so hat man nach No 15: 
A = 0,88459. 


Also lg il> = 


0,88459 

lg « 


0,88459 
lg it 


+ n 


Setzt mau für den nachtheiligsten Fall 
^ 0° = 90° also Bogen a = J.v so ist lg n 
= CO und 

0,88459 

<9 = 0,56315 

I" 

In allen den Fällen also, wo No. 8 die 
Versuchszahlen für fi kleiner sind als 
0,56315 miifs das Gewölbe stärker sein, 
oder die Fuge mufs am Widerlager einen 
kleineren Fufswinkel als 90° erhalten 

Für das Gewölbe n= 1,01 und .1 =0,61320 
bat man für n = 90° 

0,61320 

lg !p = 0,4660 

Fördas Gewölbe » = 1,3 und /1=0,41166 
0,41166 

Für das Gewölbe » = 1,4 und /4 = 0,33670 
0,3367 


lg 


: 0,25887 


lg 1 /. = . 


j" 


= 0,21435 


Alle diese Gewölbe haben für die Mit- 
telkraft am Widerlager einen Winkel i/>, 
der kleiner ist als der Reibungswinkel 
und sind somit gegen das Rü^gleiten 
eines Qewölbestü^s gesichert. 

18. Es sollen die Bedingungen des 


Gleichgewichts eines überall gleich star- 
ken Kreisbogengewölbes und seiner Wi- 
derlager unter der Voraussetzung ermit- 
telt werden, dafs ein oberes Gewölbe- 
stück als Keil wirkend das darun- 
ter befindliche zum Rückgleitea 
bringt. 

liierunter ist verstanden, dafs ein oberes 
Gewöihstück vermöge der Keilwirkunj! 
nach innen gleiten will und mit die- 
sem Bestreben das darunter befindliche 
Gewöihstück die Einwirknng zum Glei- 
ten nach anfsen mittheiit. 

Die erstgenannte Wirkung des oberen 
Wölbstücks ist für ein Kreisbogengewölbe 
in No. 9 mit Fig. 659 betrachtet worden: 
das Wölbstück ABDE, ein Kreisringstürk 
unter dem Ceniriwinkel y erhält dadntth 
das Bestreben nach innen zu rutschen, 
dafs die aus der Kraft P und dem Ge- 
wicht Q hervorgehende Mittelkraft Ä rechts 
der Normale FH fällt und es ist fürs 
Gleichgewicht (Formel 3) 
r=QcoHii +7) = |(n»- I)r*</col(9-l-i) 
Ferner Ist zu Verhütung des RuLschens 
nach innen unter der Bedingung, dafs 
/( = ty I = } ist, im Mazimo (Formel 5) 

(/ oo((y -f i) = 0,34788 
lind der Horizontalschub (^P) für die heil- 
Wirkung im Maxime (Formel II) 

P= 0,17394 (»>- I)r* 

Mit diesem constanten Werth von F 
ist auch der dem Maximo entsprechende 
ZACD (Fig. 659) =y = 27° 18' für die 
folgende Untersuchung beseitigt. 

Die zweite Wirkung, das Gleiten nach 
aufsen ist im .Allgemeinen für das Ge- 
wölbe in No. 16 mit Fig. 662 untersucht. 
Hier ist ABDE das Gewölbstück, dessen 
Kanten AB und DE den beseitigten Ma- 
ximalwinkel in (' bilden und das auf da.« 
untere Wölbstück DEEL mit der Hori- 
zontalspannung in Maximo 

= 0,1 7394 (n» - l)r* 

eineWirkung zum Auswärtsgleiten äufseit, 
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indem du Gewicht beider Oewölbstücke 
lu dem einzi^n Q vereinigt der Hori- 
rontalspannnng P nachgibt , eo dafs die 
Xittelkra/l R aufserhalb des Gewölbes 
fällt. 

Die Formeln No. 16 beweisen übrigens 


B, und geht von B auf den festen Punkt 
D über, wo er der Drehung um L wi- 
dersteht, während dort eine Drehung um 
K vorausgesetzt worden 
Die Kraft P, wirkt demnach mit dem 
Hebelsarm MO = x, auf die Drehaxe L 


ihre gänzliche Unabhängigkeit von der um die Oeffnuug der Fuge bei K zu hin- 
Lage des Punktes M, in welchem beide dem; ihr entgegen wirkt 9 in C mit dem 
Kräfte P und Q sich schneiden und For- Hebelsarm (LO — OJ) — t) indem 
mel VUI gibt für's Gleichgewicht der sie beabsichtigt die Fuge in üf zu öffnen; 
Kräfte mit der Reibung ferner bat das Gewicht Q' in G' dieselbe 

_ P lg ~ Q Absicht nnd wirkt mit dem Hebelsarm 

lg Qtg tf (,LO — G'N) = (ji" — Man hat also die 

•0 a den Winkel bedeutet den die un- = 

tere Fuge beider Oewölbstücke mit dem ' ~ *) + P (jf 


Ückeitelloth bilden. 


5(P-f-P’)Jf’'-(se-fz'P') 


Setzt man nun Setzt man (wie No. 10) W = dem Oe- 

för P den Werth 0,17394 (n* — 1) r* wicht beider Gewölbestücke, oder der gau- 
för Q den Werth i-(n’ — 1) r’</ zen ABKL ; h dessen Abstand vom Scuei- 

und dividirt Zähler und Nenner mit telloth, so ist 
j (a’ - 1) r’, so erhält mau Q A- Q’ = W 


l> «!' = 


0,34788 lg<f-J£ _ 0,.34788-(yro <y 
0,34788 +(f lg(f~ 0,2*1»» cot (f + <f 


daher 


iQ -f i'Q’ =t «IF 
P,x,^y"W -uW 


Der Werth von tg wird also im Ma- 
UBmm für (f — 90°. Kür diesen Werth 
bat mau 


0,34788 


= 0,22146 


Ei ist also lg r = u immer gröfser als 
der Winkel, den nach aufsen die Uittel- 


W{g"-u) 

wo g" — « der Abstand des Schwerpunkts 
des ganzen Gewölbestücks von der Kante 
L ist. 

Vergleicht man diese Bedingung mit 
der ans No. IO 

P'x'<(ji'-u) W 


traft R mit d«m Loth auf die Fnge bil- 
det, und es kann inFolge derKeil- 
«itkungkei II unteres Ge wölbstück 
nach aufsen rutschen. 

19. Es soHen die Bedingungen des 
lileickgewichts eines gleich starken Kreis- 
bogengewölbea und seiner Widerlager 
unter der V^oraussetzung ermittelt wer- 
deu, dafs ein unteres Gewölbstück 
ils Hebel wirkend sich nach ein- 


so bat man in beiden die Länge h 
übereinstimmend, y' aber > y" folglich 
das Moment der wirklichen Scheitelspan- 
nung für die Hebelwirkung gröfser als 
das für das Einwärtsdrehen eines unteren 
Wölbstfleks. Ist daher das Gewölbe mit 
der wirklichen. Scheitelspaiiiiung im Gleich- 
gewicht, so wäre der Bedingung gemäfs 
P,x, gewifs gröfser als «), wäre 

Px' aber auch kleiner, so wäre 


«ärts'drebt. 

Ist Fig. 663 DEKL das Gewölbestück, 
selches das Bestreben hat, um die un- 
tere Innenkante L nach einwärts sich 
in drehen, also die Fuge LK bei K zu 
Offnen, so profst cs mit der änfseren 
Oberkante D gegen das obere Gewölb- 
itiick ADF.B, es strebt dasselbe um diese 
Kante D nach innen zu drehen und die 
Fnge DF. bei E zu öffnen. Mit diesem 
Bestreben entsteht zugleich ein Gegen- 
ilmck des oberen Stücks ARÜE in der 
l'nterkante B der Scheitelfuge gegen das 
rechts befindliche Scheitelstück und ein 
Beitreben zu Oeffnung der Scheitelfuge 
in A. 

Es ist dieser Fall also der entgegen- 
gesetzte von No. 10 mit Fig. 660. Der 
UorizoDtaldruck wirkt dort in A, hier io 


Px - P.x, = (y'-u)iV- {y" - u) \y 

= - »■ ■) » 

und es könnte das Moment der wirkli- 
chen Scheitelspannung von dem Moment 
der Spannung für Kinwärlsdrelieli eines 
unteren Gewölbestückes nur übertrolTen 
werden, wenn y''J>y wäre, welches nicht 
möglich ist. 

20. Ein unteres Gewölbstück, welches 
als Hebel wirkend sich einwärts dreht, 
kann mit diesem Bestreben ein oberes 
.Wölbstück nicht als Keil zum Itückglei- 
teil bringen, denn die wirkliche .Scheitel- 
spannung P für die llebelwirkuiig ver- 
hindert das Einwärtsdrehen der Wölb- 
stücke, die Keilwirkung kommt aber erst 
dann in Betracht, wenn deren Scheitel- 
spannung P> ist als die für die Hebel- 
wirkung P und dann verhindert die Sebei- 
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telspannnn^ P das Einwärtsdreben der 
nnteren Wolbstücke. 

21. In den bisherigen l'ntersnchungen 
der Gewölbe ist jederzeit eine Fuge im 
Scheitel angenommen wonlen, es fragt 
sich nun wie die Kr.äfte und Wirkungen 
sieh ■verhalten wenn das Gewölbe einen 
.Schlufsstein hat. Da nun die wirk- 
lichen Scheiteispannungen für die Heil- 
wirkung und für die Hebelwirknng die 
hervorragendsten Kräfte sind, so kann die 
Untersuchung auf diese beiden sich be- 
schränken. 

Es sei AB DE der halbe .Schlulsstein 
des Gewölbes von dem Gewicht Q in dem 
Abstand GJ dessen Schwerpunkts G 
vom Scheitelloth wirkend. Der Abstand 
DM der oberen Aiifsenkante D vom Schei- 
telloth sei y, der lothrechte Abstand AM 
der Kante D vom Scheitel A sei r. 


Fig. 6G3. 



Das dem Schlufsstein zunächst befind- 
liche Gewölbstück DELK habe das Ge- 
wicht Q', der Abstand G'i\ seines .Schwer- 
punkts G' vom Scheitelloth sei i', der 
der inneren Unterkante I. von dem Schei- 
telloth sei 1.0 = >j", und der Abstand AO 
der Kante L vom .Scheitel .1 sei x. 

Da nun in AH keine Fuge ist, so kann 
weder In A noch in B Bestreben zur 
Drehung sein; die llebclwirkung kann 
also nur von dem Gewölbestück DKKL 
ansgehen, und es wird dann vermöge 
seines Gewichts (>' in G’ das Bestreben 
haben, sich um die innere Unterkante J. 
nach einwärts zu drehen; hierdurch aber 
geschieht ein Druck des Gewölbestücks 
gegen den .Schlufsstein in der Kante D 
und der Schlulsstein wird in dieser Kante 
!> der Drehung um die Kante /. mit 
einem Ilorizontnlschnlie Widerstand 
leisten. Das Gewiehl des Schlufssteiiis 
wirkt im Scheitelloth AB auf beide Ge- 
wülbehälllen zugleich, der halbe Schlufs- 


stein folglich mit dem halben Gewicht 
Q in der Stützkante D lothrecht abwärts, 
beide Kräfte Q und Q' vereinigen .sich, 
die Drehung des unteren Gewölbstücks 
EDLE um die Kante L zu vollbringen, 
die Kraft, P' wirkt die Drehung zu ver- 
hindern. Für's Gleichgewicht hat man 
daher die Momentengleichung in Bezie- 
hung auf die Axe L : 

(A 0-A M)P„= {LO-DM)QHl^O-G‘N)Q 
oder x'P,,-(ji''-y)Q+{y" -*)Q' 

„ (.y"-i)Q' + {y"-y)Q 

worzius r,, — . — * — 


oder 




In No. 19 ist die Kraft, welche bei 
einer Scheitelfuge derselben Drehung um 
/. widersteht 


P ^y"{Q+Q’) - -'Q'-^0 


also ist P, - P„ = {y-i)~ 

X 


Es ist aber y> i 

folglich ist die Kraft P, bei einer Schei- 
telfbge gröfser als die Krall P,, bei einem 
Schlulsstein und mithin die Stabilität 
des Gewölbes bei einem Schlufs- 
stein mehr gesichert als bei ei n er 
.Scheitelfuge. 

22. Für ein Oewölbo ist die Scheitel- 
spannnng der Art bestimmt worden, dafs 
es den Anforderungen der Stabilität ent- 
.spricht. Die Abmessungen seiner Wi- 
derlager sollen so festgesetzt werden, dafs 
dieselben sowohl gegen das Verschieben 
als gegen das Umwerfen gesichert sind. 

Es sei Fig. 664 DFUKL der Quer- 
schnitt des trapezförmigen Widerlagers, 
die halbe .Spannung des Gewölks = b. 


Fig 604. 
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die lichte Höhe bis zar Horizontalen der die Uewirht.seinheit, «ie hei den früheren 
inneren Oberkante des Widerlagers = n, IJntcrsnchnngen — der Flächeneinheit, Q 
die wirkliche Scheitclspannung = der das (iewicht der (iewülbehäine, dder Ab- 
Fiifswinkel h'HJ = », die innere Höhe des stand dessen Hchwerpiinkts vom Schei- 
Widerlagers = A, die obere ISreite desscl- telloth. 

ben h'H = e, die äuftoro Böschung KL Der Querschnitt des Widerlagers ist 
sei nfäfsig, die untere Breite DL=x; = den Tra[>ezeu 

DEFH + EH KL = } (OF+ EH) ./>£+! (HK + EL ) . EH 
Nun ist DF= h 

EH = EJ+,JH = h + ccoitt 
DE — c sin R 

also 1 (D£+ EH) • DE = ^ (2h + c c»s r) c • sin r 

HK=DL- DE- lUL = x-csinn - H- EH 

= x — c sin R — n (A + c cos r) = x — c (sin n + n cos r) — nA 
EL = DL — DE = x — c sin r 

also J (HK + EL) EH =[x — csintt — ^n (A + c cos o)] (A + c cos r) 

Mithin das Trapez DFHKL 

= X (A + c cos o) + (A + Je cos o) c • sin o — [c sin r — Jn (A — c cos n)] (A + c . cos ii) 


welches der Kürze wegen bezeichnet wer- 
den soll 

Ax -f B 

dann ist das Gesammtgewicht des Ge- 
wölbes mit dem Widerlager 
Ax + J? -f* 

Aus diesem Gewicht entspringt an der 
Grundfläche des Widerlagers eine Kci- 
hung = ft (Ax + B + Q) 

Also für's Gleichgewicht und die Si- 
cherheit gegen das Verschieben des Wi- 
derlagers mit dem llorizontalschub 
(Ax+B + Q) 

Mail nimmt für die Sicherheit an, dals 
der Reibungswidorstand mindestens um 
die Hälfto gröfser sei als der Horiznntal- 
schub, also die Gleichung für die Stabi- 
lität gegen das Verschieben ist 
lF = f,(Ax + B I Q) 

woraus 

l _3P-2«(ßd ()) 

' = {2jt-^-VÄ- 2^A 


Der Hebelsarm dos halben Gewölbes 
ist = X + h — d 

also dessen Moment iu Beziehung auf 
1 = (x -f 6 - d) C>. 

Ist das Gewicht des Widerlagers o, die 
Entfernung des Loths aus dessen Schwer- 
punkt von L = e so ist dessen Moment 
in Beziehung auf die Kante L = e • q; 
der Horizontalschub hat den Hebelsarm 
R -f- A mithin ist für's Gleichgewicht und 
Sicherheit 

P(a + h)<(x + i — d) Q + tq 

Auch hier soll der Sicherheit wegen 
das Moment des Widerstandes das IJ fache 
von dem Moment der .Scheitelspannung 
betragen. 

23. Den llorizontalschub eines Gewöl- 
bes zu bestimmen, dessen innere Wülb- 
linie ein Kreisbogen, dessen äufeere aber 
eine Horizontallinio ist, die noch aiifser- 
dem eine nach ihrer Länge gleichmäfsig 
vertheilte Belastung trägt. 


Hat das Widerlager horizontale Fugen, 
so kann auf der oliersten horizontalen 
Fuge ein Gleiten des Oberkörpers erfol- 
gen;. alsilann wird die Stärke x in dieser 
Fuge und A von derselben Fuge bis zur 
inneren Anfänger-Kante F gemessen. 

Soll das Widerlager durch den Hori- 
zontalschiib P um die Kaute L nicht ge- 
dreht and umgeworfen werden können, 
so darf das Moment des halben Gewöl- 
bes und des Widerlagers in Beziehung 
zof die Kante L genommen nicht kleiner 
sein, als das Moment des Horizoiital- 
schabes P iu Beziehung auf dieselbe 
Kante L. 


Fig. OCö. 
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A. Wenn die Wölbfugen bis zui ober- 
sten HorizonUUinie sich erstrecken. 

Es sei BF die innere Wölblinie vom 
Helbmesser BC=r, die Stärke AB des 
Gewölbes im Scheitel = d, die Belastung 
der Horizontalen auf die Längeneinheit 
= q, der Winkel HCB eines Wölbstückes 
= (f . Alsdann ist die Belastung auf die 
Länge AH = +d)q lg if. 

Ist G der Schwerpunkt des Gewölb- 
stnckes AB EH, dessen Abstand GM von 


dem Scheitellotb = s, der Abstand EJ 
der Bogenkante E von demselben Loth 
= y , der Abstand EK derselben Kante 
von der Horizontalen AH = x , das Ge- 
wicht des Gewölbestücks ABEH = Q und 
die Scheitelspannung in A = P, so hat 
man für die Kante £ als Drehaxe: das 
Moment der Scheitelspannung für die 
Hebolwirkung = der Summe der Momente 
von Q und q. D. h. 


xP’ = (j)-i)Q + (y-^AU)AH‘q 

= (.y- i) Q + \y- i(r + d)lg q\(r + d)q lg tf . 
hieraus die Scheitelspannung für die Hebelwirknng: 

f< - » [P + Cr~ + d) ? y] - »P - -(• y lg '■'y 


Nun ist 0 = AGA// — Ansschnitt Cfl£ 

= iACxAH-iBC *y 
= 1 (•■ + <0* lg y - i r*y 

Ferner ist tQ = dem Moment des C:,CAH — dem Moment des Ausschnitts CBE, 
beide Momente in Beziehung auf das Scheitelloth AC. 

Das Moment des A CAH in Beziehung auf AC ist 

isCAH X A = 1 (r + d) ’lg y • 1 (r -P d) lg y 
= 1 (r -f d)* lg ’y 


Der Ausschnitt CBE ist = Ir’y 
Der Abstand des in der Halbirnngs- 
linie von y liegenden Schwerpunkts des 
Ausschnitts vom Mittelpunkt C 

ist = l"'V*l^r 

.also der Abstand desselben vom Scheitel- 
loth AC 




(1^) ^ 
i<f 


«in *(iy) 

. »in(Ay)=J I 


und das Moment des .Ausschnitts in Be- 


ziehung auf AC 

~ * **"”y,^“ • r X }r !y = J r> «in »{* y) 

mithin das Moment des Gewölbestücks 
ABEH auf AC 


■-Q = UrAd)^lgh, lr»«in=(ly) 
Ferner ist g = r «in y 

X = r + d — r cos y 

Substituirt man alle diese Wrrthe in 
den Ausdruck für /’, so erhält man die 
Schcitelspannung für die Hebelwirknng: 


1"= 


I»~ [H»' + d)*lgy - j r *y -f (r -f d) g 

r -f- rf ~ r cos if. , 

— .zJ llfi" + !(>• + d) Ig^if 

r -f rf — r cot (f 

oder 

r(r-fd)lgy«i«y [Hi’ + d)-)-g]-Ar’y**"‘f^-i(''+d)*IJ*y [i(c-|-d) + g]-|- Jr»»in ^ 

r + d — r cos ^ 

Nnn ist J r> «in -^ = i r> (l - co« y) = J r> [d -f r (1 - co« y) — d] 

= A r* [d -b r (1 - CO« y)] — ,4r >d 

Diesen Werth für das letzte Glied und mit dem ersten Gliede vorangesetzt gibt 
_ Ac*[d-f r(l-co«y)] r (r -f d) lg y «in y [Afr -f d) -b g] - Ar *y «in y 
d-Ar(l-co«y) d r (1 - ro« y) 

_ A («• -b d) »lg V [A (r -I- d) -b g] -b Ar »d 
d -b r (1 — CO« y ) 
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also 

ir'ä+Hr + d) *lj *i)r (9 + - [r(r + rf) (9 + ) »S T ~ «•" T 


P=l, 

oder mit }r dividirt: 

, (r + <0 V ,»• + (/ 


d + r (1 - cot tf) 


J rd + ~ ~ (» + T“ ) '9 V - [(»■ i <0 (2? + »• + <0 rj 19 - r >9] sin 9 

= ir'-l -^-5^ ^ ’ - r i 


r + d 


— cot (f 


Das zweite Glied des Ansdrucks für 
f bleibt für jeden Werth von 9 snbtrac- 
tiv, denn für 9 = 0 und für 9 =90° ist 
der Nenner positiv. Für 9 = 0 wird der 
Zähler = + J rd und für 9 = 90° wird der 
Zähler = + <»• L'm also das Maximum 


von P für die wirklkhe •Scheitelspannnng 
zu finden, hat man nur nöthi^r, von dem 
zweiten Oliede das Minimum zu be- 
stimmen. 

3. Die Scheitelspannune für die Heil- 
wirkung ist nach Formel I. 


[(? + (»• + <0 tj <f • ?] cot (» + ') 

= [*(*• + < 0 * 'S <r - i*" *9 + (•■ + <0 ? <J 'f I cot (9 -b i) 
= H(c + d) (r -I- d -t- 29) rj 9 - r >9] cot (9 - 1 - r) 


Eine leichte mit Logarithmen anszn- denselben Bezeichnungen mit Fig. 66ö, 
führende Proberechnung erjnbt den ^9 und wenn man noch den ätifseren Halb- 
för's Maximum von Pund P; das gröfste messer AC mit A annimmt, das Gewicht 
beider Maxima ist der wirkliche Ilorizon- G = dem Querschnitt BEDML = dem 
talschnb des Gewölbes. Trapez COSf£ — dem Kreisausschnitt CAP. 

B. Wenn die Wölbfugen nicht bis zu 
der änfseren horiznntalen Linie sich er-» Fig. 66C. 

strecken, sondern nur die Fngen eines 
ans concentrischen Kreisbogen oestehen- 
den Gewölbes sind, welches bis zu der 
horizontalen Oberfläche übermanert ist. 

Es sei nun AHPK der Theil des Ge- 
wölbes, von welchem der llurizoutalschub 
rntsteht. Für den narhthcilig.sten Fall 
«oll vorausgesetzt werden, dafs die Ueber- 
manernng in einer lothrechten Fuge Oll 
sich trennen kann. Ist dann die Bela- 
stnug durch dasselbe Material von der 
Höhe AL = q gegeben , so hat man bei 


Fig. 66C. 



= 5 (ff, i- üM) ML - cm: 

i l(« + ?) + (R + V - Ä cot 9)1 X II tin 9 - Jr ■■<9 
Q = {R + q — iR cot if) B sin 9. — *9 

Das Moment von Q in Beziehung auf das Scheitelloth CL ist = dom Moment 
des Trapezes CDML — dem Moment dos Kreisausschnitts CBE, 


Der .Abstand des Trapezes von CL ist = 

,t,,CL+ 2 DM . A -b 9 -b 2 (A -i- 9 - A cos 9) 

^^^~CL+DM R + q + E + q~Rcot(f 

. „ . 3 (A -b 9) - 2 A cos 9 

’ 2{R + q)~ Rcotq 

Dies multiplicirt mit dem Trapez (A -b 9 — JA cos 9) A sin 9 gibt das Moment 
des Trapezes 

= lA»sin«9 . [3(A-b9)-2 AC019I 
hiervon das Moment des Kieisaosscbnitts nach A 
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= ^ ji*"'' (Jqr) = lf*(l — rn» </^) gibt da.s Moment von Q in Beziehung auf CL 
= i . P = i Ai* jin [3 (/? + ^) — 2Ä ros - J r’ (1 — roj qr) 
und d.is Moment auf die Kanto E als Drchkantc genommen = (j - t)Q. 

l>as Moment der Sclieilelspannung in der Kichtung AP auf dieselbe Kante E 
genommen ist = l‘•EK=Px, folglich 
xP’ = (jj-i)Q 

oder (Al — r cot (f) P' = (r sin tf — s) ij 
also 

(H. — r cot (f) P' = r tin tf Q — iQ = r sin tf [(A{ + y — cos Al sin - 4 ’y 1 - tQ 
Für iQ den obigen Werth gesetzt und reducirt: 

_ R sin ‘<1 |(fi + y) (»• — jR) — i E (3r — ‘2R ) cot 7 ] — y sin y + i r* (1 — cos y) 

R — r cot (f. 

Ä _ 

Odor wenn mau wie früher — = n und noch — = m setzt; 

r r 

p,_ n sin ■‘y [(n + m) (t — ^n) - ln (3 — 2n) cos y ] — 4 y sin y + j (1 - ros y) 

n — cot tf- 

Ks ist nun in einem gegebenen Fall bei bekanntem n und m der Z. 7 fürs 
.Maximum P' als die wirkliche Bcheitolspannung für die llebelwirkung zu ermitteln. 
2. l>io Scheitclspannnng P für die Koilwirknng ist nach Formel I; 

P= Q rol(tf- + r) = [Ai + y — jAl cos y) Al sin tf — *y ) cot (y + i) 

= l(n + >n — In cos y ) n sin y — j y ] r* cot (y + 1 ) 


Dic.ser Ausdruck gibt für’s Maximum 
die wirkliche Scheitelspannnng für die 
Keilwirkung. 

2-1. /ahleiibeispiol fü r ein Krois- 
bogongowölbe. 

Es soll die Stabilität eines Gewölbes 
untersucht werden, welches in Form eines 
Halbkreises eine Spannung von 20 Fiil's 
und eine iliirchweg gleichförmige Stärke 
von 11 Fuls hat; ferner soll die Stärke 
der Widerlager bei deren Höhe von 12 
Ful's gefunden worden. 


Es ist (s. No. 9) 

r = 10', Al = 10 + U = 1 U’ folglich 
n = 1,15 
n*= 1,3225 
n*= 1,5209 

Die Schcitelspannung im Maximo für 
die Keilwirkung ist nach No. 9 
1) A* =0,1 7394 X(n*- l)r* 

= 0, 17394 X 0,3225 X 100 = 5,0095 
Die .Schcitelspannung im Maximo für 
die llebelwirkung ist nach No. 1 


I - a.s»’-‘ 1 

ysiny+J --- _a_, 

A" = i(n’- l)r* 

* 1. n — cosy n* — IJ 

^ 16,125 r ’f»” T + 0 ^6152 _ 1 

L l,lo — cos y -I 


Dev Tabelle No. 12 zufolge versuche 
y zwischen 54° und 58°. 

(Nach No. 14 rechnet man 

O 

‘I 'I - -•> 7 ")■ 

.Mau erhält den ersten Summand der 
Klammer 


für 

y = :>4° 

.Summand = 1,6435 


y = 55° 

, = 1 ,6443 


y = 56° 

, = 1.6449 


y — 57° 

, = 1,6554 


y = 58° 

= 1,6449 


Es ist also für y = 57°, P' ein Maxi- 
mum. 

2. A* = 1 6,1 25 ( 1 ,G554 - 1 ,0768) = 9,3299. 
Woraus hervorgeht , dafs die Scheitel- 

Spannung für die Ilcltelwirkung gröfser 
ist als die für die Keilwirkung. 

Die hypothetische SchciteI.spannung bei 
dom Fufswiiikcl = 90° h.it man nach No. 
13, Formel Vlla; 

3. r = i(»*-l)r*[l„-J^Zy 

= 16,125(1,57080 - 0,93634) = 10,191 
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Die wirklich« ScheitelspannunK für die 
Hebelwirkang Ut also bedineungsmärsip; 
kleiner als die hypothetische Scbeitel- 
spannung. 

4. Ob nach No. 16 ein oberes Wölb- 
stürk, als Hebel wirkend, ein unteres nach 
anfsen verschiebt findet man für das 
Kreisbogengewülbe aus No. 17, Formel IX. 


kend zur Drehung nach einwärts nicht 
kommen kann. 

7. Die Widerlager eollen einen recht- 
eckigen Querschnitt haben. Um deren 
Stärke x zu finden hat man 

Die gröfsere von beiden Schcitel- 
spannungen, die für die Uebelwirkung 
= 9,3299 


lg<p = - 


. JL 

+ <f 


tg(p 

wo A nach Formel X = ist der Klain- 
mergröfse von P' im Maximo, also für 
<p = ö7° 


^= 1,6554-1,0768 = 0,5786 
Nun ist das Maximum der gedachten 
RückKhiebeviirknngio dernntersten Fuge, 
mithin qp = 90° und 


•g 



0,57 86 

iT5“708 


= 0,371 


Die lothrechte Entfernung der horizon- 
talen Scheitelspannnng von der unteren 
Aufsenkante desWiderlagers l^'-b 10’-|- 12' 
= 231’. 

Das Gewicht eines Widerlagers ist = 12x 
mit dem Qebelsarm Ix. 

Das Gewicht des halben Gewölbes 
= i(Ra_r«) = -^(»«-l)r> 

= — . 0,3225 . 10» = 25,3290. 

4 

Der Bebelsarm des halben Gewölbes 
in Beziehung auf die äufsere Widerlager- 
kante öndet man folgender Art. 


Da nun der geringste Werth von 
/i = rjt = 0,5 ist, so kann ein Enckglei- 
ten eines Gewölbstücks auf dem Wider- 
lager nicht statt finden. 

5. Dafs durch die Keilwirknng eines 
oberen Wölbstncks ein unteres zum Aus- 
wärtsgleiten nicht gebracht werden kann 
ist in No. 18 nachgewiesen. 

6. Desgleichen weist No. 19 nach, d^s 
ein unteres Gewölbstöck als Hebel wir- 


Nach Formel 4, No. 12 ist die Entfer- 
nung des Schwerpunkts eines Xreisbo- 
gengewülbes vom Scheitelloth 
, sin’ l<r n* - 1 l- cot <f - 1 

„ , («’— l)n 

Für (y = 90° = In also = 1 • r 

also das Moment des Gewölbes in Be- 
ziehung auf das Scheitelloth 


= t . r X — (n’ - 1) r^= J («’ - 1) r> = 1 • 0,5209 • 1000 = 173,625 

(*’ — 1) a 4 


Nnn ist das Gewicht des halben Ge- 
wölbes = 25,3290 folglich der Abstand 
des Schwerpunkts vom Scheitelloth 
_ 173,625 
* “ 25,3290 

Mithin der Abstand des Gqwölbeschwer- 
punkts von der äufoeren Widerlagerkanto 
173,625 

= r + x-a = 10-t-x- 

Und also das Moment des Gewölbes 
auf die Anfsenkante = 

(KHx) 25,329- 173,625 = 25,329x -179,665 

Das Moment des Widerlagers = 

Ix - 12x = 6x* 

Mithin das gesammte Widerstandsmo- 
ment = 

6x» -i- 25,329x + 79,665 
und das Moment der Scheitelspannung: 
9,3299x231 = 219,2526 


Man hat nun für die Sicherheit des 
Gewölbes: 

I. Gegen das Verschieben des Wider- 
lagers: 

Das Gesammtgewicht von Gewölbe und 
Widerlager = 25,3290 -1 12x 

Die Scheitelspaunung =9,3299 
also für's Gleichgewicht und für die Si- 
cherheit die Vergleichung 

fl (25,3290 -1- 12x) 5 9,3299 

Wenn man für fi den kleinsten Werth 
= 1 nimmt, so ersieht man, dafs das Ge- 
wölbe gegen das Verschieben der Wider- 
lager hinreichend geschützt ist. 

Denn nach No. 22 soll der Keibiings- 
widerstand das llfache der Scheitelspan- 
nung betragen, also 
1(25,3290 i- 1 2x)= 1 • 9,3299=1 3,9948 
oder 6x = 1 3,9948- 1 2,6645= 1 ,3308 

also X nur =0,22... 
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Es mufs aber die Breite des Widerla- + 2d,329x + 79,665 = 219,2626 

gers mindestens = der Gewölbedicke = 1,6 Nach No. 22 soll für die Sicherheit des 
sein, wobei also em Verschieben dessel- Gewölbes das Moment des Widerstandes 
ben nicht möglich ist. ans der Belastung mindestens das 14 fache 

Gegen das Gmwerfen des Widerlagers ^,5 Moments der Scheitelspannung be- 
iim die anfsere Kante hat man die Glei- tragen, 
chiiiig fürs Gleichgewicht 


Mithin 4x’ + 25,329x + 79,665 = j • 219,2526 = 328,8789 
Diese Gleichung geordnet ist 

x> + 4,2215*-41,6316 = 0 
woraus x = — 2,11075 ± 146,9868 

= -2,11075 + 6,78136 = 4,67061 Fnfs. 


25. Zahlenbeispiel. Die vorige Auf- 
abe mildem Unterschied, dafs die Höhe 
er Wölbung nur 1 der Spannung beträgt. 
Dieser Aufgabe entspricht die neben- 
stehende Figur. 


woraus r = 10| = 10,833 . . 

ferner AB= 1,500... 

hieraus AC = H= 12,333... 


Es ist gegeben DF = 20' 

= J.20' = 61’ 

Um nun den Halbmesser CD = r zu 
bestimmen hat man 
Sehne DB' = DJ^+JB^= 10»+ 6J»=144J 
Nun ist •2-VDy.JB = BD* 
also 2r*6J = 144J 


»• = 1,2961 
»•=1,4765 
r»= 117,3611 

Bezeichnet man den Fulswinkel der 
Fuge DE mit dem Lothe mit n so ist 
dieser = Z.ACD und 

DJ 10 

"~DC~ KWS ~ ^ 

woraus II - 67° 23’ 

Der gröfste Uorizontalschub für dis 
Keilwirkung ist nach No. 9, Formel II. 
I. /*=0,17394(»*-l)r* 

= 0,17394*0,2961. 117,3611 
= 6,04452 

Der gröfste Horizontal.schub für die 
llcbelwirknng hat nach No. 12, Ta- 
belle den Maximalwinkel höchstens 
C.4° 9’ 50": der Bogen dos halben Ge- 
wölbes ist 67° 2.1’ mithin ist der Ma- 
.\imalwinkel in demselben mit begrif- 
fen. Man hat nach No. 12 die Scnei- 
telspaniiung 


Fig. 667. 



if »in <f + i 


»•- 1 


/•■ = J(n‘-l)r» - 

n- cot if »’ — 1 i 

= i • 0,2961 . 117,3611 1 til" _ J,0706] 

• ’ ’ 1 1,1385- CO» V J 

Eine Proberechnung mit dem ersten Summand der Klammergröfse ergibt für'» 
M-aximtim if = 56° 20’ 

Demnach ist 

„ „ rare 56° 20’ xii» 56° 20’ + 0,1482 ..,„1 ,,„.„[0,9665 . 

- 1,1385 -co 756° 20’ ‘■‘>^06j= 1.0706J 

= 17,3763 X (1,6646- 1,0706)= 17,3753 • 0,584 
2. P’ = 10,1470 

Es ist also die .Scheitelspaunung für die Hebelwirkung gröfser als die für die 
Heilwirkung. 


Digitized by Google 



Gewölbe. 187 Gewölbe. 

Di« hypoth*ti*che Scheitelspannnnp: für den Fnfewinkel 67° 23' hat man nach 
Ko. 13, Fonnel VII, b 

P" = 4 (»^ - 1) [« «< J« - * 

= 17,3753 • [orc67° 23’xco( 33° 41’ 30" - 1,0706) 


3. F" = 1 7,3753 X 0,6934 = 12,0481 

Die wirkliche Scheitelapannung für die 
Hebelwii^nng ist also bedingangsmäisig 
kleiner als die hypothetische Scheitel- 
spannnng. 

4. Ob nach No. 16 ein oberes Oewöl- 
bestöck als Hebel wirkend ein unteres 
nach anfsen verschiebt findet man für 
das Kreisbogengewölbe ans No. 17, For- 
mel IX 


lg il) = 


>9<f 


lg (f 


+ <F 


wo A die Elammergröfse für 
bedeutet. 


P' = 0,584 


Es ist demnach, da da» klaximum von 


lg ij; für den gröfsten Werth von (f, also 
für den Fufswinkel = 67° 23' entsteht 


0,584 - 0,490 _ . 

*^'^“0,24330-1- 1,17606“ ’ 


Der geringste Werth von u = lg t ist 
= 4, mitÜn ist die gedachte Wirkung 
nicht zu besorgen. 

No. 5 und 6 der Wirkungen, deren bei 
dem Kreisbogengewölbe Erwähnung ge- 
schehen, können hier noch weniger ein- 
treten. 

7. Die Scheitelspannnng, mit welcher 
das halbe Gewölbe um die unterste Aufsen- 
kante E gedreht wird, ist nach No. 13, 
Formel Vlll,b 

P" = 4 (»> - 1) H col (}.<) - 4 


D«r Hebelsarm ist = AC — CE cos o — Ä — Ä cos « — Hr (l — cos g) , 

Daher das Moment von P" in Beziehung anf die Kante E 

3» f = } (»’ - 1) r» [«» cot (i«) (1 -CO* «) - J “^1 

= 5 (n* - 1) r* [nii sin « - J (1 - cot «)] 

- i . 0,2961 • 10,833...* [1,1385 -orc 67° 23'-iin 67° 23'- 1,0706(1 -coi 67° 23')] 
5! F'= 188,232(1,2360-0,6589)= 108,6255 

Nun ist HK=DE . »in « = 1,5 • sin 67° 23' = 1,38462 
EK = 12 + OE ■ fo» <f = I2,r>7684 
Das Moment des Trapezes OEKH gegen EK also 

1 (OH-h KA-)x /fffx 5 = i IIKHEK - 20//) 

= i • 1,38462* • (12,57684 + 24) = 11,6870 


Uithin die Summe der Momente des 
halben Gewölbes und des Trapezes in 
Beziehnng auf die lothrecbte EK 
= 108,6255 -1- 11,6870 = 120,3125 
Nun ist der Inhalt des halben Gewölbes 
= J (»» - 1) r* • orc 67° 23' 

= 17,3750X1,17606= 20,460 
Der Inhalt des Trapezes 
= \{DH + EK)HK 

= } • 24,57684 X 1,38462 = 17,015 

Die Summe beider Inhalte = 37,465 

Daher der Abstand dos gemeinschaft- 
lichen Schwerpunkts von Gewölbe 4- Tra- 
, , 120,3125 

per von der lothrechten EK = 


und von der Kaute t = x + 


120,3125 


37,465 

Daher die Summe der Momente de.s 
Gewölbes und des Trapezes in Beziehung 
auf die Kante L 

= 37,465 -X 4- 120,3125 
Hierzu kommt nun das Moment des 
Rechtecks EL 

= EK-X.LK-K \LK= Sx». 12,57684 
= 6,2884 X X» 

Folglich ist das Moment des halben 
Gewölbes und eines Widerlagers in Be- 
ziehung anf die Kante L 

6,2884x* 4- 37,465x 4- 120,3125 
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Nun ist der lothreehte Abstand des 
Scheitels J von der Kante L 
1* +6S + 12 = 20i 

Die wirkliche Scheitelspannunir P war 
10,147. 

Deren Moment auf die Kante L also 
= 30{x 10,147 = 204,63. 

Der Sicherheit wegen soll das Moment 
des Widerstandes das IJfache der Schei- 
telspannnng betragen 

= 1} X 204,63 = 306,95 

Demnach hat man die Gleichung für 


Sicherheit 

6,2884x* + 37,465x + 120,31 25 = 306,95 
und geordnet 

x’ + 5,9578x - 29,6796 = 0 
woraus x = - 2,9789 + 6,2091 = 3,2302 
Daher die Stärke HL des ganzen Wi- 
derlagers = 3,2302 -1- 1,3846 = 4,6148 
26. Wenn man bei solchen Berech- 
nungen die Logarithmentafeln rermeiden 
will, kann man die Fuge des giölsten 
Borizontalschubes unter dem /i<p-= 60° 
annehmen, dann hat man 


P=l(n^- l)r» 


arc 60° • sin 60° -)- } 


n»-l 

* + l 


H — cos 60° 


*n»-lJ 


60° 


Nun ist orc 60° = n = {n 

sin 60° = li = Jt3 
cot 60° = 0,5 

Daher in dem letzten Beispiel: 

P'= 17,3753 1,0706 


= 17,3753 


53 

L 0,1 


05512 


i,6385 

= 17,3753 X 0,5819 = 10,1 107 


]=17,: 


3753 X (1,6525 - 1,0706) 


ln dem Beispiel hat man, mit dem 
wirklichen Maxinialwinkel ff = 56° 20' ge- 
rechnet P’ = 10,1470, welches einen nur 
geringen Unterschied ausmacht. 

Um nun für die Ermittelung der Stärke 
des Widerlagers den Fufswinkcl a ein- 
führen zu können hat man 
tin = der halben Sehue BD dividirt 
durch den Halbmesser r. 


Nun ist BD* = BJ X2CD -2rk 

also Jin ia = 1 — — ^ 1 2r* = I 

' ’ r 2r r 2r 

Nun ist A = 6) ; r = 10} 

Nun hat man zur Bestimmung eines Bo- 
gens aus dessen Sinus die Reihe (s. arcus) 


1 3 

arcsin (}«)= liw -f (lin* Jn) -)- — 


4.5 ("'•‘*'■5 + 2 


3-5 

4.6-7 


(li»’ Ja)-)- .... 


Eine Reihe, welche so conrergirt, dafs 
man nur 4 Glieder zu berechnen nöthig 
hat um den Bogen auf 4 Decimalstollen 
genau zu erhalten. 

Für jin(}«) den Werth 0,55470 gesetzt 
erhält man 

sin (Jn) — 0,55470 
i sin’ (jn) = 0,028446 
,»0 sin» (}n) = 0,003938 
,ijsin’(jo)j=0,000721_ 
mithin = 0,5878 

und n = 1,1756 

ln dem logarithmisch berechneten Bei' 
spiel ist a = 1,17606. 


Es liegt dieser Unterschied darin, dal's 
der .i'67°23’ ohne Secunden angegeben 
ist. Es ist nämlich 

0,923077 = sin 67° 22' 49" 

Aus dem gefundenen Bugen hat man 
null das Gew icht des hall>en GewOlbebogens 
= 4 («’- 1) r* a = 1 7,3753 X 1 ,1 756 = 20,4263 
(anstatt 20,450). 

Die Entfernung des Schwerpunkts des 
Kreisringstücks AB DE Tom Mittelpunkt 
ist ebenfalls logarithmisch-trigunometrisch 
berechnet. Um dies zu Termeiden hat 
man nach No. 12, Formel 4 den Abstand 
des Schwerpunkts Tom Scbeitellutb = 
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»> — 1 fin’l'r Nun ist der Abstand der Axe _j4C Ton 

* = J jji _ j ■ “ ’’ der LM = x + a, wenn x die Stärke des 

t Widerlagers und a die halbe Spannung 

Nun ist = DJ bezeifhnet Dieser Abstand mul- 

' 2r tiplieirt mit dem Gewicht des halben Oe- 

also , - I ~ ^ ■ * wolbes ist = |(n* — 1)(* + o) r*o. 

* n* - 1 _ niervon das Moment in Beziehung auf 

folglich das Moment des halben Gewölbes abgezogen, gibt das Moment des hal- 

in Beziehung auf das Scheitelloth Gewölbes in Beziehung auf die Axe 

= i(»‘-l)r>n.s = f (n»- l)Ar« LM: 

Bl P" = } («> - 1) (* + a) r* n - { (n* - 1 ) *r> 

= { 0,2961 (* + 10) 117,3611 • 1,1756 - i .0,4755 • 6J • 117,3611 
= 20,4264* + 80,261 


Nun ist die fehlende Höhe über HD 
= ML-DH=h' 
und k’-.ED = CJ-.CD 
oder k' : R —r = r — k-.r 

woraus k’ = ^ — =(n-l)(r—k) 

= 0,1385 (10t- 6 J) = 0,5771 
Nimmt man bierron die Hälfte und 
seGt die Höhe des Widerlagers im Mit- 
tel 12 + y = 12,2885 so i.st das Moment 

des Widerlagers in Beziehung auf die 
Kante t = } fc*’ = 6,14425 • ** mithin das 
gesammte Moment des Widerstandes 
6,14426»* + 20,4264* + 80,261 
Die Scheitelspannung P ist gefunden 
10,1107 

der Hebelsann = 20f 

also deren Moment in Beziehung auf die 

Kante L = 

10,1 107x20} = 203,899 


und der Sicherheit wegen 

1.203,899 = 305,848 
daher die Momentengleichung in Bezie- 
hung auf L 

6, 1 4425 *•-(- 20,4264 * + 80,26 1 0 = 305,848 
und geordnet 

*> + 3,326* - 35,90J4 = 0 
* = - 1,663 -f- 1 38,667 = 4,545 

Durch logarithinische Rechnung ist 
* = 4,6148 gefunden. 

27. Zahlenbeispiel. Es soll der 
wirkliche Uorizontalschub eines Kreisbo- 
gengewölbes bestimmt werden, de.ssen 
Fugen bis zu der Scheitelhorizontalen 
reichen, und welches über dieser horizon- 
talen noch gleichmifsig belastet ist. _I)er 
liebte Halbmesser sei loO Fnfs, die Stürke 
des Gewölbes im Scheitel 3’ und die Be- 
lastung sei = einer L’ebermauerung auf 
2' Höbe. 

No. 23, A mit Fig. 666 gibt die Formel 
für die Scheitelspaunung aus der Hebel- 
wirknng 


5 rd-b <5 *<; - [(r -b rf) (2y -l- r -b d) - r« (;r ] f 

p=lr^ — l > T— 1 

» r + d 

COS iC 

r 

Hierein die Werthe 100 für r, 3 für d und 2 für y gesetzt, gibt 
10000 _ 1 200 + 106,09 - 36,33^. lg *(f - (103 - 107 ■ lg (f - l OOOO cf) lia y 
~ ■^ ‘3 “ > ^ 1,03 - CO» y: 

200+ 3854,60 lg *y - (H 0? 1 tj y - 10000 y) sin i/ 

- 3333, - , - j ^ 

0,02 + 0,38546 lg *w - (1,1021 lg (f — (f) sin y 
= 3333} -5000 ^ - 

Man erhält den Quotient des letzten Gliedes 
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3) Für ^ =40° = 

4) Für (^ = 39" = 


0,02+0,27140 -0,14535 
0,2639556 

0,02 + 0,25276- 0,13328 
0,2528540 


= 0,55332 
= 0,55162 


Es ist mithiu für für tf = 39° die Scbeitelspaunung ein Uaximuiu und 
P = 3333{ - 5000 X 0,55162 = 575 
Die Scheitelspannunii' für die Keilwirkung ist nach No. 23, B 
P= {[(r + d+2f)lg (f - r>(/;] eot {tf + i) 

Setzt man hierein die obigen Werthe für r, d und 9, für r das Minimum 
26° 34' (/j I = J) so bat man 

P= i [103 • 107 • »j 9 - 10000 <^] rol {cf + 26° 34’) 

/>= 5000(1,1021 lg(f -tf)coU(f + 26° 34’) 


Den Logarithmus des Products der bei- 
den letzten Fartoren erhält mau 
für if = 46° log = 0,026398 
47" hg = 0,027950 
48° /oj = 0,027891 

mithin ist P für if =47° ein Maximum 
und P = 533 

Es ist mithin die Scheitelspannung für 
die Ilebelwirkung grüfser als die der Keil- 
wirkung lind daher P = 575 die wrirkliche 
ScheiteTspannung. 

28. Es soll der Horizontalschub eines 
gleich starken Korbbogengewölbes be- 
stimmt werden, also eines Gewölbes, des- 
sen Wölblinie aus mehreren Kreisbogen 
von verschiedenen Halbmessern besteht. 

Es sei Fig. 668, ABJK ein Korbbogeu- 
gewölbe, das obere Gewölbstück ABDE 
aus dem Mittelpunkt C mit den Halb- 
messern BC = h, ++' = »/{ unter dem 
/ ACU = tt beschrieben. Das zweite Wölb- 
stück DEEII aus dem Mittelpunkt C mit 

Fig. 668. 



den Halbmessern DC = mr und EC = r 
unter dem Z.ß beschriebeu u. s. w. bis 
zum Widerlager. 

Bestimmt man die Momente der Wölb- 
stücke ABDE und DEFH in Beziehung 
auf die Kante F, so ist deren Summe 
das Moment des nnzen Wölbstücks ABFH 
in Beziehung auf F, und hieraus ist dann 
die Scheiterspannung zu finden. Aus 
den vorstehenden Vorträgen ist aber das 
Moment des Gewölbstücks ABDE nur 
auf die Kante E zu bestimmen, weil mit 
dieser Kante die Radien nA, R ihr Ende 
haben, und das Moment des Wülbstücks 
DEFH in Beziehung auf +' ist erst daun 
zu bestimmen, wenn man das bis zu dem 
dem Bogen HD zugehörigen Scheitel A' 
mit in l^cbnung bringt. 

Es sei M das Moment des Wülbstücks 
ABDE in Beziehung auf £, dessen Ge- 
wicht = so ist ^ der Abstand, des- 
sen Schwerpunkt von der Kante E. 

Folglich der Abstand desselben Schwer- 
punkts von der Kante P - ~q + »nd 

das Moment von ABDE in Beziehung 
auf £= M + FL • Q. 

Ergänzt man das W’ölbstück DEFH 
bis zum Scheitolloth A'B’ so trifll die 
mit AC parallele A'C den Mittelpunkt 
C des Bogens HDA'. 

Ist nun das Moment des Gewölbestücks 
.4ß7f+ in Beziehung auf die Kante F 
— lU', das des Gewölbestücks A'B' DE in 
Beziehung auf dieselbe Kante F = M" so 
i.st M' — tl" das Moment des Wülbstücks 
DEFH in Beziehung auf die Kante F und 
ilas Moment des Wölbstücks ABFH in 
Beziehung auf die Kante F 

= ,»/ + Fi • 0 + Af - M' (I) 

Nun ist No 12, Via, die Formel für 
den Horizontalschub P wenn dessen He- 
belsarm = (h — cus (f) r ist. Multiplicirt 
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mm mit diesem Hebelsarm, so erhält man da» Moment Ton P , und wenn man 
R fäi r und n für (f setzt, so entsteht das Moment 

;¥ = { (h* — 1) Ä’ »i« n - I ")] 

Nach No. 12, Formel 1 ist 
e = 4(«>-l)Ä>« 

Ferner ist FL = FN — LN = r [»/« (n + /ä) - lin «] 

Nach No. 12, Formel Vl,a wie so eben lU auch 

«' =}(*•- 1) r’ [(« + ß) fiH (« + ß)-i I 1 1 - coi (n + jS)l J 

and M" =}(«•- 1) r* »iii n - ! (1 - co$ n)J 

Diese Werthe in den Moraentenausdruck 1 gesetzt, gibt das Moment der öcbei- 
teUpanoung für das Gleichgevicht und die Sicnerboit: 

AOx P'k\ (n* - 1) Ä* j^(fl — r) « xtn n i ru sin (rt + ,*?) - J ^ ^ 

+ } (m* — l) r* [^(ft + ß) »i» (fl +;ä) — f< lin « — J " ~ (“ + 


Nun ist 

ilO = .tC - OC = /4C - C'iV - CC cot IX 
= nÄ — r rot (n ß- ß) — (R — r) coi n 
Eben so wird weiter verfahren, wenn 

ein drittes, ein vierte» ein ntes Ge- 

wölbstück, jedes folgende von kleinerem 
Halbmesser als das vorhergehende, zu 
dem halben Korhbogen gehört und die 
Berechnung bis zum Widerlager erfolgen 
soll 


29. Beispiel. Es sei Fig. 6GS, der Halb- 
messer BC - R = 100', der Halbmesser 
C'K = r = 70’, die Htärke DE des Ge- 
wölbes 3', zBCE=u = 3b°, ^ECF=ß 
— 35“, .so hat man die halbe Spannung 
FO = CC itn IX ß CF lin (fl -f j^) 

= 30 • lin 35° 70 • lin 70“ = 82,98577 

n = 1,03 ; II* = 1,0009; n» = 1,0927 
m= 1,043; m* = 1,0878 ; ni’ = 1,1346 
Es ist nun • 


A0xF= {• 0,0009 • 10000 [ 30 • ixrr 35“ • lin 35“ -|- 70 • arc 35“ • li« 70° - 

- arc 35“ • lin 35“ - J (cot 35“ - foi 70“) I 
ü,üo io J 

= 304,5 [10,51134 -1- 40,18179 - 18,35202] 

-f 15057,7 [1,14805 - 0,35038 - 0,48764] 

= 304,5 X 32,34111 ß 15057,7 X 0,31003 = 9847,807 -f 4008,338 xr 14510,205 
Nun bt AO = AC- CC cot CCO - CF cot FCN 

= 103 - 30 cot 35“ - 70 coi 70“ = 54,48403 


Mithin ist die Scheitelspannung für die 
Helielxrirknng 

U5i6,205^ 

54,484 

Es ist aber dieser Werth nicht das Ma- 
limnm des Horizontalschube». Um die- 
sen zu finden, hat man an» dem Vortrag 
(No. 12 Tabelle) dieses Maximum für ein- 
fache Kreisbogen. Die Anwendung die- 


•scr Winkel auf Korbbogen, besonders 
wenn sie au» mehr als 2 ver.schiedenen 
Bogen bestehen, ist weitläufig, und es ist 
be.sser in jedem einzelnen vorkominenden 
Fall Proberechnnngeii anzn.stellen. 

Z. B. I. Man setze zunächst /1 = 0, so 
erhält man die Seheitelspannnng für die 
Fuge DE. 

Es ist das äloment derselben 


UC - CE cot u) P' = (103 - 100 cot 35“) P' ~ 21,085 X P' 
- dem ersten Gliede (40xP) der rechten Seite der Gleichung 
= 30450 (0,35038 - 0,18352)= 5080,8 
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„ 6080,8 

voraus = 21-085 = *^' 

also kleiner als bei (ß = 36°) für die Fuge HF. 

II. Setzt man nun ,8 = 3G°, also n + ß = H°, so hat mau den Hebelsarm von 
F = 78,426437 - 22,789774 = 66,636663 

bb,.. F = 304,5 (42,760667 lin 71° - 7,84068) 

+ 15057,7 [«rc 71° »in 71° -0,35038- 1,02201974 («o» 35°-ro»71°)] 

= 304,5 X 32,69023 + 15057,7 (1,17167 - 0,35038 - 0,50*54) 

= 9923,725 + 4769,525 = 14693,25 


und 




55,635663 

Mithin liegt das Maximum unter einem kleineren Winkel ß als 36°. 

III. Setzt man ß = 34° so ist a + ß = 69°, der Hebelsarm von F ist 
= 78,425437 - 25,085753 = 53,339684 und 

53. . . P'= 304,5 (42,760567.»in69°- 7,84068)+ 15057,7 (1 ,12429-0,36038- 0,47093) 

= 304,5x32,07976+ 16057,7x0,30298 = 9768,283 + 4562,182= 14330,465 

und = = 268,6 

53,339684 

IV. Setzt man ß = 32°, so ist o + /} = 67° 
der Hebelsarm von 1^ = 51,07426 

und 

51.. . /*'= 304,6 X 31,52064+ 15057,7 X 0,28818 = 13937,362 


und 


13937,362 „ 

61 : 07 ^ 6 =^'=*-« 


V. Setzt man ß = 5°, also n + ß = 40“, so erhält man 
den Hebelsarm von F = 24,80233 

24,8 . ./>’ = 304,5 X 19,6453 + 15057,7 X 0,03348 = 5982 + 504 = 6486 
und 1^ = 261 

Es liegt also das Maximum zwischen ß = b° und ß = 32° 

VI. Für ß=lO°, also n + /} = 45° ist 
der Hebelsarm von F = 28,927% 

28. . F = 304,5 X 22,3956 + 15057,7 X 0,09067 = 6819,45 + 1366,28 = 8184,73 

und 1>' = 283 

VII. Für /! = 9° also n + /} = 44° ist 
der Hebelsarm von 1^ = 28,07165 

28.. . 1* = .304,6 X 21,8633 + 16067,7 X0,08088 = 6657,37 + 1217,86 = 7876,23 

und F = 280 

Der Maximalwinkel ß ist also gröfser als 9°. 

VIII. Setzt man ^=11°, also a + ^ = 46°, so ist 
der Hebelsarm von F = 29,799349 

29,7... 1^ = 304,5 x 22,91 87 + 15057,7 x 0,09991 = 6978,73+ 1505,77 = 8484,50 
und F = 285 

IX. Setzt man ß=lb°, also n + il=50°, so ist 
der Hebelsarm von F = 33,430305 

33 .. F = 304,5 X 24,9158 + 15057,7 X 0,13787 = 7586,85 + 2070 = 9662,85 
F = 289 

Der Maximalwinkel ß ist also gröfser als 15°. 

X. Setzt man ß = 20°, also a + ß = 55°, so ist 
der Hebelsarm von F = 38,27509 

38 .. F = 304,5 X 27,1867 + 15057,7 xO,18997 = 8278,34 + 2860,96 = 1 1 139,30 
F = 29I 

XI. Setzt man-/? = 25°, .so ist n + ;9 = 60° 
der Hebelsarm von F = 43,425437 

43, ... F = 304,5 X 29,1 9227 + 1 5057,7 X 0,23243 = 8889,046 + 3499,850= 12388,896 
F = 283 

Es ist mithin der Maximal Winkel ß kleiner als 25° und liegt in der Nähe 
von 20°. 
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XIII. Setit man ,4 = 21°, so ist b + /4 = 56° 
und der Hebelsarm von /’’= 39,281934 

und 39,.. Z' = 304, .5 X 27,59943 + 15057,7x0,19422 = 8404,20 + 2924,50= 11328,7 
und /’' = 288,4 

XIV. .Setzt man ß= 19°, so ist « + ,4 = 54° 
und der llebelsarm Ton P' = 37,280406 

37,2.. .P’ = 304,5X26,75234 + 15057,7x0,17564 = 8146,29 + 2644,73= 10791,12 
und P = 289,5 

Es ist mithin /J = 20° der Maxiraalwiiikel und das Maximum der Scheitelspan- 
nung, die in dem Korbbugen thätig ist, beträgt P' = 291. 


30. Statik der Kuppelgewölbe. 

Pas Kuppelgewölbe schlielst sich un- 
mittelbar an das Tonnengewölbe an. Das 
Kuppelgewölbe ist ein Tonnengewölbe, 
dessen innere Widerlagerkante einen Kreis 
(oder überhaupt eine geschlossene Cnrve) 
bildet und dessen Scheitellothe in eine 
einzige Linie fallen. 

Die auf dem Widerlager befindliche 
Kuppel äufsert im Scheitelloth nach allen 
Rientungen im Kreisg herum llorizontal- 
»pannungen, also in jedem Tunkt der 
inneren Widerlagskante normal auf die- 
selbe und bei kreisrundem Widerlager 
radial und auf gleiche Längen der Kante 
mit gleicher Gröfse. Die Kuppel hat in- 
nerhalb ihres Gewölbekörpers ifi keiner 
ihrer horizontalen Schichten waagerechte 
Spannungen oder Pressungen von Stein 
auf Stein, im Gogentheil in Folge der 
überall radial nach aulscn wirkenden 
Schubkräfte auch überall das Be.streben 
in ihren Fugen sich zn trennen. 

Aus die.sem Grunde sind die l'ntcrsii- 
rhnngen für Kuppelgewölbe mit denen 
für Tonnengewölbe dieselben. 

Es würde zu weitläiiög .sein, die für 


das Tonnengewölbe vor^enommenen üu- 
tersuchungon hier für die Kuppel ebenso 
auszudehnen und es sollen nur die ein- 
tretemien Spannungen erörtert werden, 
die bei einer Kuppel Vorkommen, die 
eine Kugelschale bildet, so dafs jeder 
Querschnitt durch das Scheitelloth ein 
concentrisches Kreisringstück ansmacht, 
wonach es dann nicht schwierig ist, jede 
von dieser Form abweichende Kuppel 
ebenfalls zu untersuchen. 

Wenn man sich vorstollt, dafs das Kreis- 
ringstück ABDE, Fig. 661, pag. 171, um 
das Scheitelloth AC eine vollständige 
Umdrehung macht, so entsteht eine ku- 
gelförmige Kuppel, deren Widerlager die 
in E zu denkende waagerechte Kreislinie 
zur Innenkante hat. 

Das Rreisringstück hat den Inhalt 
^ (n° - 1) r* m 

sein Schwerpunkt G hat vom Scheitel- 
loth den Abstand 

" — 1 
sein Weg um die Drehaxe = 2jii 

Mithin nach der Guldinischcn Regel 
der köri>erliche Inhalt dos Gewölbes: 


A = 2,7 . J — • - j -= r X i (»° - 1) r\ 

Vf ** * 

= J.v (n* — I) r* sin Hi'f) = Ja - 1) r* (1 — cos rf) 


( 1 ) 


Die Länge des Gewölbes ist oft'enbar 
die innere Widerlagerkanto 2 n r. F.s 
kommt also auf die Längeneinheit 1 (Fufs) 
das Gewicht 

(?'=H»*- l)r’(l-coz<f) (2) 
Ein Tonnengewölbe vom Centriwinkel 
II und der Länge 2ar hat den Inhalt 
« = l(n>-l)r>(^x2.7r = («»-l)arV (3) 
und auf die Längeneinheit 

ß = p(«»- I)r*(p (4) 

Es verhält sich also der körperliche 
Inhalt und das Gewicht eines Tounenge- 
wölbes zu dem eines Kuppelgewölbes 
P • Ö = « I) r*(l — coz «) : J (n* — I ) r*(f 


oder (5) 

Die Entfernung CJ des Schwerpunkts 
dieser concentrischen Kugelschale von 
dem Mittelpunkt C ist = 


ln derselben Entfernung von C liegt 
also auch die Linie GJ, welche dur^ 
den Schwerpunkt G eines zwischen zweien 
durch das Scheitelloth genommenen Quer- 
schnitten begrenzten Qewölbeseraenta 
waagerecht nach dem Scheitellou ge- 
führt ist. 


III. 


18 
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Theilt man nun das Gewölbe vom 
Schcitelloth aus in lauter sehr schmale 
Segmente, so liegt der Schwerpunkt jedes 
einzelnen Segments in der durch die Linie 
(iJ gelegten waagerechten Ebene und 
es ist sehr nahe 


CG coi ip = CJ 

n* — 1 

i »"(i + '«» qt) 

und ros — . - , , = A 

^ siniitf) «>-J ” 

* ia. 


Hat man tp berechnet so erhält man 

a = CG X sin ip (9) 

Die Scheitelspanuuug P’ in A des Ge- 
wölbes auf die Längeneinheit des Wider- 
lagers ist = 




Q 


A.V 

Es ist aber y = rsmqr (10) 

X = (n — coj (jr) r (11) 
Mithin ist in jedem speciellen Fall eine 
Aufgabe der vorstehenden Art zu losen. 


( 7 ) 

indem man diese Entfernung = der des 
Schwerpunkts eines Kreisringstücks vom 
Mittelpunkt annimmt. 

Bezeichnet man /_GCA mit ip, so ist 




(8) 


31. beispiel. Ks sei der innere Halb- 
messer der Kuppel = 100 Fufs, die Stärke 
des Gewölbes 3 , so ist 
n= 1,03; n»= 1,0609; «*=1,0927; «*=1,1255 
Nun ist 


AM = j = (rt — cot (f)r 103 — 100 cot y 
EM y = r «tu (f = 100 *m (f 
5 = CG «in »;» 

CG-J-j— r-101,4.9. - -- 


cot li = 


0,1_255 • 0,0609 
0,0927* 


f • 


»in(iqr) ~ 


0,48833 




P’ =■ }(n’— 1) r*(I — cos(f) -309(1 —cotcf) 
Für (f — 90” ist 

qc = }.v ; tin (f, = 1-, cot (f =0; 
hieraus ip — 57° 10' 
log cot yp = 9,7343214 
log sin yp = 9,9243412 

CG = 101,478 X - " y -° = 91,3624 

i = 91,3624 X sin yp ~ 76,7554 
y = 100 sin 90°= 100 
* = 103 - 100 cot 90° = 103 
Q' = 309 (1 - cot 90°) = 309 


und 


!* = 


100- 76,7554 

103 


309 = 69,73 


Bei diesem Gewölbe als Tonnengewölbe 
beträgt nach No. 12, Formel vf,a, die 
Scheitclspannung = 164. 

Für q = 70” ist 

COS * 35 ® 

cos yp = 0,48833 • arc • 70° • -v— rrö- 
ftn oo 

hieraus 

yp = 45° 44’ 12" 

CG = 101,478 . — = 95,2835 
arc 35 

i = CO sin 45° 44' 1 2" = 68,2363 
y = 100 sin 70° = 93,9093 


und 


X = 103 - 100 cot 70° = 68,7980 
p’ = 309(l - co.< 70°)= 203,3158 


03,3158 = 76,05 


Für 


68,7980 
w = 60° ist 


cos * 30° 


cos yp = 0,48833 • arc 60° • — : — t— 5- 
^ ’ sin 30° 

hieraus yp = 39° 54' 34 ” 

CG = 101 ,478 —4L = 96,9043 
arc 30 

s = CC-sin 39°54’34"= 62,1715 
X = 103 - 100 cos 60° = 53 
y = 100 • sin 60°= 86,6025 
0' = 309 (1 - cos 60°) = 154,5 


?-= — 


86,6025-62,1715 


53 


X 154,5 = 71,22 


Das Maximum der Scheitelspannung 
liegt alsu bei einem Winkel zwischen 
60^ und 90°. 

Nimmt man nach einander q = 69° und 
71°, so erhält man für q = 69° 

cot Ip = 0,48833 • (trc 69° - 


hieraus tp = 45® 9' 20” 


tin 34 ° 34 ' 


CG = 101,478 ■ = 95,4660 

orc34 30 
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s = CG iin 45° 9' 20" = G7,6fiOG 
X = 103 - 100 roj 50° - 67,1632 
y = 100 • sin 00° = 93,3580 
0' = 300 (1 - ros 09°) = 199,2042 

Für <f = 71° 

. „cos’35°80’ 
ros = 0,48833. nrc 71 ^ 

hieraus rl> — 46° 19' 

CG = 101,478 . 

’ orc35°30’ 

1 = CG -sin 46° 19’ = 68,7796 

X = 103 - 100 ros 71°= 70,4432 

y = 100 -sin 91° = 94,5518 

Q' = 309 (1 ~ cot 71°) = 204,3528 

'•"'-‘■‘ns™'—.—.- 

Ks Ist mithin dir Schritclspanming für 
die llebelwirkung bei dem Centriwinkel 
/=70° ein Maximum und die wirkliche 
ScbeitelspaiinunK für die Längeneinheit 
der inneren Wiuerlagerkante = 76. 

Die übrigen Untersuchungen an dem 
Kuppelgewölbe geschehen wie die vor- 
stehenden mit Beaug auf den Vortrag über 
die Tonnengewölbe. 

«eich ist gleich grofs, von einerlei 
Gtöfse. Arithmetisch gleich ist gleich 
in der Zahl,, geometrisch gleich ist gleich 
im Raum. Kine Summe von geraden 
Linien ist einer einzigen geraden Linie 
gleich, wenn jene in einer geraden Linie 
lusammengesetat mit der gegebenen ge- 
raden lAnie einerlei Länge hat. Krumme 
Linien von verschiedener Form sind ein- 
ander gleich, wenn sie au geraden Linien 
ausgespannt einerlei Länge haben. Kbene 
Figuren von verschiedener Form nnd 
krumme Flächen sind einander gleich, 
wenn sie zu Quadraten verwandelt con- 
gruent werden. Körperliche Räume sind 
einander gleich, wenn sie bei ihrer Ver- 
wandlung congrnente Würfel liefern. 

Gleichartig (homogen) sind Gröfsen, 
die ein gemeinschaftliches Maats haben, 
die mit einander zusammengezählt nnd 
von einander abgezogen werden können ; 
Linien, Flächen, Körper sind unterein- 
ander gleichartig. Fline ganze Zahl und 
ein Bruch sind der Form nach ungleich- 
artig; sie werden gleichartig, wenn die 
ganze Zahl in einen Bruch mit dem Sen- 
ner des gegebenen Bruchs verwandelt 
wird. Eben so sind Brüche von verschie- 
denen Nennern in «1er Form ungleich- 
artig, sie können erst zusammengezogen 


nnd von einander abgezogen werden, wenn 
man sie in Brüche von einerlei Nenner 
verwandelt, wenn man ihnen eine gleiche 
Flinheit gibt, sie gleichartig macht. 

Münzen, Maafse und Gewichte mit ihren 
Unterabtheilungen sind der Form nach 
ungleichartig; als Centner und Pfund, 
Fufs und Zoll, Thaler nnd Groschen ; sie 
werden gleichartig wenn die Centner in 
Pfunden, die F'ufse in Zollen, die Thaler 
in Groschen ausgesprochen werden. 

Wnrzelgröfsen und Potenzen werden 
gleichartig genannt, wenn sie einerlei 
Exponenten haben, obgleich .sie nicht zu 
addiren sind als: 

I 4 ± t 5, 4’ ± 5’. Die Rechnung ist nicht 
eher an.szuführen, als bis wirklich im er- 
sten Fall radicirt, im zweiten potenzirt ist. 

Eine algebraische Gleichnng heifst 
gleichartig, wenn sämmtliche Glieder 
von gleichen Dimensionen sind. 

y* -f xy d X* -{- oy -|- Ax + cd = 0 
ist eine gleichartige Gleichung, 
ny® d X* -f iy -f cxy -)-... = 0 
ist eine ungleichartige Gleichung. 

Gl eich artige nnd ungleichartige 
AxenderKrv stalle, s ilen \rt : Axen 
der Krystalle, Bd. I, pag. 25. 

GUicber für Ae<)uator, s. den Art. 
Aenuator der Flrde am Schlufs. 

GleicbfSnni^ ist der nneigentliche Aus- 
druck für gleichmäfsig Gleichförmig 
heifst nämlich dem Wortlaut nach: von 
gleicher F’orm, bedeutet aber für jede 
Aenderung, die mit einer Gröfse vorge- 
nommen wird, oder für die Gröfse seihst, 
dafs von einer Fligenschaft mit welcher 
sie behaftet ist, auf jeden gleichen Theil 
gleich viel kommt, so dafs hier nicht die 
F'orm sondern das Maafs zur Sprache 
kommt. 

Eine Bewegung ist gleichförmig, 
wenn der bewegte Punkt in gleichen 
Zeiten gleiche Wege zurücklegt und zwar 
nicht ruckweise, sondern dafs die gedachte 
Gleichförmigkeit für jede noch so kleine 
Zeit gilt. 

Eine Bewegung ist gleichförmig 
beschleunigt und verzögert, wenn 
in gleichen noch so kleinen Zeiten die 
Gröfsen der Zuwachse und Abnahmen 
gleich grofs sind. 

Eine arithmetische Reihe der ersten 
Ordnung ist gleichförmig wachsend 
oder abnehmend, weil zwischen je 
zwei aufeinander folgenden Gliedern die 
Differenz, das Maals derAenderung, 
sich gleich bleibt. 
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Eine arithmetUche Reihe höherer Ord- 
nung ist ungleichförmig wachsend 
und abnehmend; die aufeinander fol- 

f enden Glieder sind mit beschleunigter 
u- oder Abnahme begriffen. Die arith- 
metische Reihe 2tcr Ordnung könnte inan, 
conform mit der Bewegung, gleichförmig 
beschleunigt wachsend oder abnehmend 
nenueu. 

Ein Körper ist von gleichförmiger 
Dichtigkeit, weun auf jedes gleiche 
noch so kleine Volumen gleich viel Masse 
kommt, wenn also die Masse gleichmäfsig 
vertheilt ist. 

fileichgewicbt ist gleichbleibender Zu- 
stand zwischen zusammenwirkenden Kräf- 
ten. S. Aequilibrium, Bd. I., pag. 36. 

Gleichheit ist Uebereinstimmung in der 
Gröfse. 


ander gleichnamig, die Vorderglieder 
mit den Ilintergliedern ungleichnamig. 

Die gleichliegenden Seiten, Winkel und 
Diagonalen in congrueiiten und ähnlichen 
Figuren heifseu untereinander gleich- 
namig. Eben so hat mau in den Fi- 
guren durch gleichnamige Diagonalen ge- 
bildete gleichnamige Dreiecke, im 
Allgemeinen gleichnamige Stücke. 

Gleichschenklig ist ein Dreieck, in 
welchem von den 3 Seiten 2 Seiten gleich 
sind. Diese gleichen Seiten heifsen die 
Schenkel, die dritte Seite ist die 
Grundlinie, der von den Schenkeln 
eingeschlossene Winkel heifst der Win- 
kel an der Spitze, die beiden anderen 
gleich grofsen Winkel sind die Winkel 
an des Grundlinie (s. den Art. Drei- 
eck, Mo. 7 und 30 mit Fig 577). 


Gleichheitszeichen, das Zeichen der 
Gleichheit zweier Gröfsen a und A ist =. 
Man schreibt a = A. S. deu Art.: Alge- 
braische Zeichen. 

Gleichlsnfend , parallel sind gerade in 
einer und derselben Ebene liegende 
Linien, die noch so weit verlängert sich 
nicht .schneiden. Denkt man sich zwei 
auf einander liegende sich deckende ge- 
rade Linien, die weil sie keine Dicke 
haben nur eine einzige gerade Linie ans- 
macheii, nimmt die obere von der un- 
teren fort und bewegt sie der Art, dafs 
jeder Punkt derselben einen gleichen Weg 
macht, so entstehen 2 Parallcllinien. Die- 
selben haben in allen Punkten einerlei 
Abstand von einander (vergl. Axiom). 
Eben so sind Ebenen mit einander gleich- 
laufend wenn sie sich nirgend schneiden, 
sie mögen noch so weit nach allen Rich- 
tungen verbreitert werden. Die Entste- 
hnng derselben kann man auf dieselbe 
Weise wie bei den gleichlaufenden ge- 
raden Linien erklären. 


Ist Fig. 577, pag. 328 AHC ein gleich- 
schenkliges Dreieck, BC = a die Grund- 
linie, sind also AB=AC die Schenkel, 
y^BAC der Winkel an der Spitze = n, 
die Winkel an der Grundlinie .i. ABC 
= ^ ACB = ß, so ist 
Z (* = 90 ° - jrt 
Z « = 180 ° - 2 ^ 

sin J« = ro« ,8 = } -T- 
6 


CO» Ja 


StM ß = 


I '(26 4- fl) (26 -fl) 
26 


« = gp K2A -1- a) (2A - a) 
CO» a = 1 — 


26^ 

26 — fl 

~~T^ 

• y b 


= i \ 


Gl6ich8eitig für Figur und Hyperbel, 
s. den Art. Aequilateral , pag. 36 mit 
Fig. 37. 


Gleichmacher für Aequator, s. den Art. 
Aequator am Schlufs. 

Gleichnamig ist was einen gleichen 
Namen hat oder was sich auf einen glei- 
chen Namen bezieht ; z. B. zwei Glieder 
einer Reihe oder einer Gleichung, die 
beide positiv oder beide negativ sind, 
heifsen gleichnamig, desgleichen die 
mit denselben Vorzeichen versehenen 
Wurzeln einer Gleichung von höherem 
Grade; die genannten Gröfsen mit ver- 
schiedenen Vorzeichen heifsen ungleich- 
namig untereinander, ln einer ein- 
&chen und zusammengesetzten Propor- 
tion heifsen sämmtliche Vorderglieder 
und sämmtliche Hinterglieder unter ein- 


Glclchsteliige Glieder sind in zusam- 
mengehörigen Reihen die Glieder, wel- 
chen die.selben Stellcnzahlen zugehören. 

Gleichung ist die Gleichsetzung zweier 
ZahlengrüCseu von verschiedener Form. 
Liegen diesen verschiedenen Formen für 
eine und dieselbe GröDse nur arithmetische 
Operationen zu Grunde, so ist die Gl. 
eine analytische. Z. B. 

(o -(- A) (n — A) = o’ — A* 
ist eine Gleichung, die durch die Auflö- 
sung der Klammern des links stehenden 
iducts entstanden ist. 
a -hl — A a — ^ — A _ 2 (o’ — A) 
o — p — 6 o-|-t— A o*-(-A 
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Io dieser Qieichung ist der rechts ste- 
hende einfachere ^usdruck entstanden, 
dats beide links stehende Summanden 
unter einerlei Benennung gebracht wor- 
den und hierauf Zähler und Nenner re- 
ducirt worden sind. Beide Gleichungen 
sind analytisch, nnd sämmtliche ana- 
lytische Gleichungen haben keinen an- 
deren Zweck als zusammengesetzte alge- 
braische Ausdrücke zu vereinfachen, oder 
sie sind das Resultat von geschehenen 
Kednetionen zn einer allgemein gebräuch- 
lichen Formel, wie Beispiele in den .Art.; 
»Analytische Formel und analy- 
tische Gleichung“ gegeben sind. 

Solche analytische Gleichnngen oder 
Formeln kommen natürlich auch- mit 
transcendenteo Gröfsen vor. Z. B. 

log A -|- log B = lag (Aß) 
ist eine analytische Gleichung, nämlich 
eine logarithmische Formel, welche aus- 
spricht, dafs man um den Logarithmus 
eines Products zn finden nur nüthig hat 
die Logarithmen dessen Factoren zu ad- 
diren. 

Die Art. „Cosin US und Cosec an te“ 
haben eine grofse Menge von analvtischen 
Entwickelungen. Der erste Art. nat pag. 
140, Formel 27 und 28 die beiden trigo- 
nometrischen Gleichungen oder Formeln : 
eoi a -1^ coi /3 = 2 cot I (a -f- fi) • eot j (n — fl) 
cot fl — cot iv = 2<ifi }(o-f-|4)- »in J (ft — /*) 

Beide Gleichungen durch einander di- 
»idirt und dann reducirt gibt die trigo- 
nometrischen Formeln 32 nnd 33. 


»» « -l- CO» fl 

cot ß — cot a 
nnd 


= cot i (n -1- /9) • cot i(n — fl) 


^i=l^l^ = ,gi(a + fl).,gH<‘-ß) 

cot CI cot ß 

Desgleichen sind die Art. Differenzial 
bis Dinerenzialrechnung zum grofsen Theil 
Entwickelungen neuer Formeln und Glei- 
chungen aus gegebenen, die ebenso zn 
den analytischen Gleichungen gehören. 

Bestehen dagegen die gleich gesetzten 
Werthe in dem algebraisch ansgedrück- 
ten Zusammenhang von unbekannten 
mit bekannten (»röfsen, nnd sollen diese 
Unbekannten aus dem gegebenen Zu- 
sammenhang ermittelt (entwickelt) 
werden, so sind die Gleichungen alge- 
braische. 

Der Art. algebraische Gleichung 
erklärt gleich zn Anfang, dafs Gleichun- 
gen, in welchen die Unbekannten mit 
Logarithmen, trigonometrischen Linien, 
Diaerenzialen und Integralen verwickelt 


sind oder als Potenzeiponenten Vorkom- 
men, keine algebraische sondern trans- 
cendente Gleichungen sind; und 
in der That man hat keine andere Be- 
zeichnung für dieselben, wiewohl nach 
dem Obigen auch transcendente Gleichun- 
gen den Character der analytischen Glei- 
chungen haben. 

Der Art. Algebraische Gleichung 
handelt von den Gleichungen mit einer 
nnd mit mehreren Unbekannten, von den 
Gleichungen des ersten Grades und der 
höheren Grade. 

Transcendente Gleichungen können 
entweder durch Logarithmen aufgelöst 
werden oder es mufs durch Probireu ge- 
schehen. Viele Gleichungen sind auch 
nur scheinbar transceudent und können 
algebraisch entwickelt werden. Z. B. 

1. Die Gleichung 

-f- X log a — lag b 

ist keine transcendente Gleichung. Denn 
es ist 

X = — 5 log a ± (''{ (log o)* -f- f<^ 6 
algebraisch zu entwickeln und der Werth 
von X numerisch ausznrechnen. 

2. Desgleichen die Gleichung 

— X lg (f = »in (if -1- o) 
ist eine algebraische Gleichung weil mit 
(f nnd « auch die Tangente und der 
Sinus bekannte Zahlengröfsen sind. 

3. Die Gleichung 

log X log (et + xi) = b 

ist transcendent, sie kann anch nur durch 
Probiren gelöst werden. 

4. Die Gleichung 
log X -p log (ax) = b 

dagegen ist algebraisch. Denn es ist 
log (ax) = log a + log x 
folglich hat man 

2 log X + log a = b 
woraus log X = \ (b - log a) 

5. Die Gleichung a' = b 

ist transcendent, kann aber in eine alge- 
braisch logarithmische Gleichung «mge- 
formt werden, nämlich in 
X log aalog b 
log b 

woraus x = — 

log a 

6. Dagegen i.st die Gleichung »'' = 4 
transcendent und bleibt auch durch Um- 
formung transcendent, denn man erhält 

X log X — log b 

und diese Gleichung ist nur durch Pro- 
biren zu lösen. 
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7. Die Gleichung 

ly *x + fj X — fl = 0 
ist algebraisch entwickelt 
lyx = — 1 ±11+ fl 

Wird der rechts .stehende Werth nu- 
merisch ausgerechnet, so findet man x 
aus <len Tafeln. 

8. Dagegen bleiheu die Gleichungen 
X ly *x + ly X ~ fl — 0 

ly *x + ly X — rtx = 0 
n. s. wr. transcendent. 

.S. Bd. I. und II. die Art. über Glei- 
chung in dem luhaltsverzeithnifs und 
Sachregister, ferner Fouriers Lehre etc. 
pag. 112. 

Gleicbaag (Astr.) hat die Bedeutung 
von Ausgleichung, und zwar ist sie die 
Differenz zwischen dem mittleren Werth 
und dem wahren Werth einer (iröfse, oder 
der positive oder negative Betrag, wel- 
cher dem mittleren Werth einer Grüfse 
hinzngefügt werden mufs, um den wah- 
ren Werth derselben Grüfse zu erhalten. 
(S. die folgenden Art.) 

GlelchiiDg der Bahn oder des Mittel- 

pookts ist die Gleichung für die Be- 
stimmung des wahren Orts eines Plane- 
ten in seiner Bahn mit Benutzung seines 
bekannten mittleren Orts : 

Jeder Planet nämlich durchläuft seine 
Bahn um die .Sonne mit ungleichförmi- 
ger Geschwindigkeit: in der Gegend des 
■Aphels ist seine Bewegung am lang- 
samsten, in der Gegend des Perihels am 
.schnellsten (s. den Art. Bahn, No. 4, pag. 
171 mit Fig. lt!5 und 16G). 

SLicht der Planet nun seinen vollstän- 
digen Umlauf um die Sonne, also 360° 
seiner Bahn beispielsweise in 300 Tagen, 

360 

so ist sein mittlerer Weg pro Tag 

= 3.6 Grade, und in 10 Tagen sein mitt- 
lerer Weg 36 Grad. Nimmt man nun 
den Anfangspunkt seiner Bewegung im 
Perihel, so hat er offenbar in den ersten 
10 Tagen einen gröfseron Weg als 36° 
zurückgelegt; es betrage derselbe (36 + e) 
Grade, so ist sein mittlerer Ort 36°, 
sein wahrer Ort (36 + n)° vom Perihel 
entfernt und die Gleichung beträgt + «. 
Wird der Wog vom Aphel ah gerechnet, 
so hat er in den ersten 10 Tagen weni- 
ger als 36°, etwa (36 — ,4)° zurückgelegt 
lind seine Gleichung ist (— |t)°. Glei- 
chung der Bahn heilst die Gleichung, so 
fern man die Bogen n und ß in der Bahn 
angiht, Gleichung des Mittelpunkts, so 
fern n und ß die Winkel bezeichnen, um 


welche die Radü - vectoren des Planeten 
für seine mittleren und seinen wahren 
Ort von einander aBstehen. Der Art. 
.Anomalie, pag. 74 mit Fig. 66 gibt eine 
anschauliche Vorstelluag von der Glei- 
chung der Bahn. 

Gleicbang der Zeit ist der Unterschied 
zwischen der wahren und der mittleren 
Sonnenzeit. S. den Art. Chronologie mit 
Fig. 295. 

Gleichwinklig sind Dreiecke und A'iel- 
ecke, die lauter gleiche Umfangswinkel 
haben. Die regulären Figuren sind gleich- 
seitig und gleichwinklig. 

Glied ist ein einzelner der abgesonder- 
ten Theile, aus welchen ein Ganzes be- 
•steht. ln der Arithmetik ist es jede zwi- 
schen zweien Addilioiis- oder .Subtractiona- 
zeichen befindliche GroCse eines Aggre- 
gats, also gleichbedeutend oder ein ge- 
meinschaftlicher Name für Summand, 
Minuend und Subtrahend. 

Das .Aggregat: ax + x’ ± 6y nc cd 
hat 4 GliMer. 

Das Aggregat ox -f (4 + c — rf) y 
hat 2 Glieder, von denen jedes ein Pro- 
duct ans 2 Factoren ist, der erste Fac- 
tor des zweiten Gliedes ist eine dreiglie- 
drige Grüfse. 

Jede auf Null reducirte Gleichung be- 
steht aus mindestens 2 Gliedern; befin- 
det sich in derselben ein Glied, in wel- 
chem die Unbekannten nicht Vorkommen, 
so heifst dieses. Glied das bekannte 
Glied oder das absolute Glied. In 
der Gleichung x’ + ox — 4 = 0 ist 4 das 
absolute Glied. 

Jedes A'erhältnifs n; 4; c — d, besteht 
aus zwei Gliedern, dem Vordergliede 
und dem II i n t e rgl iede. Jede Propor- 
tion besteht ans 2 gleichen Verhältnissen 
mit 4 Gliedern, zweien äufseren und 
zweien inneren Gliedern. Dasjenige Glied 
in einem Regeldetri-.Ansatz , zu welchem 
das ihm zugehörige Verhältnifsglied ge- 
funden werden soll, heilst Fragegtied 
(s. d.). In einer Keihe (s. arithmetische 
Reihe, geometrische Reihe) ist das erste 
von Wi^tigkeit für die Auffindung eines 
3teu, -ften, nten Gliedes und die Summe 
sämmtlicher Glieder. Da.sjenigo mit all- 
gemeinen Zeichen ausgedrückte Glied 
einer specicllen Reihe, mit welchem das 
Gesetz der Fortschreitung der Reihe all- 
gemein gegeben ist, heifst das allge- 
meine Glied 

ln der Reihe 1 • 3 • 6 ■ 10 

ist das allgemeine Glied *»r:{n{n+ l); 
wo II die Stellenzahl des Gliedes der 
Reihe bezeichnet, und man hat 
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färn = l ti=}-l(l + l)=l 

» = 2 «= {.2(2 + l) = 3 

, = 3 ii=t.3(S + l) = 6 

■ = 4 «= J.4(4 + l) = 10 

H='lO «'=} .10(10+ 1) = 55 
S. auch deu Art. Gleiehnami|?. 

GDOmon (Geometr.) nennt Euklid iui 
zweiten Buch, Satz 6, 7 und 8 den einem 
Winkelmaafs ähnlichen (vmiiioir da.s Win- 
kelniaafs, die Richtschnur) Ueberrest aus 
einem Quadrat, wenn ein in demselben 
von einem Eckpunkt aus construirtes 
Quadrat von dem ganzen fortgenommen 
wird; also Bd. 11., pag. 73, Kig. 412, die 
aus 2 Rcctangeln bestehende Ebene 
JGl'EH, also die Ebene, welche übrig 
bleibt, wenn von dem Quadrat Gll das 
Quadrat CE fortgenommen ist. 

Klügel io seinem mathematischen Wör- 
terbuch erweitert den Begriff dahin, dafs 
er nicht nur für ein Quadrat, sondern 
auch für jedes Parallelogramm gilt, wenn, 
wie es bei dem Quadrat immer der Fall 
ist, eine Diagonale des kleineren abzu- 
liehenden Parallelogramms init einer des 
ganzen in derselben Linie liegt. 

Demnach wäre auch Bd 11. , pag. 73, 
Fig. 410 die Figur CGHEBA (ein schie- 
fes Winkelmaafs) ein Gnomon. 

Snomon (Astr.) bedeutet den Zeiger 
an einer Sonnenuhr {yyuiutoy Anzeiger). 
Auch bezeichnet man mit Gnomon eine 
Vorrichtung, mittelst welcher man den 
Augenblick des eintretenden wahren Mit- 
tags markirt, fndem man einen finsteren 
Raum, auf dessen horizontalen Boden die 
Mittagslinie verzeichnet ist, mit einer nor- 
mal auf der Mittagslinie befindlichen W and 
schliefst und in einem mit jener Mitta^- 
linie in derselben lothrechten Ebene lie- 
genden Punkt dieser Wand eine sehr 
kleine üeffnung bildet, durch welche nun 
die Sonne einen Strahl in den dunklen 
Raum wirft, der von dem Morgen bis zu 
dem Mittage hin der auf dem Boden 
verzeichneten Mittagslinie immer näher 
kommt und mit dem augenblicklichen 
Eintritt des wahren Mittags sie trifit. 

Goldcns Rflgcl war bei den alten Rech- 
nenmeistern die Anweisung, aus 3 gege- 
benen Gliedern einer Proportion das vierte 
zu finden, also die Vorschrift für die Aus- 
rechnung eines Regel-de-tri-Exempels. 

Goldene Zahlen, s. u. Epakten. 

GonlOmetTte (vtuvin Winkel, Ecke) wird 
jetzt ziemlich allgemein derjenige Theil 
der Geometrie genannt, welcher mit dem 


Zusammenhang zwischen Winkeln und 
ihnen zugehörigen geraden Linien sich 
lieschäftigt ; und da man eine zweite Ab- 
theilung dieses Theils Cyclometrie 
(*i'*Ao{, Kreis) nennt, so ist die Gonio- 
metrie die Wissenschaft, welche Linien 
aus gegebenen Winkeln und Cyclometrie 
die Wissenschaft, welche die Winkel 
(Kreisbogen) ans gegebenen Linien ken- 
nen lehrt. 

Früher nannte man beide Disciplinen, 
die G. und die C allgemein Trigono- 
metrie, und wiewohl dieses W'ort Drei- 
ecksmessung heifst (i(ii)'o<oi' Dreieck, 
umjuy messen), so wurden nach der Er- 
klärung der trigonometrischen Linien und 
den Aufgaben über die Dreiecke auch 
noch die der Vierecke und der Vielecke 
aufgelöst, so wie in der Elementar-Geo- 
metrie die Lehre von den Dreiecken die 
Basis aller geometrischen Erkenntnisse ist. 

Die Namen Goniometrie und Cyclo- 
metrie sind aber entsprechender und be- 
zeichnender, so bald sie die Lehren, ab- 
gesehen von deren Anwendung auf Fl- 
uren, enthalten; es folgt hiernach dann 

ie Trigonometrie und wenn man will 
eine Poljgonometrie. 

2. Der Name Trigonometrie für die Go- 
sammtheit der hierher gehöriwn Erkennt- 
nisse wird dadurch gerechtfertigt, dafs 
das Dreieck so recht geeignet ist, die Un- 
erläfslichkeit dieser neuen Disciplin der 
Geometrie zu begründen. 


Fig. C69. 



Denn die Elomentargeometrie lehrt den 
Zusammenhang zwischen Seiten und Win- 
keln nur in den Fällen, wo Winkel rechte 
und aliquote Theile von rechten Win- 
keln sind. 

Es sei nämlich ^ACD = /^iBCD 
also z.ACB = ’1/_BC0 

ferner CA = CD = CB 

so ist Seite AB nicht = 2mal Seite BD. 
Denn es ist nach geometrischen Lehren 
AB<DA + DB 
also AB < 2BD 
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Wenn also in 2 gleichschenkligen Drei- 
ecken die beiden Paar Schenkel einander 
gleich sind, der von ihnen eingeschlossene 
Winkel in dem einen Dreieck aber dop- 
pelt so grofs ist, als der in dem anderen 
Dreieck, so ist die Grundlinie des ersten 
Dreiecks nicht doppelt so grofs ,als die 
Grundlinie des zweiten Dreiecks. 

Eben so ist die Grundlinie des ersten 
Dreiecks nicht das 3, 4, &, . . . nfache der 
Grundlinie des zweiten Dreiecks, wenn 
der ihr gegenüberliegende Winkel das 
3, 4, 5 ... nfache des der einfachen Grund- 
linie gegenüberliegenden Winkels ist. 

3. Wenn in dem Dreieck ABC /_C 

= 2»r, ^ yl = IC 

.also ^BCA = 2/iBAC 

so ist zwar CS, allein BA nicht = 2BC. 

Denn halbirt man Z BCA durch CE 
so ist AF = CE 
Nun ist Z BEC = Z HCA -b Z EAC = 2ir 
und • Z BCE - ic 
Folglich liegt in dom A BCE die Seile 
BC dem doppelten und die Seite BE 
dem einfachen Winkel gegenüber. 

Wäre nun BA = 2BC 
so wäre aus gleichem Grunde 
BC=2BE 
Man hätte also BA — 2BC 

BC-2BE 

folglich " BC+ BA = 2BC+ 2BE 

oder BC + Bl^+ AE=ziBC + 2BE 
oder AE = CE=BC^ BE 

Mithin wäre in dem A CBE eine Seite 
gleich der .Summe der beiden anderen 
•Seiten, welches unmöglich ist. 

Es ist also nnmöglich dafs AB = 2BC 
ist. Eben so ist AB nicht das .3,4, 3... 
nfache Ton BC, wenn Z BCA dos 3, 4, 5 . . . 
nfache Ton ZBAC ist. 

Man kann also ans dem Verhältnifs 
der Seiten eines Dreiecks nicht auf das 
Verhältnifs der Winkel und aus dem Ver- 
hältnifs der Winkel eines Dreiecks nicht 
auf das Verhältnifs der Seiten desselben 
schhefsen. L'eberhanpt kann man aus 
den Seiten nicht unmittelbar die Win- 
kel und ans den Winkeln nicht unmit- 
telbar die Seiten Anden. Und dennoch 
ist es von Wichtigkeit diese beiden Auf- 
gaben zu lösen. 

Es gehören also zu dem Vergleich 
zwischen Winkeln und Seiten eines Drei- 
ecks vermittelnde Gröfsen, Gröfsen, 
die mit den Winkeln nnd zugleich mit 
den Seiten verglichen werden können, 
welche in der Elementargeometrie nicht 
Vorkommen und einer höheren Abtheilung 


der Geometrie, der Goniometrie oder 
der Trigonometrie Vorbehalten blei- 
ben. Es sind dies die goniometri- 
schen oder trigonometrischen Li- 
nien, die jetzt erklärt werden sollen. 

4. Es seien Fig. 6G9 die Linien CA, 
CI), CB als Radien eines Kreises gleich 
lang nnd in den Dreiecken ACÜ, DCB 
und ACB haben die Seiten AD, Bl) und 
AB einerlei Lage in Beziehung auf die 
ihnen gegenüberliegenden Winkel. Hätte 
man nun diese .Sehnen hei einer be- 
stimmten Länge des Radius z. B. der 
Längeneinheit = 1 für sämmtliche Win- 
kel von .Secunde zu Secundo berechnet, 
so wären diese Sehnen mit den Win- 
keln unmittelbar verglichen; sie sind aber 
als Linien auch mit den Seiten eines 
Dreiecks zu vergleichen, in welchen die 
zu ihnen gehörenden Ccntriwiukel aU 
Umfangswinkel Vorkommen, und somit 
wäre die Vergleichung zwischen Winkeln 
und Seiten eines Dreiecks geschehen. 


Fig CTO 



Beispiel. Es sei in dem Dreieck 
ABC die Seite BC = 40 gegeben, ferner 
der zd«C = Cö^IO’, der Z /1CÄ = 54®50', 
so dafs auch der dritte zBAC bekanut 
= 180'’-(C&'=IO’-1-&0°50’) = 60° ist. Man 
soli die Längen der .Seiten AB und .4C 
finden. 

Man zeichne an einer der beiden un- 
bekannten Seiten z. B. an AB ein dem 
gegebenen C^ABC congruentes A-dÄC, 
so dafs zf^'BA = zt'BA nnd ZC'AB- 
Z C-4 B, also Z ('BC = 2 z CBA = 1 30’’ 20‘ 
nnd zU.4C’=2ZU.4ß= 120° ist. 

Ferner zeichne man aus A und B die 
Kreisbogen FH nnd DE mit der Längen- 
einheit der Seite BC also mit AF= BD= 1, 
ziehe die Sehnen F<1 und DE, welche 
berechnet und also bekannt sein 
sollen. 
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50 ist BD = BE,-BC=BC 
eben so AF = AG, AC = AC’ , 

Zieht man daher CC so ist diese mit 
DE und EG parallel. 

Es ist daher B l) : BC = ÜE ■■ CC 
oder t 1 40 = DE : CC* 

folglich CC* = 40 • DE 

Da nun auch .4f': FG = AC : CC 
oder 1 • FG = AC : CC 

so ist auch CC = AC • FG 

folglich CC'VyicT- FG = 40 DE 
Die Sehne DK für den Centriwinkel 
130° 20’ ist = 1,815 
Die Sehne FG für den Centriwinkel 
120°= 1,732 

klithin hat man ^4C x 1,732 = 40 x 1,813 
woraus ./4C = 41,92 

Auf dieselbe Weise würde man die 
Länge der Seite AB finden, wenn man 
an AC ein dem C^ABC congruentes Drei- 
eck zeichnet. 

Die Linien CC , DE und FG werden 
Ton der Seite AB halbirt. Da nun hajbe 
Linien wie die zugehörigen ganzen Linien 
sich Tcrhaltcn, so hat man zur Berech- 
nung der Seite .4C nicht nöthig, das 
H.ACB zu zeichnen; man darf nur von 
den Punkten D, C, F die Lothe DH, CL, 
FK anf AB fällen. 

Es ist dann BD ; BC = DH : CL 
and AF-.AC=FK-.CL 

~ nti KK 

mithin Ct=^xBC = ^pX.4C 


und 


siit B = 


CL 

BC 


oder 


DH FK 

— X 40 = - - • ylC 


also 


0// = 0,9075; fff = 0,8660 

^C = ». 40 = 41,92 
0,8660 

5. Die auf diese Weise construirten 
halben Sehnen sind nun wirklich 
für alle Winkel von Secunde zu 
Seennde berechnet und tabella- 
rischgeordnet. Sie haben den Namen 
Sinus (semissis halb, inscripta die Sehne, 
semissis inscripta wurde s. ms. abgekürzt 
geschrieben, woraus der Name Sinus ent- 
standen ist.) 

Ist nun DB~ 1, so heifst das Loth DH 
auf dem anderen Schenkel BH des Win- 
kels der Sinns des ^DBH und inan 
schreibt DH = si» DBH oder stn B. 

Da nun in dem rechtwinkligen Dreieck 
CBL BD .BC = DH : CL 
oder \ : BC = iin B -.CL 

so ist CL = BC • sin B 


In jedem rechtwinkligen Drei- 
eckistalsoderSi nuseinesspitzen 
Winkels = dom Bruch, in welchem 
d ie dem Winkel gegenüberliege nde 
Cathete der Zänler und die Hy- 
potenuse der Nenner ist. 

6. Dieser Sinns ist also einmal eine 
Linie, die in Beziehung auf einen belie- 
bigen Winkel auf einerlei Weise constru- 
irt wird; nämlich als die dem Winkel 
gegenüberliegende Cathete eines recht- 
winkligen Dreiecks oder was dasselbe ist, 
in Beziehung auf den Winkel als Cen- 
triwinkel als das Loth von dem Endpunkt 
des einen Halbmessers auf den anderen, 
und in seiner Länge in Theilen, entwe- 
der der Hypotenuse des rechtwinkligen 
Dreiecks oder des Halbmessers des Krei- 
ses ausgedrückt. Der Sinns wird also 
als eine abstracte Zahl angegeben und 
ist zugleich die wirkliche Lange wenn 
Hypotenuse oder Halbmesser = 1 ge- 
setzt wird. 

Die vielfachen Beziehungen zwischen 
Seiten und Winkeln in einer Figur ma- 
chen es fast unmöglich, dafs diese ur- 
sprüngliche trigonometrische Linie, der 
Sinus die einzige Vermittelung zwischen 
Seiten und Winkeln bleibe: es würden 
beschwerliche Rechnungen und compli- 
cirte Formeln nothwendig werden. 

7. Ans der Geometrie ist bekannt, dals 
in einem Dreieck ABC (Fig. 670) 

AC^ = BC + AB*> - 2AB • BL 

Nun ist aber 

BL = BC sin BCL = BC ■ sin >/ 
wo y der Complementswinkel von ^CBA 
= * ist. Man kann daher die dritte Seite 
AC eines Dreiecks finden, wenn die bei- 
den anderen Seiten AB, BC und der 
von ihnen eingeschlossene x gegeben 
sind, indem man den Sinus des zu x ge- 
hörenden Complcmenlswinkels in Rech- 
nung bringt. Um für jeden einzelnen 
Fall nicht erst den Complementswinkel 
ausrechnen zu müssen, hat man ebenfalls 
diese Compleme nts - Sinn s (abge- 
kürzt: Cosinus, CO») besonders berech- 
net und tabellarisch geordnet. 

Es sei gegeben BC = 10, AB = 12, 
Z* = 35" 10', so hat man 
AC = 10’ -1- 12* - 2 • 12 • 10 • CO» 35° 10’ 
= 244 - 240 • 0,8 1748 = 45,804 8 
und AC = 1 45,8048 = 6,77 

8. Es sei Fig. 671 im rechtwinkligen 
Dreieck ABC die Cathete AB = a und 
der ihr anliegende z.^AC=x gegeben, 
man soll die Cathete BC finden. 
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Zeichnet man ans A den Bogen BD, 
fällt das Loth DF anf AB 
so ist DF = AD sin X = AB sin a sin -Tj 
AF= AD cos X = o CVS x 
lind man hat 


Kig. G7I. 



AF:DF=AB:BC 
oder a cos x : a >iit x = a : BC 

sin X 

woraus BC = a • 

cos X 

Man kann also BC finden, aohald a 
und X in Zahlen gegeben sind. Um aber 
nicht die Division von ro> x in sin x 
nöthig zu haben bat man den Quotient 

**" - für alle Winkel von Secunde 
cos X 

zu Secunde berechnet und mit den 
Sinus und Cosinus unter dem Namen 
Tangente (abgekürzt lang oder lg) 
zusammen gestellt, und es ist demnach 
BC = atgx 

Der Name Tangente für den Quotient 
ist ganz angemessen, denn der Quotient 

würde mit der geometrischen Tan- 

COS X 

gente BC an dem Kreisbogen BD und 
dem X zugehörig gleich grofs sein, wenn 
AB=l wäre. 

Wäre statt x der Complementswinkel 
y gegeben, so müfsto man, um BC zu 
finden, erst x ausrechnen und um dies 
zu vermeiden hat man die Coniple- 
mentstangenten, abgekürzt Cotan- 
genten (colg, cot) ebenfalls mitunter 
tabellarisch zusammengestellt. Man kann 
sie jedoch entbehren ; denn da 
BC — atg X 

und ' o = BC cvl X 

seist BC= BC ‘col X • lg X 

oder tj X • cot X = 1 

1 cos X 

woraus col x = ; — = . — 

lg X <111 X 

Ist also y gegeben, so hat man BC = ■ 

9. Auch die Hypotenuse AC kann man 


unmittelbar aus der gegebenen Cathete 
XI und dem z x finden. Denn es ist 
AF:ADszAB:AC 
oder a cos x-.a = a : AC 

woraus AC = a- 

cos X 

Wäre n = l, so hätte man .-tr= — 

ros X 

und man hat diesen Quotienten, welcher 
mit der Länge AC für den Halbmesser 
AB= l übereinstiramt, Seca n te genannt, 
weil diese Linie den Kreis durebschneidet. 

Man schreibt AC = aixcx 

Eben so heifst die Secante des Com- 
plementswinkels y von x die Cosecante. 
Es ist daher auch 

AC = a cosec y 

10. Die trigonometrischen Linien sind 
in No 7, 8, 9 in Beziehung auf Dreiecks- 
berechuung, also rein trigonometrisch 
entwickelt. Sie sind aber in Rücksicht 
anf ihre allgemeine Anwendung auch all- 
gemein anfzufassen und zwar ohne Be- 
ziehung auf Fignrenberechnung, sondern 
als Vermittelung zwischen Winkeln und 
deren die Längeneinheit bildenden Schen- 
keln, also in Beziehung auf Centriwinkel 
und deren Radien. 

In dem Art. Constructionen, tri- 
onometrische, pag. 80 mit Fig. 437 
is 440 sind die genannten trigonome- 
trischen Linien für einen beliebigen Win- 
kel ACD constrnirt, und zwar 

Kig. 437 für Winkel von 0 bis incl 90'', 
also im Iten Quadrant liegend. 

Fig. 43S für Winkel von 90° bis incl. 
180°, also im 2ten Quadrant liegend. 

■ Fig. 439 für Winkel von 180° bis incl. 
270°, also im 3ten Quadrant liegend. 

Fig. 440 für Winkel von 270° bis incl. 
3ti0°, also im 4ten Quadrant liegend. 

No 2, pag. 81 ist gezeigt, das die gleich- 
namigen trigonometrischen Linien für die 
Winkel der 4 verschiedenen Quadranten, 
sobald sie sich auf gleich grofse Winkel 
des ersten Quadrant, nämlich auf gleich 
grofse Ergänzungen zu 2 oder 4 rechten 
Winkeln zurückfübren lassen, in den 
Längen gleich und nur in den Vorzei- 
chen verschieden sind. In No 3 ist an- 
gegeben, wie solche Zurückführungen ge- 
schehen. 

Ueber die beiden trigonometrischen 
Linien .Sinus versus und Cosinus 
versus oder Qnersinns und Quer- 
cosinus 8. den -Art. .Cosinus versus“. 

11. Die trigonometrischen Linien für 
die ein- und mehrfachen rechten Winkel 
zu bestimmen ist von grofser Wichtigkeit: 
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Für den Z (Fig. 437, pat 80) = 0 
fällt der Sinus und die Tangente 
GA in den Punkt A j beide werden = 0. 

. Itie Secante Cll fällt in CA und wird 
= 1, der Sinusversus AE fällt in den 
Punkt A und wird = 0. Der Cosinus DF 
oder CE wird = CA = i. Die Cotangente 
nach derselben Richtung Bll wird «, des- 
gleichen die Cosecante CH in der Rich- 
tung CA = 3c und der Cosinus versus 
BF wird =fiC= 1. 

Für den Z ÄC-d = 90“ f»"t der Sinus 
DE in BC und ist = 1 , die Tangente 
wird in derselben Richtung /IC », die 
Secante CO fällt in die Richtung CB und 
»ird 30, der Sinns versus AF. erstreckt 
sich von /I bis C und wird = 1. Der 
Cosinus DF fällt iu den Punkt B und 
wird = 0, die Cotangente BH fällt in den 
Punkt B und wira = 0, die Cosecante 
CH fällt jn CB und wird = 1 , der Co- 
sinus versus BF ßllt in den Punkt B 
und wird = 0. 

Für den Z A'CA (wenn man Fig 438 
den rechts in dem waagerechten Durch- 
messer liegenden Plndpunkt mit A' be- 
leichnet) = 180° fällt der Sinus DE in 
A' und wird = 0, die Tangente (— -4C) 
fällt in den Punkt A und wird = 0 , die 
Secante (- CG) fällt in den Halbmesser 
CA uud wird = — 1 , der Sinus versus 
•1£ erstreckt sich von A bis A' und wird 
= + 2. Der Cosinus CE erstreckt sich 
ron C bis A’ und wird = — 1 , die Co- 
tangente (— BH) wird cc also = — eo , die 
Coeecante Cll fällt in die Richtung 
CA' und wird =o , der Cosinus versus BF 
wichst bis C und wird =-f 1. 

Für den Z «’Cct (Fig. 439) = 270°, wenn 
nämlich der unterste Endpunkt des loth- 
rechten Durchmessers mit B' beieichnet 
wird, hat man deir Sinus DE in CB’=- 1, 
die Tangente AG in derselben Richtung 
», die Secante — CG in der Richtung 
Cßoo also = —30, der Sinusvcrsus AE 
iu .4C = -|- 1. Der Cosinus — CE in dem 
Punkt C=— 0, die Cotangente Bll in 
dem Punkt /? = 0, die Cosecante — CH 
in der Länge CB = — l und der Cosinus 
»ersus BF in der Länge ÄB'=2. 

Für den Z ACA = 360° (Fig. 440) wird 
der Sinus (— DE) in dem Punkt A zu 
-0, die Tangente — AG desgleichen in 
dem Punkt A zu — 0 , die Secante CG 
fällt in AC und wird = 1, der Sinus ver- 
sus AE verschwindet in dem Punkt A 
ru 0. Der Cosinus CE wird der Halb- 
messer CA = l, die Cotangente — BH 
wird in derselben Richtung oo also = — oo, 
die Cosecante — CH fällt in die entge- 
gengesetzte Richtung von CA und wird 


— 30 , der Cosinus versus BF wird = BC 
= 1 . 


Hiernach hat man folgende Zusammen- 
stellung der Werthe. 


Für n = 

0 

9U° 

180° 

270° 

360° 

Sinus 

-po 

-Pl 

-PO' 

— 1 

-0 

Tangente 

+ 0 

+ ® 

-0 

+ ® 

-0 

Secante 

+ l 

+ * 

- 1 

— oo 

-P 1 

Sinus versus 

-t-0 

+ 1 

-P2 

-p I 

+ 0 

Cosinus 

+ 1 

+ 0 

- 1 

-0 

-P 1 

Cotangente 

+ *> 

+ 0 

— ao 

-po 

— CO 

Cosecante 

-p “ 

-p 1 

4- 30 

— 1 

— 90 

Cosinus versus + 1 

+ 0 

-Pl 

-P2 

-P 1 


12 Die zeiclwngsweise Erklärung der 
trigonometrischen Linien ist durchaus 
iincrläfslich. Eben so sind nur mit Hülfe 
der Anschauung von Figuren folgende 
Formeln zu entwickeln; 


Es ist Fig. 437 : 

CD* = D£* + C£* 


oder 

1 = »in *a -p cot ’n 

(1) 

woraus 

lin fr = ]1 — CO* * 

( 2 ) 

und 

CO* R = l — sin *« 

( 3 ) 

Es ist ferner 



CG’> = AC + AG" 


oder 

tec "a = l + Ij *« 

( 4 ) 

oder 

tee o = 1' 1 -t- Ij *n 

( 5 ) 

oder 

tg u — y gec ‘■* 1 « — 1 

(6) 

Ferner 

r//* = Cß* + ßw» 


oder 

COt€C = 1 + cot 

( 7 ) 

oder 

co$ec « = + cot 

(«) 

oder 

cot a = l'co»ec ’n — 1 

( 9 ) 


Ferner 

CE. ED = CA: AG 
oder cot « : »iis r< = 1 : Ij n 


• tn /i/\\ 

woraus t» « = uo; 

cos a 

Man kann noch folgende Proportion 
ansetzen ; 

CF: DF= BC : BH 
oder »in « : cot a=l :cota 
cot <1 

woraus cota = -: — liij 

sin « 

Ferner hat man 

CE : CA = CU :CG 
oder cot o : 1 = 1 : tlc n 

woraus tecn = (12) 

cot u 

Endlich 

CF : CB = CD : CH 
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oder jin ri : 1 = 1 : cosec a 

woraus roieCtt = ~— (13) 

n» n ' ' 

13. Die Haupt- oder Grundformeln für 
alle analytischen Entwickelungen sind die 
aur Bestimmung des Sinus und des Co- 
sinus einer Summe und einer Differenz 
zweier W inkel durch die Sinus und Co- 
sinus der einzelnen Winkel. Es sind 
diese 

$in(a:t ß) = Mina • cos ß^cosii • sinß (14) 
cos (a * ß) = cos n • cos sin n • sin ß (15) 

Ans diesem Grunde machen diese 4 
hormeln aus. Von denselben sind die 
beiden _ 

»•»(«-t-^) = siiin-co»y4-^jfi.5in/l (16) 
und 

CO« (n -I- /S) = CO» «• CO« itn «• »in /9 (17) 

in dem Art. Conslructionen in No. 14, 
pag. 89 mit Fig. 454 bis Fig. 463 
und die Formeln 

»in (ft — ,1) = »in (t • CO» ;S — CO» n . sin ,4 (18) 
cos (a - ß) = cos n • cos ß + sinn- sin ß ( 1 9) 
in No. 15, pag. 93 mit Fig 464 bis Fig. 
473 in allen nur möglichen Lagen der 
einzelnen Winkel synthelisch als richtig 
nachgewiesen. 

Die übrigen trigonometrischen Formeln 
sind gleichfalls synthetisch und mit mög- 
lichst euklidischer Strenge in Form von 
Aufgaben als richtig dargethan; sie sol- 
len darum hier noch analytisch entwickelt 
werden. 

14. Es läfst sich die Tabelle der Werthe 
aller trigonometrischen Linien No. 1 1 aus 
den ad 12 aufgestellten Formeln analy- 
tisch ableiten, wenn man nur die Werthe 
des Sinus und des Cosinus als bekannt 
annimmt. 

Setzt man in Formel 10 für Sinus und 
Cosinus die Werthe, so erhält man 


* CO» 180° -1 


,„o_»in270° -1 

»IM 360° - 0 


cos 270° - 0 ” 


CO» 360° -t- 1 ° 


tj 270' 

lg 360” = 

Eben so aus Formel II. 

, „ CO» 0 1 

cot 0 = , — = — = 00 

»IM 0 0 

cot9o° = ££?^=-2- = o 

»IM 90° 1 

coti 80 °=‘:?^L'? 2 -°=^=._« 
»ln 180° 0 

n ®o» 270° — 0 

cot 270° = = — = 0 

»in 270° - 1 


, . cos 360 
cot 360° = -f 


-hl 




»in 360° - 0 

Aus Formel 12 bat man 

»ccO = - ^ - = — = 1 
cos 0 1 

sec 90° = — = — =00 

cos 90° 0 


sec 180° = 
»ec 270° = 


1 _ 

cos 180“ “ - 1 

1 J 

cos 270° - 0 


= - I 


»ec 360° = - * — _= — =1 

cos 360° 1 

Ans Formel 13 

cosec 0 = = — = 00 

»in 0 0 

cosec 90° = . — ^ — = ~ = I 
»in 90° 1 

cosec 180°= _ — 1 = J 

»in 180° 0 “ 

co»ec270°= -i = — - = — I 

»in 270° - 1 ' 


, . »in 0 0 

* cos 0 1 


co»ec360°= 


tj90° = 


»in 90° 
cos 90° ' 




— 1 1 

»in 360° ~ - 0 ~ ~ “ 

Der Sinus versus ist = 1 _ co» , der 
Cosinus versus =1 — »in, beide werden 
also für keinen Werth des Winkels ne- 
gativ. 


»inc(0) ist = 


- 1 

= 

0 

co»e(0°) = 

1 

-0 

= 1 

»inc 90° = 


- 0 

= 

1 

co»e 90° = 

1 

- 1 

= 0 

»ine 180° = 


-(- 

l) = 

2 

co»e 180° = 

1 

-0 

= I 

»ine 270° = 


-(- 

0) = 

I 

eosv 270° = 

1 

-(- 

1) = 2 

»ine 360° = 


- 1 

= 

0 

co»e 360° = 

1 

-0 

= 1 


15. Setzt man in Formel 16 und 17 hintereinander « = 90°, 180° und 270°, 
ß = n, so hat man 

»in (90° -f n) = 1 . cos ir -f 0 ■ »in n = cos n 
»in (180° -b o) = 0 • CO» n -b (— 1) • »in fl = — »in n 
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»in (270° + o) = (-1) • eo« o + (- 0) • «I» o = - CO» n 

eoi (90° + n) = 0 • co« o — 1 • »ii« o = — »ih n 

CO» (180° + n) = (-1) • CO» o — 0 • »i« (I = - CO» n 

CO» (270° + n) = (-0). CO» n - (-1) • »in n = »in n 
Setzt man in Formel 18 und 19 hintereinander «=180°, 270°, 360 , und 
ß = a, »0 erhält man 

»ii«(180°-«)= 0 • CO» « - (- 1) • »in o = »»« « 

»in (270° - I.) = (-!)• co» o - (_ 0) • »in n = - cot a 
»in (360° - n) = (-0) -co» n - 1 • »in i» = - »in et 

co»(180°-ir) = (— l)-co»ei+ 0- »inn = — co»n 
co» (270° - «) =(-0)-co» n + (- 1) • »in n = - »in « 
co» (360° - n) = 1 -co» a + (-0)- »in n = co» it 

16. Mit Hülfe der Formeln No. 16 hat man nnn die Werthe der Tangente, 
Cotaagente, der Secante, Cosecante, des Sinus versus und des Cosinus versus von 
Winkeln in späteren Quadranten auf Winkel des ersten Quadrant reducirt wie folgt: 
„ , »in (90° + It) co» tt 

(90° H- o) = ^95^ + IT) = - ,i^„ = - “ 

„ »in(180°+ti) -»in« 

t, (180° + „) = '■ 

(270° + tt) = — +-C) = -iin 7 “ " “ 

tg (180° - n) = « 


lg (270° - t.) = 


co« (180° - o) “ - cos « 
»in ( 2 70° tt) _ — eoin _ 
co» (270° - «) “ - »in n 


cot a 


tn ( 360° - o) _ 

^ co» (360° — t ») cot n 


= -lgn 


cot (90° + ft) = - 


cot (90° + i>) _ - »«" ” _ 


sin (90° + ft) ~ cot a 


= — lg a 


„ , co» (180°+ ff) — co»ft_ 

cot (180 +ft)-,j^ (jgQO^. _.i«« 


cot (270° + tt) = 
cot (180° - ft) = 


cot (270° + It) 


- sin a 
sin a 


»in (270° + o) ~ — co» n 
_ co» (1 80° — ft) _ — cot a _ 
»in (1 80° — a) »in tt 

»in n 


= — tga 


= — cot a 


„ , cot (270° - t.) 

co. (270° -«) = .- 2, = 


cot (360' 


Iga 


, _ cot (360 ° — fl) _ cosj^ _ 



»in (360° — It) — »in n 
1 1 


- co. fl 


cot (90° + ft) — »in ft 
1 1 


= — COtCC fl 


co» (180° + ti) —co» It 
1 1 
cot (270° + It) »in a 

1 _ 1 

cot (IS0° — tt) — co» o 
1 1 


- — ter It 


cosec II 


co» (270° — tt) — »in o 

1 1 

= = = tec tt 

cot (360 — It) cot tt 


= — cosec a 
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cotec (90° 4 n) = -T 
coiec(180° 4 n) = 



1 


1 

«in 

(90® + «) cot n 


1 


1 

sin 

(180° 

+ «) 

— «in tt 


1 


1 

sin 

(270° 

+ n) 

— cos n 


1 


1 

«in 

(180° 

— a) 

«in re 


1 


1 

«in 

(270° 

- a)~ 

— cos n 

— 

1 

_ « 

1 


coi«c (360° - «) = 

»III ^oo\i — n 

Nach No. 14 ist »ine i» = 1 — ro» o 
cotv « = 1 — »in 


= — cotec n 


= — tee « 


= — cotec n 


daher »ine (90° + n) = 1 — co» (90° + o) = 1 4 »in n -2 — cotv it 
»ine (180° 4 o) — 1 — cot (180° 4 o) = 1 — ( — cot n) = 2 — »ine n 
»ine (270° 4 o) = 1 — cot (270° 4 o) = 1 — »in n — cotv n 

»ine (180° — «) ~ 1 — ro» (180° — o) = 1 — ( — cot n) = 2 — »ine n 

»ine (270° - i.) = l _ cot (270° - o) = 1 - (- »in o) = 2 - ro»r n 

»ine (360° — • o) = 1 — cot (360° — n) = 1 — cot tt = »ine n 

cotv (90° 4 ") = 1 — »in (90° 4 o) = 1 — cot n = »ine « 

ro»e (180° 4 o) = 1 — »in (180° 4 «) = 1 — ( — »in «) = 2 — co»r n 
cotv (270° 4 o) = 1 - »in ^270° 4 n) = 1 - (- co» n) = 2 - »ine k 
cotv (180° — I») = 1 — »in (180° — o) = 1 — »in n ~ cotv n 
cotv (270° — fl) = 1 — »in (270° — n) = 1 — ( — cot n) = 2 — »ine « 
co»e (360° — fi) = 1 — »in (360° — n) = 1 — (— »in n) = 2 — co»e a 


17. Die trigonometrischen Linien ne- 
gativer Winkel kommen im Calcül nicht 
selten vor und müssen auf positive Win- 
kel redncirt werden. Unter negativen 
Winkeln versteht man diejenigen, welche 
(Fig. 437 bis 440) von dem festen Schen- 
kel CA ab nach entgegengesetzter Rich- 
tung, also aufeinander folgend durch den 
4ten, den 3ten, den 2ten und den Iten 
(Quadrant gezählt oder gemessen werden. 
Es ist demnach gleich hedentend: 
der (-l)fe Quadrant mit dem’(44)ten Quad. 
, (-2)te , , , (43)ten , 

, (-3)te . , . (42)ten . 

. (-4)te , , , (41)ten , 

Und in derselben Uebereinstimmung 
stehen auch die Vorzeichen der trigono- 
metrischen Linien (s. Tabelle, Ba. II., 
pag. 81). 


Quadranten 

4I 

|4II 

I4ni|4iv 

Sinus 

4 

4 ; 


_ 

Cosinus 

4 

— 

1 

4 

Tangente 

4 

— 

4 

- 

Cotangente 

4 

— 

4 ' 

- 

Secante 

4 

— 

_ 

4 

Cosecante 

4 

4 


- 

Sinus versus 

4 

4 

4 

4 

Cosinus versus 

4 

4 

4 

4 

Quadranten | 

-n1 

t^IIl] 

-II 1 

-l 


Da nun correspondiren : 

- 0 mit 4 360° 

- 90° mit 4 270° 

— 180° mit 4 180° 

- 270° mit 4 90° 

-360° mit 4 0° 

hat man aus der Tabelle No, 11: 


Für n =■ 

-0 

-90° 

C 

O 

oo 

1 

-270° 

-360° 

Sinus .... 

-0 

- 1 

40 

4 1 

40 

Tangente . . 

-0 

4 ® 

-0 

4 * 

40 

Secante . . . 

41 

— 00 

- 1 

4 » 

41 

Sinus versus . 

40 

41 

42 

41 

40 

Cosinus . . . 

41 

-0 

- 1 

40 

41 

Cotangente . . 

- 00 

40 

- X 

40 

4 * 

Cosecante . . 

— 00 

- 1 

4 » 

41 

4 "o 

Cosinus versus . 

41 

42 

41 

40 

41 
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Ferner correspondiren: 

— it mit + 360° — n 
-(90°-n) mit +270° + « 

- (90° + n) mit + 270° - « 
-(180°- «) mit + 180° + n 
-(180° + «) mit + 180°-« 
-(270°-«) mit + 90° + « 

- (270° + «) mit + 90° - « 

- (360° - o) mit + n 

Daher ist nach No. 15 und 16 
«n (-«) = - »in « 
cgi (— «) — cot n 
lg (-«) = - lg n 
col (—«) = — col ft 
ttc (— n) = tcc n 
coicc (—«) = — cottr n 
linr (— «) = si»® n 
CO»® (— «) = 2 — co»e « 
»ia — (90° — n) = — cot « 
cot ^ (90° — «) = «in « 
lg — (90° — n) = — col n 
col — (90° — o) = — (j « 
tcc — (90° — «) = cotcc « 
cotec — (90° — «) = — tec a 
stn® — (90° — «) = cotv ff 
cotv — (90° — n) = 2 — »inc « 
»in — (90° + n) = - CO» « 
cot — (90° + «) = — »in « 
tg — (90° + n) = cot n 
col - (90° + o) = (j « 

»er - (90° + o) = — cotec « 
cotec — (90° + «) = — »ec n 
»in® — (90° + n) = 2 - cotv « 
co»r — (90° + «) = 2 — »i n® re 
»in ^180° — re) = — »in « 


cot — (180° — «) = — CO» u 
lj-(180°- a)=lga 
col — (180° — «) = cot « 

»ec - (180° — a) = - teert 
cotec — (180° - o) = — cotec tt 
»in® — (180° - «) = 2 — »in® re 
cotv — (180° — «) = 2 — CO»® « 
»in — (1 80° + «) = »in « 

CO» — (180° + n) = - CO» « 
lj-(180° + «) = -lj « 
col - (180° + o) = - col « 
tec — (180° + «) = — »ec « 
cotec — (180° + n) = cotec tt 
»in« - (180° + o) = 2 - »in® re 
cot® - (180° + o) = CO»® n 


»in — (270° — re) = rot a 
cot — (270° — «) = - »in « 

' lg - (270° - n) = - col « 
col - (270° - «) = - ly re 
tec — (270° — n) = — co»ec « 
co»ec — (270° — «) = tec « 

»i»ir — (270° — n) = 2 — cotv « 
CO»® — (270° — re) = »in® « 

»in — (270° + re) = cot tt 
cot — (270° + «) = »in re 
lg — (270° 4 n) = col « 
col — (270° + «) = ly re 
»ec — (270° + re) = cotec tt 
cotec — (270° + «) = »ec n 
»in® — (270° + n) = rote re 
co»r — (270° + re) = »in® re 
»in — (360° — re) = »in n 
cot — (360° — n) = CO» re 
ly - (360° — re) = ly re 
cot — (360° — re) = col « 
tec - (360° — re) = tec « 


co»ec — (360° — re) = cotec tt 
»in® — (360° — re) = »in® « 

CO»® — (360° — n) = co»e re 

18. Es sollen nun die ferneren in dem 
Art. „C'onstrnctionen, trigonome- 
trische,“ synthetisch als richtig erwie- 
senen Formeln, welche die gebräuchlich 
steil sind, analytisch abgeleitet werden. 

Schreibt man in Formel 16 für /J den 
Werth re, so ist 

»in (2re) = »in re • cot re + co» re • »in « 
also (Bd. II., pag. 96, No. 16 V. synthetisch) 
»in (2re) = 2 »in « • cot re (20) 

Schreibt man in Formel 17: /S = re, so 
ist (No. 17, VI. synthetisch) 

CO» (2re) = CO» ’re — »in ’« (21) 

Schreibt man in Formel 21, nach For- 


mel 1 : 

cot ’re = 1 — »in ’re 

so erhält man (No. 18, VII. synthetisch) 
cot (2n) = 1 - 2 »in >« (22) 

Schreibt man dagegen in Formel 21 
sin •« = 1 — cot *11 

so erhält man (No. 19, VIII. synth ) 

cot (2n) = 2 cot ’« — 1 (23) 

Dividirt man Formel 20 durch Formel 21, 


»in (2re) _ 2 »in re cot tt 
cot (2re) 


so erhält man 

und wenn man ZäMer und Nenner des 
rechts stehenden Bruchs mit cot *« divi- 
dirt und = lg ft setst, so erhält man 
cot tt 
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eot *« — 1 


lg (2o) 


_ ^Ig a 


l — lg*n 

Dividirt man 21 durch 20, so ist 
cot (2fr) _ cot *n — sin 
sin (2o) 2 sin a • ros a 


(24) 


2r;t,7 

Dividirt man Formel 25, Zähler und 
Nenner rechts, durch cot «, so erhält man 
(No. 22, XI. synth.) 

1 

col n 


und nun Zähler und Nenner d4s rechts co( (2 it) = 
stehenden Bruchs mit sin “a dividirt er- 


cal fr col a — lg tt 


gibt (No. 21, X. synth.) 


2 2 
Es ist nach Formel 4 und 26 


(26) 


1 + col »(2fr) =: tfc \2a) = 1 + ^ = J (4 + col »« + lg *rr - 2 col a • lg n) 

= 1 (4 + col »o + Ij »ft — 2) = I (col *if + Ij »fr + 2 col er • Ij «) = J (col n -f- lg rt)» 


woraus (No. 23, XII.), wenn man radicirt Entwickelt man cot n aus Formel 23, 
cosre (2n) - " ^ 27 ) 

F.ntwickelt man aus Formel 22: sinn i/t + cosn 

und schreibt \a für «, so erhält man cos (^rt)= I (29) 

(No. 24, XIII. synth.) c u i.. ■ . 

1 /I - ros ft Schreibt man in Formel 28 : (90° - n) 

sin(jn)=|/ ^ — (28) für «, so hat man (No. 26, XV. synth.) 


90°-^ _ cos (90° - t.) _ 


1 /I — sin ft 

2 - = F 2 - = V-~2~ 

Schreibt man (90°-«) für « in Formel 29, so erhält man (No 29, XVIII. synth.) 
90°— rt 1/1 + cos (90°j- ff) _ j/1 + sin o 
2 


' — J/Ljt (90° — ft) _ + sin f> 


(30) 


(31) 


Schreibt man (90°+ it) für er in Formel 28, so erhält man (No. 28, XVII. synth.) 


90°+ tt _ 1^/1 — cos (90° + fr) _ 1 /I + sin a 


=v 


2 -F 2 -y—r- 

Schreibt man (90° + tr) für a in Formel 29, so erhält man (No. 27, XVI. synth ) 


9 0° + tt _ 1^/1 + cos (90° + o) _ 1^1 — sin a 


(33) 


Dividirt man Formel 30 durch 31, so 
erhält man (No. 30, XIX. synth.) 

90°— o i/l — sina 

® 2 ~ J 1 + s'iiT^ 

Durch die Umkehrung des Bruchs For- 
mel 34 erhält man (No. 32, XXL synth.) 

90°— ff i/l+sintt 
col — - — = 1 / _ — , ^ (36) 

2 ' 1 — stn ff 

Dividirt man Formel 32 durch 33, so 
erhält man 

90°+ ft 1/1 + sin ft 

»J — s — = l r — (36) 

2 r 1 — sin ft ' 

und dividirt man Formel 33 durch 32: 
(No. 31, XX. synth.) 

90° + ft 1 / I — sin ft 

col — - — = y — ( 37 ) 

2 r 1 + stn ft 

Mnltiplicirt man in Formel 34, Zähler 
und Nenner der Wnrielgröfie mit (I - sin ») 


und reducirt, so erhält man (No. 34, XIII. 
synth.) 

90°— o 1 — sin ff 

•S — 5 — = (38 

2 cos ft ' 

Multiplicirt man Zähler und Nenner 
der W urielgröfse inFormel3ämit(l— sinn) 
und reducirt, so erhält man (No. 37, XXVI. 
synth.) 

90°— ft 1 + sin tt 

col - — = (S9) 

2 cos ff 

klnltiplicirt man Zähler und Nenner der 
WurzelCTÖfse in Formel 36 mit (1 + sin tt) 
und reducirt, so erhält mau (No 36. 
XXV. synth.) 

90° + ß 1 + sin ß 

— (40) 

2 cos n ' 

klultiplicirt man in Formel 37 , Zähler 
undNenner der Wunelgröfse mit (I — sinn) 
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und redncirt, so erhält man (No. 35, Zähler und Nenner der Wtinelirröfse mit 
XXIV. synth.) (1 — eoi n) so erhält man (No, 38, X.XVll.) 


eot 


90° + n 1 — »t« o 


(41) 




I — ro.r ft 


(43. a) 


2 casa »m n 

Diridirt man Formel 28 durch Formel Miiltiplicirt man dagegen mit (1 4 r«» n), 


Diridirt man Formel 28 durch formel Miiltiplicirt man dagegen mit ^ r«» n; 
29 und reducirt, so erhält mau (No. 40, so erhält man (No. .39, XXVlll. synih.) 
XXIX. synth.) sin « 

= (42) ■ = ^ + 


l — cot tt 
. -f- co$ a 


(43 b) 


und uiultiplicirt man in dieser Formel man 


Addirt man Formel 28 und 29, so hat 


, , , 1 /I — cos tf , I /I + cos It I f/| /I — cos n I /l + cos o\’ 

1.S (j n) + cos (J«) = [' ^ + I- 2 = ■ 2 > 2 ~/ 


-11- 


zif.'+l+lif+jpö 

= ^ (l + I 1 — COS *«) = -i“ sin a 


— cot n) (1 + cot 


o] 


Man hat demnach (No. 41, XXX. synth.) 
■in (}n) + cos (jn) = |' 1 + sin n (44) 
Subtrahirt man Formel 28 von Formel 
29, so bat man 

. l/l+cosn i/l-cos« 

nn(4i<)-siii(4ft)= |/ — y ^ 

und eben so wie mit der Summe ver- 
fahren ergibt (No. 42, XXXI. synth.) 

cos (}n) — sin (J«) = J 1 — sin it (45) 
Snbtrabirt man Formel 29 von Formel 
28 SU erhält man (No. 43, XXXII. synth.) 

im (jn) — cos (^o) = | 1 — sin et (46) 
Der Grund davon, dafs beide Ausdrücke 
Formel 45 und 46 dieselben sind und 
unter «eichen Umständen die eine oder 
die andere gilt, (s. Bd.ll., pag. 106 und 
107, No. 42 und 43). 

Subtrahirt man Formel 45 von Formel 
44 und dividirt mit 2, so erhält man 

lis(jR) = ^ (|^1 sin o — |/1 — sin n) (47) 
Addirt man die Formeln 44 und 46, 
so erhält man 

«in (Jo) = J (l 1 + sin o -f |'l — sin «) (48) 
nnd subtrahirt man Formel 46 von 44: 
«i(J«)=^(| 1 -(- sin tt — 1^1 — sin fl) (49) 
Beide Formeln in eine Formel zusam- 
mengeiogen steht No. 44, XXXIV. 

Addirt man Formel 44 nnd 45 so er- 
hält man' 

«*()«)= i (l'rT»in7i + 1 1 - sin7) (50) 
Beide Formeln in eine zusammenge- 
rogen ist No. 44, XXXllI. 

Der Grund davon, das beide Paar For- 
meln 47, 48 und 49, 50 das Entgegen- 
gesetzte auedrücken und welche Formeln 


in speciellen Fällen genommen werden 
müssen, s. Bd. II., pag 107, No. 44 mit 
noch den Formeln XXXV und XXXVI 
Subtrahirt man Formel 17 von 19, so 
erhält man (No. 48, XU. syutb.) 
sin ;? • sin o = J [cos (« - ;?) - cos (n +,9)] 1 

_ cos (fl — ,9) — c os (rt -I- ;9)[ (51) 

~ 2 sin /J ^ 


oder 


oder cot n = 


Addirt man Formel 17 und 19 .so er- 
hält man (No. 47, XXXIX.) 
cos « • cos ,4 = } [cos (ft + /8) -|- cos (ft -/?)] j 

ros (ff ^/J) +_cos_(n^ fl ) ! (52) 
2 cos fl ) 

Addirt man die beiden Formeln 16 und 
18, so hat man (So. 45, XXXVII. synth) 
sinn •coS|9 = ^[sin(ii-t-/l) + sin{ft — /5)]| 

. sin (rt + ^) + sin (n - ,9)1(53) 

oder stnn= - \ 

2 cot fl 

.Subtrahirt man Formel 18 von Formel 
16, .so erhält mau (No. 46, XXXVIII.) 
sin /9 • cos R = J [sin (« + ^)— sin (n -^)] 1 

sin (n -f fl) - »'>^('^— /I)l (34) 
2 sin fl ^ 

Schreibt man in den letzten 4 Formeln 
y = n -I- ^ 

ä = tt — fl 


oder cos n = 


so ist 


y-f J 


r-J 


und 
also hat man 
Für Formel 61 ; 
cos d — cos j' = 2 sin 
Für Formel 52; 


2 


, J 


(55) 


UI. 


14 
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y-J Dividirt man Zähler und Nenner des 

• cos ~ (.')6) fgchtg stehenden Braebs dure h cos it - cos^ 

und redncirt, so erhält man (Xo..S3, XM .) 
y-fd y — d .e-. , ^ 1 s\ — rr ~f tj ^ rsm 

Dividirt man Formel 18 durch Formel 
y— d y + d 19 „ml verfährt wie für Formel 59, so 

— - • cos 2 11 erhält man (No. 54, XLVI.) 

stehen No. 49 bis 52, lg „ - lg ß 

inel IC durch rorniPl ‘i j l i? i 

Dividirt man rormel durcb rormel 

CO. ß + cosn. sin ß >6 >>nd verTahrt wie für die vorigen For- 

— ~ — 7 7 mein, so erhalt man (No. ö,"), MeMl.) 


cof y + co$ J = 2 cos — — • cos ('^) 

Für Formel 53: 

l' + d y— J 

sifi y-f fiH d= 2 Jitt roi i-;-- (67) 

Für Formel 64: 

ii« y — *in d =: 2 «in • cos ^ (58) 

Diese 4 Formeln stehen No. 49 his 52, 
XLI. bis XLIV. 

Dividirt man Formel IC durch Formel 
17, so erhält man 

«in (ff -}- /t) «in tt • cos ß + cos n • sin ß 
cos (ff d ß) cos ft • ros ß — «in ft • «in ß 


cot (ft + ß) — 


cos a • cos ß — «in tt • sin ß _ cot tt • cot ß — I 
sin a» cos ß -f co« « • «in ß cot ß ^ cot n 


cot (t • cot ß - t nenuunjf, also 

oder rol (« 4 ^ cö7^ ^ ^ _ «in rt • co^ß f - **“ jL*^^ 

Dividirt man Formel 19 durch Formel cos n • cos ß rostfcosß 

18 u. s. w., so erhall man (No. 5G, X L\ III.) *tn hat man (No. 57, XDIX.) 


rot (« — /*) = 
Schreibt man 


cot n • cot ß 1 
cot ß — cot « 


tg rti tg ß = 


«in (ft 4 ß) 


«in rr «in 3 

tg a ■{ tff ß = i 

^ ' ro« ff cos 3 


brin(?t die Brüche rechts auf gleiche Be- Schreibt man 


•a- ' ro«f,.ros;J 

Ehen so erhält man (No. 58, I. ) 

sin (tt — 3) 

tgn- tg ß= 

ro« ff • cos ß 


cos ft cos 3 cot ft • «in ß 4 « • ^o« ß 

cot ft cot ß = -. h 

stn ff «in ß «in tt • «tn ß 


80 erhält m.in (No. 59, LI.) 


*»n (ft 4 ß) 
cot ff 4 co/ Ä ^ — - 

stntfsinß 


Desgleichen (No. 60, LII.) 


cos 3 cos ft cos ß • sin a — «in ß • cos rt 
rot i3 — cot ft = *■: - . — = . . ~ 

^ sinß «in n «tnrf»«in^ 


^ «tn (rt — ß) .««V 

cot ß — cot tt ZS. — — i (CG) 
«mcfstn;? 

Multiplicirt man Formel IC mit Formel 18: 

«in (o 4- ß) • «in (« — /*) = (rin « cos ß 4 cos n «in ß) («in rt cos ß — cos a sin ß) 

= «in^Rco« ^ß — co«*ft«in *^ = «in*fr[l — «in V] “ (1 “rin *f»)«i«*^ 


Reducirt man und dividirt durch «in (r-/?) 
so entsteht die Formel (No. 61, LIIl.) 

«in *rt — «in ^ß , 

Schreibt man für beide Sinusse im 
Quadrat 1 - cos’, so erhält mau reducirt 
(No. 62, UV.) 

■ , . cos V — ros ’« 

sin(o + ^) = — : -- (63) 

SIH (ft — p) 

Uultlplicirt man Formel 17 und 19, so 


erhält man 

ros (« + /?)■ cos (« — /!) 

= ros *ft • ros - sin ’sr • sin V 
Die Sinn.sse fortge.schaffl ergibt die rechte 
Seite der GleichnuR 

— 1 f cos *re t cos ‘ß = ros - sin V 
hieraus die Formel (No. 63, LV.) 

ros V — sin ’« 

ros (,n + ß) = (69) 

cos (ft — ß) 

Schreibt man in dieser Formel 1 - sin V 
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für foi V. 1 - rot für lii» *<r, so erhält 
insD die Formel (No. 64, LYI.) 

cof ’rt — tin V 


ro« (« + /»)=- 


(70) 


CO» (ft — ß) 

Dividirt man Formel 57 durch Formel 
56, so erhält man (No. 65, LVll.) 


y+J_ stM y + «i» J 

2 CO» y + CO» J 
Piridirt man Formel 55 durch Formel 
öS, so erhält man (No. 68, LX.) 

y tt CO» J — CO» y 
2 »in y — »in d 
Dividirt mau Formel 58 durch Formel 

56, so erhält man (No. 66, I.VIH.) 
y — J »in ;• — »in d 

rot y + ros J 
Dividirt man Formel 5,5 durch Formel 

57, so erhält mau (No. 67, l.IX.) 


'9 


tg‘ 


(71) 


(72) 


(73) 


‘3 


(74) 


y — iF CO» if — CO» y 

2 »in j- + »in iS 
Sfhreiht man in Formel 16: 2n für rt 
nnd ff für ,4, so hat mau 
»io 3« — »in 2ft • cot a 4- ros 2n • »in ff 


Formel 20 uiul 22 augewendet entsteht: 
iia3f( = 2 »in ft • roi *n + (1 — 2»in *n)»in ft 
= 2»tnn(l— »in’tt) + (l-2»in’ff)»inft 
endlich (No. 69) 

li« 3ti = 3 »in ft — 4 »in *tt (75) 

Schreibt man in Formel 17: 2« für n, 
n für ß, so hat man 
Ml 3n = cot 2ft • cot n — «in 2« • »in ft 


Mit Anwendung der Formeln 20 und 
23 entsteht (No. 70) 

CO» 3ft = (2 CO» ’rt — 1) CO» rt — 2 »in ’ft CO» ft 
= CO» a [2 cot ’ft — 1 — 2 »in *ft] 

= rot a [2 cot ’t» — 1 — 2 ( 1 — cot *n)] = 
CO» 3ft = 4 cot *rt — 3 cos n (76) 


19. Mehrere Formeln für die trigono- 
metrischen Linien finden sich in den spe- 
ciellen Artikeln über dieselben. Bis jetzt 
*ind in diesem W'örterbuche gegeben die 
-4rt: Cosinus, Cosinus vers us, Co- 
tangente, Cosecante. 

Trigonometrische Berechnungen Ton 
ebenen Figuren werden desgleichen in 
den sie hetreflfenden Artikeln abgehan- 
delL Es befinden sich in diesem Wör- 
lerbuch bereits die Art. : Dreieck, Fü nf- 
eek, Funfzehneck, Gebrochene 
Linie. 


20. Es erfolgt hier eine geordnete Ta- 
belle derjenigen trigonometrischen For- 
meln, welche in dem Art.: Construc- 
tionen, trigonometrische synthe- 


tisch nnd in dem vorstehenden Art. ana- 
lytisch hergelcitet worden sind. 
Trigono metrische Formeltafel. 

1. 

«in + cos *« = I 

2. 

nn rt = 1 1 — cos *rt 

3. 

cos rt = \ i — «in V 

4. 

tg ’rt -f sec '^n = 1 

5. 

ser rt = J 1 tg^ft 

C. 

tg ft = 1 sec *« — 1 

7. 

cosec -rt — cot *rt = 1 

8. 

cosec rt = 1 1 cot 

9. 

roi rt = [ roscc *n 1 

10. A. 

tg rt • cot rt = 1 

B. 

1 sin rt 

lg rt = ~ - 

roi ft cos ft 

11. 

l cos rt 

cot rt = — ■ “ . 

tgn siM rt 

12. A. 

cos ft • ser n ~ 1 

B. 

1 

sec ft = 

cos ft 

1.3. A. 

sin ft • cosec rt — 1 

B. 

1 

ro*rc rt = — - 
«in rt 

14. sin (n ^ ß) :r sin a • cos ß t** ros n • sim/? 
ly. cos (ft + ß)rr rns n ■ ros ß ^ sin (( • sin ß 

IG. sin 

(rt -f- /S) = « • ^os ß 4- ros ft * sin ß 

1 7. «in (ft — ß)^ sin re * ros ß — ros u • sin ß 

1 8. CO« (n -f /?) = cos ft • roi ß — «in a • sin ß 

19. cos (rt — = cos n * ros ß «in « • sinß 

20. 

sin (2rt) = 2 «in rt • cos rc 

21. 

cos (2n) = cos *rt — «in 

22. 

cos (2rt) = 1 — 2 «in *o 

23. 

cos (2rt) = 2 cos — 1 

24. 


25. 

cot — 1 
cot (2rt) = - „ -r — 
' ' 2cota 

26. 

cot rt — Ifl rt 
c«((2ft) = — 2 — 

27. A. 

. 1 1 *9 *ec ^ft 

B. 

cot rt + rt 

co»ec(2n)— 2 

28. 

1 /I — cos It 
»in Jft= y — 2 — 

29. 

1 / 1 -f CO» tt 

rosin-* y 2 

A. Für rt von incl. 0 bis iucl. 180° ist 


1 /I -t- cos n 
cos Jft = -1- y 


14* 
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B. Für a von incl. 180“ bis incl. 360° ist 

, 1 /I + fO» « 

coi itt-- [/— 5 


. 90“- n . 2 
30. iin _ -=«•« — 


2 
— a 




/I — *IH tt 

2 2 “ ^ 2 
A. Für n von incl. 0 bis incl. 90“ ist 
— <in n 


. 90“-« ,/l 

,,n — ^ = +[- 


2 ' t 2 

B. Für n von incl. 90“ bis incl. 360“ Ist 

90“—« I /I — li« n 

itn — - — = - i 

2 r 2 

90“—« ln—« i/l + iin« 

31.COS-2 -=cof ^ -=*y 

A. Für o von incl. 0 bis incl. 270“ ist 
90“ — n . 1 /I + tin « 


B. Für « von incl. 90° bis incl. 270“ ist 
90° — n 1 /I + " 

2^- = -|/i--.T»„ 

® 2 * 2 1 l-si«o 

A Für « von incl. 0 bis incl. 90“ 
und von incl. 270“ bis incl. 360“ ist 
90“+ « , 1 /I + si» « 

9 2 -+ J 

B. Für n von incl. 90“ bis incl. 270“ ist 


lg 


90“+« 


_ I /I + li« « 
r 1 — sin n 






2 ^ 2 
B. Für n von incl. 270“ bis incl. 360“ ist 
90“— n i/l + *i« « 

/I + si« « 
2 ' 


90“ + « 1 71 + « 

37.c«( ^-=co(’- - 

2 2 

A. Für n von incl. 0 bis incl. 90“ 

und von incl. 270° bis incl. 360“ ist 

90“ + « , 1 /I — sin o 

¥ 


cot- 


■=^il; 


+ « 

B. Für « Ton incl. 90° bis incl. 270° ist 


. 90° + o . + « 

32. «H — r — =ttn 


=-y 


90“+« i/i 

e«t_— - = _| j 


/I — tin « 


2 2 
A. Für « von incl. 0 bis incl. 270“ ist 38. tg 
_._90“ + «_^ |,l+tin« 


2 “ ' * 2 
B. Für« von incl. 270“ bis incl. 360“ ist 
90“+ « I /I + tin « 


39. cot 


90“ - «_ ^77 — o_l — tin « 

2 ~ 2 ~ cot o 

90“- «_ J^Ti— «_l + tin« 


33. cot 


90' 


‘ = -1 

’+« l7i + « i/l-tin« 

-— =cos - = -I I ' ^ 

2 2 r 9 


90° + « 4 rr + a l+«tfin 

40. Io - - = /Q* « — ■= — 

^2 ^2 rosa 

s. 90°+« A« + o 1— «•!•« 

41 . cot = fol ^ = 


^ ^ ^ Art l/* " " 

A. Für it von incl. 0 bis incl. 90° ist is\n=^y ^ ^ 

90° + ff , I /I “ “ 

c»*-2- = +t ~2 

B Für « von incl. 90° bis incl. 360“ ist 
90“ + «_ 1 /"I — tin n 


= 2 
90“—« Iti — n i/l— tin« 

V- = *KlTti«¥, 

A. Für « von incl. 0“ bis incl. 90“ 
und von incl. 270“ bis incl. 360“ ist 

^ 90“—« l/l— tin« 

*^“¥“ = + 1^1+ tin« 

B. Für « von incl. 90“ bis incl. 270“ ist 

90“— n 1/1 — tin« 

tg - “ r 1 + tin « 

35 . CO/ =co/ i'' = :t I Ltii-JI 

2 2 7 1 — iin n 

A. Für « von incl. 0 bis incl. 90“ 
und von incl. 270“ bis incl. 360“ ist 
. 90“ — « _ ^ wl + tin a 
r 1 — tin o 


A. Für « von incl. 0 bis incl. 180“ »t 

I /I - cot« 
lg i« = + 1/ 

B. Für « von incl. 1 80“ bis incl. 360° ist 

I ' 1 — cot n 

iTcot« 

1 - cos tt 


43. A. tg |rr = 
B. lg }« = 


iifi a 
ftn a 

1 + cot a 

44. <in ^fc + cot ^« = ± J i + stn a 

A. Für (t von incl. 0 bis incl. 270° Ul 
«in i« + cot ^« = + I I + sin « 

B. Für ft von incl. 270° bis incl. 360° ist 


cot • 


3 


fin ^ft + cos J 1 + «in « 

45. cos — «in Jrt =: HL- j 1 — «in« 

A. Für « von incl. 0 bis iuc). 90° ist 
CO« — «in = + I 1— «in« 
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B. Für o Ton iacl. 90® bi* ind._360° bt 
eoi 1^0 — «n I« = — yfi —tiua 

46. SM ja — cos |a = ^ — sin o 

A. Für a von incl. 0 bb in^90® bt 

sin — cos — sin« 

B. Für a Ton incl. 90° bb i ncl. 360° bt 

sin Ja — cos Jo = + V**! — sin o 

47. sin Jo = ± J [v'i + sino — >/l - sinn] 

A. Für o von incl. 0 bb incl. 90° ist 
sin Ja = + J [l'l +*inn — 1 1 - sinn] 

B. Für o Ton incl. 90° bb incl. 270° 
ist die Formel nicht anwendbar 

C. Für n von incl. 270° bis incl. 360° ist 


6 ». 

... . / .... CO* a • cot jJ — 1 

61. cot (n + /J) = , — ^ 

cot n + cot ß 

62. cot ta — ß) = 

cot ß — cot a 

63. + 

co$ a • eo$ ß 

64. 

cos a- cos ß 
si n (n + ß) 
sin a • sin ß 


sin Jo = — J [j''l +sino — 1 1 — sino] 

65. 

cot (t -j- cot ß = 

48. sin Jo = + J [)''! +sino + V'l- sin«] 
Diese Formel gilt nnr für o Ton incl. 

90° bb incl. 270° 

49. cos Jo = + J [j'l +sino — j'l — sino] 

66. 

cot ß — cot « s 

67. 

sin (o + /3) = 

Diese Formel gilt nnr für o von incl. 
90° bb incl. 270°. 

68. 

sin (o + /I) = 

ÖO. coi {«f =: ± (j/'l -(-fifirt + |/i— «iiiff ) 
A. Für a yon incl. 0 bU incl. 90‘^ ist 

69. 

cos [a + ß) = 

cos Jo = + (j^l +sino + 1^1 - sino) 

B. Für o Toa incl. 270° bb incl. 360° bt 

70. 

cos (o + /3) = 


cos Jo = — (F1 +*ino + |/l —sinn) 

Für o von incl. 90° bb incl. 270° bt 71 . 
(he Formel ungültig. 

M. sin n-sin jJ = J [cos (n — ^)—cos(o + /*)] 

52. eosa-cos ß [cos (a + /S) J- cos (o — /?)] 

53. sina-cosß = } [sin (a +(3)4- sin (o — ^)] 

54. cosn-sin/3 = } [sin(n + ^— sin(n — (3)] 


sin o • sin ß 
sin *n — sin *(3 

sin (o — ß) 
cos *(3 — cos *« 
sin (n — (3) 
cos ^ß ~ sin *o 
cos (o — (3) 
cos *n — sin ’,3 
cos (o — ß) 


»S 


2 

_n_±/ 

2 


tt—’ß 

sin — = i (cos ß — cos o) 


55. SM - 

56. cos . cos = i (cos a + cos ß) 


•9 


2 

“ 

co$ 

a 


cos 

ß 

o + 

ß^ 

cos 

ß_ 

- 

cos 

a 

2 


sin 

a 

- 

sin 

~ß 

o — 

ß^ 

sin 

a 

- 

sin 

ß 

~2 


cos 

a 

+ 

cos 

ß 

o — 

ß_ 

cos 

t 

— 

cos 

tt 


-ß. 


57. 

58. 


• 0+/1 

SM— — 


• COS ^-^ = }(*inn + sin;3) 

• sin ^-~=Hsina-siHß) 


2 sin ß + sin o 

75. sin 3a = 3 sin a — 4 sin ’o 

76. cos 3o = 4 cos *o — 3 cos o 

21 . Sind die Winkel a + ß y = 2 Rech 
ten , so ergeben sich mehrere interessante 
Gesetze, von denen folgende sechs die 
Torzüglichsten sind. 


I. 2. sin o • sin ß • sin y = sin a • ros a + sin ß • cos ß-\- sin y • cos y 
Analytischer Beweis. 

Formel 16 i.st sin (o + /3) = sin a • cos ß + cos a • sin ß 
hierrn sin o • sin ß = sin o • sin ß 

pbt sin o ■ sin (3 • sin (o + ;S) = sin ’o • sin ^ • cos ^ + sin *ß • sin o • ros o 

= sin /3 • cos (3 (1 — cos ’o) + sin n • cos o (1 — cos ’ß) 

= sin O'Cosn-i-siHß-cosß—cos n.cos(3(iinoTOS(3+cos o-sin^) 
und mit Hülfe von Formel 16; 

sino • sinß • sin (<r + ß) = sin a • cos n + SSM ß • cos ß — cos n • cos ß • sin (o + /3) 

hierzu s/no. sin^-sin(o+^) = sin o .sin(3. si n(n +,3) 

gibt 2-sina ■ sin,3-sin(n+^) = sinn • cos o + sini3-cos,S— sin(« + /3)[coso.cos(3— sino-sin/S) 
also nach Formel 18: =sino-coso+sin/3*cos(S — sin(« + /3)-cos(o + ^) 
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Nun ist wegen n + /J = 180'’ — j'; iii»(n+^)=sii»)< und coi(a+fl)= — eo$y 
daher hat man 2«sinn' •in/t* iin}'=sinaTOind-siN/t* eos/t + **>*>'' res 
da nd-/t-f-}'= 180°, so sind sie die l'miangswinkel eines Dreiecks. 

Synthetischer Beweis. Es sei dien AC, BC und BC ron den Ecken 
demnach Kig. 672 im C^ABD Akt j^A = a, des Dreiecks aus, fälle die Lothe CE, 
der / B=ß, der ^D=y, beschreibe um CF und CG auf die Seiten des Dreiecks, 
dasselbe einen Kreis vom Halbmesser = 1, und fälle auf eine beliebige Seite BD 
dessen Mittelpunkt C sei, ziehe die Ra- die Höhe AU, so ist 

•i-C^ABD = BU.CG^AD-CF-k^AB-CE 

= BD.AH 

Nun ist ^BCD = iZ.BAD = 2a 
und da zugleich BG= DG 
also auch Z.BCG=^OCG=i^BCD 
so ist ^BCG = ^DCG 

Eben so bat man 

^DCF=z^ACF=fl 
und z.ACE-=z.BCE = y 

folglich 

BD = '2$ina, AD=2tiHß und .4ß— 2iin/' 
ferner 

CG=co$a, CF=co%ß and CE = cot y 
und da AU = AI)-tiHy=2$inß-nny 


Kig. C72. 



so hat man BD- AU=-2iinif2tinß’iiHy = it>Ha'$i>iß-tiny 

und 2^ .4ÄÖ=2»i» n • co«n-|- 2 <iH/t *ru(/9 3 siH}** co< j* = 4 sinn > sin /t* sin]* 

woraus 2 »in a‘$inß‘tiny= tina^com -i-tinß'cosß + »in y • cot y 

II. •iHn-t-»in/J-l-»inj'= 4 cc«* • cos • cot 

Analytischer Beweis. 

Es ist y = 180° — (« + ß) 

daher »in y=»in(n-|-, 1 ) 

mithin nach Formel 20 

„ . <t+ß n-t-ß 
»iny=2»in — • cot — „ - 
2 2 

Also nach Formel IC und 18 

o/“ , " ■ ß\/ “ ß ■« ■ ß\ 

ttity=2^ttn— ‘cot — A^cotY -ttn-j^cotj.cot -»iny • »in 

oder 

n*“ “ tß,r.-ß ß ß 

»in y = 2»»n - J ■«’« y ■ cos* y + 2 »in y * co»-^ • co» » — 2»in* y »in y ■ co» ^ 

- . . /t . n n 

— 2 »in ’ - — • »in -r • CO» 

2 2 2 

= 2 »in y. CO» y (cos > - «in > + 2 »in |-. CO« (cos » y - »in > 

oder 

»iny =2»in y*™»-^ ^2ro»'‘'y — 1^4-2»in ^‘cot y ^2 co»* ~ 1^ 

,.n n t ß , , ■ ß fl n . ß ß 

= 4 »in y . CO» y . CO»* y -I 4 »m y . CO» y • CO»* y - 2 »in y • co» y - 2 »in - * cot y 
hietzu »inn-|-»in/t= Si/ny . (*ai y .p 2 »in y *ro» y 
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r.« n , ß , ■ ß 

giM ii*n+«iii/t + jii*) = 4 [»iByr«. — .col>y + «in- -«>» 2 2 J 

« tf/.« ß , ‘ ß\ 

= 4 ros —• cos 2 (“» y y ' Y j 

n /» . « + <> 

= ir 0 Sj‘COS—.s,H — 


Nun ist »»n — ^ 




iso^-Cß + Ä r 

™* 2 = 


n ß y 

H»hcr bat man 5 i»o + »m/t + »»My=4coi— To»--TOf — 


SyntbetischerBeweis. Man zeichne 
Fie. 673, um einen Pnnkt C die ^« = 
ACF, ,1 = FC/l und y = UCK neben cin- 
aader, so lic(ren die beiden äufseren .Schen- 
kel AC und. ICC in einer geraden l.inie. 
Beschreibe nun aus C mit dem Halb- 
messer = 1 den Kreis AhHRA, verlän- 
gere FC bis in die Peripherie, verbinde 
•t, B und ü durch Sehnen, so entsteht 
das Dreieck ABD-, in diesem ist /.ADF 

= lZdCF= y, Z BDF= 1 Z BCF- 


daher _yADB = '^^ •, eben so ist ^BAD 

= — y und ^ ABU = —Y- 

Käilt man nun die Lothe CJ auf AD, 
eil auf«/) und CG anfd«, so hat man 
•2AAHO S AD ■ CJ t DO -CH + AB- Cd 
AD-BD-AB 

aber cs ist auch 2A -4 « *) = YÄC 

daher ist 

, AD-BD-AB 

AD-CJ^^BD-C^ + AB-Ce=■ — r-j,; — 



C73. 


Nun ist 

AD= DF-cosADF- 2DC-cos y =2cos-^ 
Eben so 

ß ß 

BD= DF- cos BDF =2DC- cos ^=2cosl~ 
« « 

und 

,4« = AE- cos BAR = 2AC-cos | =2cos-|- 

Ferner ist CJ=DC-sinCDJ=sin-- 

CH=DC-sinCDa=sin^ 

2 

und CO = a4C» sirtCdG = stn ^- 

daher hat mau 


(t ß y 

2cos -s- •2COS-5- • 2coi 

nn ß ß V . V 2 2 2 

2coj-^.iiny-f 2cos-|-.iiii-|--i-2cosy -nhy = 2 

oder 

2rin y * CO» y + 2»»i« y •cos y -|- 2 liis cos y =4cos y- cos y cos-|- 


Nun ist Bd. II., pag. 96, No. 16 mit 
Formel V. synthetisch bewiesen, dafs 
2 sin a • cos a = sin 2 a , daher ist auch 

2iin y .cosy = ji»n,2sin-^*cos-^=sin/9 

und 2 sin • cos =siny 
2 2' 

Folglich hat man 


a ß V 

sin o - 1 - J»n /S -p sin y = 4 cos y • cos y cos y 

III. Ign + tgß + tgy^iga-tgß-ljy 
Analytischer Beweis. Da wieder 
y =1 80“- (.a+ß) so ist lg y= lg [180°-(o-(-^)] ; 
daher nach No. 16 lg y = — lg iss -’c ß) 
tO ß 

also nach Formel 5S lg y=— 
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daher 


lg a + tgß + lgy=:lgaitgß — 


Iga + Igß 


oder 


l — lgtt’lgß 
_ lgn + tgß-lgtt’lgßitga+ lgß)-lga — l gß 
1—lga'lgß 

= -,g„.,gß.Ji^±HL 

* \-tga-tgß 

= -lgn-lg ß-lg(a + ß) 

= + lgn-lgß’tg[\iO'>-{n+ß)] 
iga + tgß + lgy = lgtflgß-lgy 


Synthetischer Beweis. Es sei 
Fig. G74 ira ^^ABC der Z.-^ = n, Z.B=ß 
und Z C=y. 

Fälle die 3 Höhen Aa, Bb und Cc, die 
sich nach geometrischen Lehren in einerlei 
Punkt durchschneiden, 

Fig. G74. 



so hat man Bci=Bc(AB — Ac) 


oder Bci=Bc' AB— Bc‘ Ac 

Nnn ist nach geometrischen Lehren 
AB * Bc — BC • Bti 

daher auch Bc^ =■ BC • Ba— Be • Ae 
dies von BC*=BCi 


bleibt BCi-Bci=BCi-BC-BaA- Bc‘Ac 
oder Cc’ = BC(8C- Bo) + Äc, .le 

oder I. Cc*=ßC"Co+Bc*i4c 

Nun ist 

Z BcC =R = j^BaA 
hierzu Z®=Zß 


daher II. 

woher Bc :Cc = Ba:Aa 
Ba 


mithin 


Aa^Cf 


Bc 


dies multiplicirt mit 
Bb = Bb 

und mit I. Cc’ = BC-Ca+ Bc~ Ac 


gibt 

also ist III. 


i4o • Bi • Cc* = (BC . Co Bc • Ac) Bb • Cc • 

j nt r, BC • Ba * Bb • Ca . 

Aa- Bb - Cc= h >lc • Bo • Bi 


Be 


Aus II. folgt: 
d.aher ist 


BC;Be=AB:Ba 
BC-Ba . 

^ — — ^B — Ac A' Bc 


Man hat also, dies mit III. verbunden : 

Aa • Bi . Cc = (Ac + Bc) Bi • Co + ilc • Bo • Bi 
oder IV. Aa - Bb - Cc = Ac - Bb - Ca + Bb - Bc • Ca + Ae - Ba - Bb 


Aus gleichen Gründen wie für II. hat und der 3te Summand in IV. 


man ferner 

£^ABbcc^ACc 
woher Ab-.Bb = Ac:Cc 

oder Ac- Bb = Ab-Cc 

mithin i.st der Ite Summand in IV., 
Ac - Bb - Ca~Ab - Ca - Cc 


Ac- Ba-Bb = Ab-Ba-Cc 
Ans der nach II. erhaltenen Proportion 
Bc:Cc= Ba:Aa 
hat man Ba-Cc = Aa-Bc 
daher entsteht ans dem 3ten Summanden 
Ab - Ba-Cc=Aa- Ab- Bc 
Diese 2 Werthe in IV. gesetzt, entsteht 


Aa - Bb-Cc = Ab - Ca - Cr + Bb - Bc - Ca + Aa - Ab ■ 
Die.se Gleichung durch Ca - Ab - Bc dividirt 
Ao _ Bi Cc _ Cc ,Bb Aa 
Ca' Ab' ßc~ Bc'^'M^ Ca 
“der lg y • lg a - lg ß = lg ß A IgaA-lgy 


Bc 


gibt 
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IVi fO< J + CO«^+CO«^ = COty-COt-^.COt^ 
Analytischer Beweis. 


also nach Formel S9 




i->9j->9y 


liieRD 


CO» — 4- cot -^ = cot ■ 


pbt col~+cot^+col^ = cot^+cat^- + - 


+ rol-| 


ff ß 

‘Sy + 'yy 


coi -- 4 coi ■— 
2 2 


■ig-.col 2 


ß a fl fl 

‘9 2-'9y'?y™‘ 2' + '^' 


^ + '®Y 






Nun ist nach Formel 10: lg •cot ^ = 1 = tj / .cot 
llaber erhält man nach geschehener Reduction : 




, cot — 4 cot ^ 

n y 2 2 

”‘T + "'Y + ”‘'^= ^ ^ = 

-'4 


col — 4 cot - 
2 2 


('• 


' cot 


« , /? 

^ col — + cot 
,« . 2 ^ 2 
= C0t-.C0t- - — 

cr-.cot-- 1 

— • c«< 

2 2 n ^ rt 4 ^ 

and nach Formel 61 und 1 1 = — “ '®* "Y ' 2 " ~y 

cot 


= cot coli-. cot (90" 

= cot^.coti.co,‘-*?lli'Lti> 


oder cot -i -1- cot -i -I- cot 
2 2 2 

n ß . Y 

= cot -— • cot -:r’col-^ 

2 2 2 

Synthetischer Beweis. Es sei Fig. 
675 im t^ABC, /iA = n, ZÄ=A ZC=y. 
so halbire die Winkel durch die Linien 
AP, BP und CP, welche nach geometri- 
schen Lehren einen gemeinschaftlichen 
Darchscbnittspnnkt Z* naben, und fälle 
Ton P ans die Lothe Pc auf AB, Pb aiif^ 
AC und Pa auf BC, so sind diese 3 Lothe'' 
einander gleich. 


Fig. 675. 
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Nun ist nach geometri.schen Lehren 

A i \ BCi{AlT>rAC- RC){.\B + fiC“^TiC)(/lC + BC-AB) 

Eben so ist AABC= ^AB-cPA iAC- bP+ \BC -aP= aP- 
Daher hat man 

„ AB + AC^ BC , — - - 

aP ^ -1\{AB\ACABV}{AB+AC-BC){ABaBC-AC){AC+BC-AB) 

folglich 

{aP)'-(ABA AC+BC)* 

4 


= ,'t(AB + ACABC){ABAAC-BC'){AB+BC-AC)(,AC+BC-AB) 

(flf)’ 


Diese Gleichung dividirt durch (AB A AC + BC) gibt 

AB + AC^BC AB\^AC-BC ABaBC-AC ACA BC-AB 


•iaP 


2nP 


2aP 


2aP 


Nun ist A B — Ar A Bc— Ab A Bc 
AC-AbACb = AbAC<t 
B C = Ca A Ba = Ca A Bc 


daher ist ^ = Ab 

ababc-ac , 

— .J = Br 

ACA BC-AB „ 

' 2 - =C« 


und 


abam^bc^^^^ «c,ru 


Daher hat man diese Wcrthe in die 
leiste Gleichung gesetzt 

AhABcACa_Ab Ca 
aP~ ~aP'aP'aP 
, Ab Bc Ca Ah Bc Ca 
bp + ri ‘+ äp = hp-^päp 


also mit Uiilfe der Figur eul " j cai~Acol ^ =cat~-col-^‘col~ 


« f ff n (f V !i V 

'• <» y ' 5 -j + 'y 2 -'» o d ' y -2 •'? I 

Analytischer Heweis. 

i.- , y 180 °-(<H-y) 

Ls ist lg ' =ig——^-2^L>^ 




aUo nach Formel 01 
daher ist 


cot -TT • - — 1 

Y 2 2 


'y 2 = - 


cot + ro( 




cot — • cot ^ I 

2 2 


II a 

cot -S- + cot dr 
2 2 


_ 'y y • «< Y |- + 'O' f • 'y y • Y - ('y J + <y I ) 

- 


cot — + rot - 
2 2 


und da nun wieder lg -cot — =l = lg — -cot — 

2 2 '2 2 

f +™‘y-('yy + 'y|-) 'yy+'yy 


dahet 


cot — + rot ^ 


-^ + rot .5- 
2 2 
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cot y + COl — 

n n ß n ß ß ( , " ^ \ 

tg-~.cot~ ■Ig^--\t 3 — -t3 j f T + Y ) 


= 1 + — 


cot TT + TT 

2 2 


/? a / « . . \ 


a . ß 
cot y + cot y 


/■t 


_y _ 


= 1 


oder tj-j Y + '^ Y ■*’ 2 2 ' 2 

Synthetischer Beweis. Für Fig. 675 hat man nach dem vorigen Sati 

^-'^'{AB + ACi BC)*=t‘t(ABAAC+BC){AB+AC~BC)(.ABABC-AC)(ACABC-Ah) 

4 


mithin i{at’)'‘(.AB + AC+BC) = (AB + AC - BQ{ABA BC- AC){AC i BC-AB) 

. AB + AC+BC 

' ‘ (ABa AC- BQ(AB + BC-A(J){AC+BC-A(r) 

Nun ist .dß+i4C+ßC=2/ia-ylB+2.tC-vdC+2fiC-iJC 

= (/tß + ^C-ßC) + (.tß + ßt'-.'ir)+{ If^+ßC-ylÄ) 
ai ■. . « (AB + AG-BC) + iAB + BC-An+(.ACj^i]-AB) _ 
daher ist ‘ ~ BC) - (,ABaBC-AC)-(AC ABC-AB) 

Nun ist nach IV. ebenfalls ^Ab, daher .dß + AC- BC = 2Ab 

eben so AB+ BC- AC = 2Bc , und AC + BC-AC=2Ca 


daher ist 4a/" 
oder 
oder 
oder 


2 >di + 2 ßC+ 2 t'/l 
2Ab • 2 Bc • YC^ 

Ab ■ Bc- Ca 

Äir^BcTc'a^“^ 


= 1 


«« , -M 

Ab-Bc-Ca'^ Ab-ßc-Ca 


aP* aP^ aP*_ ^ ^ 
ScTcä Ab- Ca Ab - Be ^ 

Nun ist aP= bP=cP, Bc=Ba, Ca = Cb, Ab = Ac 

a i, 1 , . aP aP bP bP,eP eP 

daher hat man ’ C« + Yi * Cb + Tc ' ßc" ' 


oder mit Hülfe der Figur tg- 


■‘jy + '»Y-'^- 2 +' 5 Y''’‘ 


-= t 


VI. rol tt ‘ col /J + cot n • cot y + col j9 • cot y = 1 

Analytischer Beweis. Es ist cot y= cot [180° -(« + ;»)] = — cot (« + ;?) 

colt« »coliS— 1 _ 1 -eotn-cotß 


also nach Formel 61 coiy:ii- 


cotaAcotß 


colttAcotß 


daher ist eota-colYAcotß-coty={cota + colß)- ^ ”*!* = 1 — rotg.cot;t 

' COt« + COtjt 

folglich cota - cot ß+eoltt- cot y +cotß- coty=l 

Synthetischer Beweis. Für Fig. 674 hat man 
BC> = Aß> + AC^- 2AB - Ac 
ABßA AC‘-BC‘ 


woraus 


Ac= ■ 


2AB 
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Nun ist C<J = .4C’-/4c» also 

\ 2AB ] 

daher 4 ylfi» • Cc> = 4 ytß’ ■ ylC» - (d ß’ + .40»- ßC»)* 

Ferner ist A'4ßC='i^— 


daher (A ABC^ = ^^9^ 

4 

und (4AdßO» = 4^ß*-Cc* 

folglich ist (4A/lßO = 4ytß>-/4C*-(i4ß»+y4C’-ßC»)> 

= 2i4ß> . ^C»+ 2/4ß> • ßC5+ 2 ylC>. ßC« - i4ß« - ^C* - ßC 
oder (4 A /4 ßC)'' = /4 ß‘ + .4 C* + ßC* + (- ^ ß* - v4 C* + 2 y4 ß> . y4 C) 

+ (- /4 ß* - ßC< + 2d ß» • ßC^ + (- i4 C< - ßC* + 2^C . ßO 
= AB*-(AC‘- BC*y + i4C< - (/tß* - ßC*)» + ßC‘ - (^ß’ - /4C*)’ 
oder 1. (4 A-4ßC)ä=(^ß» + AC' - BC^ • (.4ß‘ + ßC» - ytC^ 

+(/lC>+.4ß’-ßC‘)-(.4C’+ßCS-^ß«)+(ßC’+>4ß*-y4C»)(ßC«+JC>-^ß2) 


Nun war 


Ac — 


AB^ + AC^-BC^ 
2ÄB 


Eben so ist 


Bc = 


AB^ + BC^-ACP 

2,4ß 


daher 

oder 

Nun war 


(/Iß2+/tß*- ßC*) .(y(ß'^+ßCä-/ir‘) , 

4 .Iß» — = dcßr 

(^ß*+.4C’-ßC»).(.4ß>+ßC--'- ^C») = 4/4ß». .4e-ßc 
(4A.lßr)*=4,4ß».Cc» 


hieraus 


4 




Daher ist (dß»+y4C»- ßC^O.Cytß’ + ßf»- y4C») = (4A ^ÄO’ 
ebenso ist (-4C’ + j4ß»-ßC»)-(y4C»+ßC»-^ß>):^(4A^ßC)’ 

und (ßC*+^ß*-^C*).(ßC* + ytC»-.4ß>)=(4A^ffC)>. 

Daher durch Addition und mit Hülfe von 1. 

/Ac Bc Ab Cb 


Ac.Bc 
Cc • Cc 
Ab -Cb 
Bb-Bb 
Ba- Ca 
Aa • Äa 


(4A^ßC)»-(; 


oder 


Cc' Cc"^ Bb' Bb 
Ac Bc Ab -Cb Ba Ca _ 
Cc' CÜ;^ Bb -Bi Äa ■ Ao “ ' 




oder mit Hülfe der Figur 

col a • col co< a ■ cot y + cot ß • cot y = 1 


Goniometrlsche Fanctionen oder tri- 
gonometrische Fnnctionen sind die tri- 
gonometrUchen Linien, Sinus, Cosinus 
n. s. w. 

Grad von dem lateinischen Wort gra- 
dus (.Schritt, .Stufe, Ehrenstelle), welches 
übrigens arabischen Ursprungs ist. Wie 
der Schritt fler Theil eines Weges ist, 
so ist der Grad der Theil eines Kreis- 
uuifangs, bei den Thermometern, den 
Aräometern ein Theil ihres Fumlamen- 
talabstandes Als Kangordnung bezeich- 
net Grad auch in der Mathematik die 


höhere oder niedere Ordnung, nämlich 
Ton Gleichungen, je nachdem die Unbe- 
kannte in einer höheren oder niederen 
Potenz erscheint j Ton Reihen , je nach- 
dem die Anzahl der Differenzenreiben ist, 
welche das Fortschreiten der Glieder be- 
stimmt. 

Der Kreisumfang wird in 360 gleich 
profse Theiie getncilt, welche Grade 
neifsen. Zweckiuärsiger wäre eine Cen- 
tesimaltheilung, so dafs die Untertheile 
in Decimalen ausgedrückt werden können. 
Allein die Zahl 360 für die Anzahl der 
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Grade ist nralt und rührt von den Astro- 
nomen her, welche damals das Jahr zu 
360 Tagen rechneten und somit die 
Ekliptik in 360 Theile theilten, von wel- 
chen nun jeder Theil einen Tag hezeich- 
nete. 

Die Franzosen, welche seit ihrer ersten 
Revolution alles decimiren, haben es auch 
mit dem Kreise gethan, und zwar mit 
dem Qnadrant, den sic in 100 Grade theil- 
ten; 1 Grad wurde = 100 Minuten, 1 Mi- 
nute = 100 Seciinden u. s. w gesetzt, 
l'ngeachtet der grofsen Zweckmäfsigkeit 
dieser Decimaltheilung hat sie sich nicht 
lange erhalten. 

Jeder iler 360 Grade (360^^ wird in 60 
Minnten (Oo"), jede Minute in 60 Secnn- 
den (60"), diese in 60 Terzien (60'") ge- 
theilt. 

Demnach hat der Kreisumfang 

360 Grade; /oj = 2,556 3025 
21600 Minuten; /o^ = 4,334 4538 
1296 000 Secunden; /oj = 6,1 12 6050 
Der Halbmesser eines Kreises hat an 
Länge 

57,29578 Grade; log = 1,758 1226 
3437,7468 Minuten; log = 3,536 2739 
206264,8 Secunden; /oj = 5,314 4251 
Da zu gleichen Kreisbogen auch gleiche 
Centriwinkel gehören, so wird mit der 
Kintfaeilung des Kreisumfangs in 360 
Graden der zu ihm gehörende Centri- 
winkel, in einer Gröfse von 4 rechten 
Winkeln in ebenfalls 360 Grade gethcilt, 
also der Quadrant in 90 Grade. Der Urn- 
ing hat Bogenmade, Bogenminnten, Bo- 
wnsecunden; der Centriwinkel hat Win- 
kelgrade, Winkelminuten, Winkelsecun- 
den. 

Da die* za gleichen Centriwinkeln ge- 
hörenden Kreisbogen in Länge wie die 
Halbmesser des Kreises sich verhalten, 
so werden die Längen der Bogen für den 
Halbmesser = 1 als abstracto Zahlen an- 
gegeben; eben so die zu den Bogen ge- 
nörendeo trigonometrischen Linien. Nur 
hei deren Logarithmen wird ein Halb- 
messer von 10000 000000 ( 10 tausend 
Millionen) zu Grunde gelegt, um die ihnen 
meist zukommende snbtractive Characte- 
ristik zu vermeiden, welche stillschwei- 
gend = — 10 festgesetzt ist. 

Der Kreisumfang = 2n correspondirt 
mit 360° (Winkelgrad) 

Der Halbkreis =n mit 180° 

Der Quadrant = Jn mit 90° 

1 Bogengrad =-,i,n mit 1® 

Die alliptiachen Umfinge werden gleich- 


falls in 360° getheilt, und zwar von dem 
Mittelpunkt aus in 360 gleiche Winkel- 
grade, so dafs die Bogengrade ungleiche 
Längen erhalten. 

Alle Parallelkrei.se der Erdobertläche 
vom Aeqiiator bis zu den Polen, alle Me- 
ridiane werden in 360 Grade getheilt. 
Erstere geben die Längengrade, letz- 
tere die Breitengrade (s. d) 

Cradbogen ist ein in Graden angege- 
bener Kreisbogen, de.sseu Länge bei Ver- 
mes.sungen und Berechnungen in Theileii 
des lialbniessers ansgedrückt werden mufs. 
Bezeichnet man die.seii in Winkelgraden 

E egebeneii Bogen mit i>, so hat man die 
äuge j des Bogens aus iter Proportion : 
360°;2nr = n°:J- 

woraus . = -g-, = ur 

und in Logarithmen 

Es ist log 7f =0,497 1499 
log 180 = 2,2.55 2725 

mithin log = 0,241 8474 - 2 

und log X = 0,2418474 — 2 -|- log (ra) 
Tabellen der Längen der Gradbogen 
von 1° bis 360", von 1' bis 60' und von 
1” bis 60" finden sich in den gröfseren 
lo^arithiuiscben Tafeln; u. a. in den 
Werken : Sammln ng mathematiseftr Ta- 
feln... von Georg Freiherrn von Vega, 
herau.sgegeben von Dr. J. A. Hülsse, 
Leipzig 1849 und in; Georgs Freih. v. 
Vega Logarithmi.sch - trigonometrisches 
Handbuch, bearbeitet von Dr. 0. Bremi- 
ker, Berlin 1859. 

firadeiotheilling. Diese (s. den Art. 
Grad) betriffl die Eintheilung der Voll- 
kreise von Winkelmefsinstrumenten, und 
man hat es in der Technik für die An- 
fertigung correcter Theilmaschinen zu 
einer sehr bedeutenden Höhe gebracht. 
Früher, wo dies noch nicht der Fall war, 
hatte man neben der üblichen Einthei- 
lung in 360°, oder vielmehr hei Einthei- 
lung von Quadranten in 90°, zur Cor- 
rection noch eine Eintheilung in 96°, 
weil man den Quadrant mit der Länge 
des Halbmessers als .Sehne genau in 3 
leiche Theile theilen konnte und aufser- 
em, da die Zahl 96 durch wiederholte 
geometrisch auszufübreude Halbirungeu 
in kleinere Theile zu bringen ist, vor- 
ausgesetzt, dafs diese Theile correcter 
aasfallen als die der Zahl 90; Mit einer 
Correctionstabelle wurden die neunziger 
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und die sechsnndncunziger Grade auf Dagegen ist (Ke Ermittelung des Erd- 
cinander reducirt und man hatte durch oeniriwinkels aus der wirklich vermesse- 


die zweifachen Zahlen hei derselben Ver- 
messung eine Prüfung für den Grad der 
Genani^eit. 

GradläDg6D. Diese sind nur auf der 
Kugelobernäche in den verschiedenen 
Parallelkreisen verschieden; so auf un- 
serer Erdoberfläche die Längengrade in 
den verschiedenen geographischen Brei- 
ten. In dem Aequator enthielt jeder 
(trad lä geographische Meilen. In einem 
Parallelkreise von if Grad nördlicher oder 
südlicher geographischer Breite verhält 
sich der Halbmesser und also auch die 
Länge eines Grades zu dem des Aequa- 
tors wie ros cf : 1. Enter der Voraus- 
.setzung also, dafs die Meridiane richtige 
Kreislinien sind, hat man den Längen- 
grad unter if Grad Breite = 15 • co» y 
geogr. Meilen , den Einfang des Parallel- 
kreises = 5400 cos q geogr Ml. 

Einen interessanten Vergleich zwischen 
Breiten- und Längengraden gibt Muueke 
für einerlei geographiche Breite. 



Grade im 

Grade im 

Breite. 

Meridian. 

Parallelkreis. 


Geogr. Meilen. 

Geogr. Meilen. 

0“ 

14,8993 

15,0000 

10° 

14,9044 

14,7736 

20° 

14,9174 

14,1009 

30° 

14,9373 

13,0012 

40° _ 

14,9617 

11,5065 

45° 

14,9748 

10,6243 

50° 

14,9878 

9,6608 

60° 

15,0125 

7,5188 

70° 

15,0326 

5,1455 

80” 

15,0457 

2,6132 

30° 

15,0468 

0,0000 


Gradmessnng. Hiemnter versteht man 
die Ermittelung der Länge eines Kreis- 
bogens unserer Erdoberfläche, dessen End- 
iiunkte mit dem Erdmittelpunkt den Win- 
kel von einem Grade bilden. Man mifst 
Längengrade und Breitengrade. 
Multiplicirt man die für einen Grad ge- 
fundene Länge mit SCO, so hat man bei 
geme.ssenem Breitengrade die Länge des 
Erdumfangs in der Meridianebene, welche 
beide Erdpole durchschneidet, und bei 
gemessenem Längengrade die Emfangs- 
länge eines Paralleikreises oder des .Aequa- 
tors, in welchem man gemes.sen hat. 

Die wirkliche Vermessung durch Maafs- 
stäbe und Winkelinstrumente erfordert 
für Längen- und Breitengrad- Vermessun- 
gen dieselben Operationen, und bei keiner 
von beiden finden mehr oder weniger 
Schwierigkeiten statt. 


nen Länge für Linien in den Parallel- 
kreisen .sehr schwierig oder vielmehr un- 
sicher, während sie bei den Meridianlän- 
gen möglichst correct geschieht. 

Es liegt dies darin, dafs bei dem letz- 
ten gegebenen Meriiiianbogen die Ver- 
me.ssnng der Winkel , welche die Lothe 
in den Endpunkten des vermessenen Bo- 
gens mit Fixsternen bilden, den Erdeeu- 
triwinkel zwischen denselben Endpunkten 
eben so genau ergeben, als die Winkel- 
messung selbst geschehen ist; dafs aber 
bei der Längengradvermessung die Zeit- 
dilTerenz es ist, welche bei der Culuiina- 
tion von Fixsternen in dem einen und 
dem anderen Endpunkt sich ergibt, aus 
der der Erdcentriwiukel allein zu finden 
ist, und die nur mit Hülfe einer Ehr be- 
stimmt werden kann. Nun dreht die 
Erde sich in 24 Stunden einmal voll- 
ständig um , im Aequator repräsentiren 
also 24 Stunden genau 5400 geogr. Kei- 
len, daher reprä.sentiit eine Zeitsecunde 
0,0G25 geogr. Meilen = 123,136 preufs. 
Ruthen-, bei einem Bogen von einem 
Grade würde daher eine Unrichtigkeit 
von nur einer viertel Secunde in der Be- 
obachtung schon eine Unrichtigkeit von 
34 Ruthen geben, um welche der Län- 
gengrad zu grofs oder zu klein gefunden 
wird. 

Aus diesem Grunde sind auch nur 
wenige Längengradvermessungen vorge- 
nommen worden und sie sind alle mehr 
und weniger unzuverläs.sig. 

Die Vermessung geschieht nun folgen- 
der Art. 

Es sei A ein dnreh Natur oder Kunst 
ausgezeichneter Punkt, z. B. ein hoher 
Berg, auf den ein Signal zu errichten ist 
oder eine Sternwarte; B ein zweiter aus- 
gezeichneter Punkt, mehrere Grade ent- 
fernt von A und in der Nähe des Me- 
ridians AM von A gelegen. Auf einem 
nnöglichst ebenen, mit keinen Hinder- 
nissen als Bäume, Häuser, Räche ver- 
sehenen Terrain messe man mit Genauig- 
keit eine lange gerade Linie ab. Suche 
einen oder mehrere feste Punkte, die von 
a und b aus zugleich gesehen werden, 
z. B. die Punkte C und I), mes.se die 
Winkel Cab^ Cba^ Dab^ fiba, berechne 
trigonometrisch die Dreieck.Hseiten aC\ 
bC, <i/J, bl). Suche nun einen festen 
Punkt E, der von a und von D zugleich 
gesehen wird, messe die Winkel EaD, 
EDa, berechne trigonometrisch die Drei- 
ecksseiteu aE, DE-, suche einen Punkt 
F, der von £ und D zugleich gesehen 
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wird, messe die Winkel an D und E, 
berechne die Seiten EF, DF. (iesetzt 
der Endpunkt Ä der Vermessung würde 
ruu E und von F ans gesehen, so sind 
durch die VenuSssung der Winkel bei 
E und F auch die Seiten EA und FA 
gegeben, und da nun säuinitliche l’unkto 
a, 6, D, E, F, A fest liegen, so ist auch 
die gerade Linie DC zu bestininieu. 


Fig. G7I5 



Ein ähnliches Dreiecksnetz sei von ab 
ans mit dem zweiten Endpunkt ß ver- 
banden, so sind die Lagen der Punkte 
A und ß mit den Zwischenpunkten voll- 
kommen bestimmt und durch rechtwink- 
lige Ordinaten von E, F, a, D, C, G, H, 
L, K und ß auf AM ergehen sich die 
Projectionen der Linien AF, AE, El), 
FD,... bis LD auf den Meridian und 
somit die Länge AB' des Meridian- Ab- 
standes der Endpunkte A und ß in dem 
Landes-Längenmaafs. Auf astronomische 
Weise kann aber die Länge dieses Meri- 
dianbogens genau gefunden werden, wenn 
man in A und ß Winkelinstrumente 
anfstellt, Fixsterne während ihrer Cnlmi- 
nation beobachtet nud den Winkel inifst, 
den der Stern- mit dem RIeiloth bildet. 

Die Uauptlinie ab, die Bäsis der Ver- 
messung, mufs mügUchst lang sein, da- 
mit die beim Trianguliren me ganz zu 
vermeidenden kleinen Fehler auf grofse 
hängen sich vertheilen. Die bei der von 
Delambre und Mecbain ausgeführten fran- 
zösischen Gradmessung betrug die eine 
bei Perpignan gemessene Basis COOC Toi- 
sen, also etwa 1,C prenfsische Meilen; 


eine zweite am Nordende der Linie ver- 
me.sseue Basis l>ei Melun C(iTG Toiseu, 
gegen 2 Meilen lang. Eben so werden 
aus demselben Grunde die Seiten der 
ilauptdreiecke ä Meilen und darüber, so 
weit (bs Auge nämlich reicht, genommen. 
Bei den Terrainsebwierigkeiten , welche 
man selbst in den ebensten Gegenden 
tiudet, kann man selten eine Basis über 
eine Meile lang zu erhalten erwarten. 

Die Hauptaufgabe ist die Vermessung 
der BasLs, und da diese äulserst genau 
geschehen mufs, so werden dazu metallene 
und genau eingetheilte Maafsstäbo ge- 
nommen, die für eine mittlere alier ganz 
be.stimmte Temperatur geaieht sind. Wäh- 
rend der Vermessung von Morgens bis 
Abends wird in bestiiumteu Zeitinterval- 
len die Lufttemperatur am Thermometer 
beobachtet und registrirt , so dafs nach 
beendeter Vermessung alle stattgehabten 
Temperaturen durch itechming auf eine 
stattgehabto mittlere reducirt und mit 
llülA des bekannten Wärmeausdehnungs- 
(befticient die durch Messung gefundene 
Länge hei der stattgehabten mittleren 
Temperatur auf die der Normaltemuera- 
tur zugehörige Länge berechnet wiril. 

Zu der oben gedachten französischen 
Gradmessnng wurden Maafsstälie aus einer 
Mischung von Kupfer und Platin ange- 
wendet. Beim Anlegen eines Maafssblis 
bei Fortsetzung der Vermessung liefs man 
um einen Rückstols gegen den ersten 
Maafsstab zu vermeideu, einen kleinen 
.Spielraum zwischen beiden Stäben, der 
mit einem kleinen mit feiner Theilung 
versehene^ Maafsstab besonders vermes- 
sen und notirt wurde. 

Die Vermessung der Winkel geschah 
bei der französischen Vermessung mit 
dem Bordaschen Kreis, s. d. Jetzt würde 
man den seitdem erfundenen Theodoliten 
anweuden. 

Wie nun nach beendeter Vermessung 
und Berechnung der wirklichen Länge 
AB', nämlich der BrcitendilTorenz zwi- 
schen den Punkten A und ß, ermittelt 
wird, welchen Theil des Meridianuinfan- 

f es der Bogen AB' beträgt, erhellt aus 
ig. G77. 

Es sei C der Mittelpunkt der Erde, 
A, ß' seien die beiden Endpunkte des 
in dem Meridian E.iB'I) vermessenen 
Bogens, All und ß'J die in den Punkten 
A und ß' durch ein BIciloth bezeichue- 
ten nach dem Mittelpunkt C der Erde 
gerichteten Lothe. Ein Fixstern, welcher 
in dem Augenblick seiner C'ulminatiou 
in A beobaentet wird, stehe in der Rich- 
tung AF, derselbe Fixstern bei seiner 
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Ciilmination in B' beobachtet, stehe in 
der Richtung ß'C, so sind mit dem In- 
strument die Winkel HAF und JB'G 
gemessen. Da nun der Fiastern uner- 
merslich weit von der Erde entfernt ist, 
so sind die Linien AF und B'G parallel. 


Fig. 677. 



Nun ist, wenn man durch A mit B'J 
die Parallele AK zieht • 

ZJB’G=zKAF 
AKAH=^JCII=^(f 

/illAF=:ZKAri+^KAF=^q + ZJB'G 

hieraus Z.HAF— z_JB'G 

Man hat also in der Diflerenz der bei- 
den in A nnd B' mit demselben Fixstern 
gemessenen Winkel, welche die Zenith- 
distanzen des Fixsterns sind, den Erd- 
centriwinkel <f gefunden. 

Bezeichnet nun A die gemessene Bo- 
genlänge AB', r den Halbmesser der Erde, 
(f den gefundenen t'entriwinkel, so hat 
man 

ä ; 2nr = ° : 360° 
woraus der Kalbme.sser der Erde 
b 360° 

nnd die Länge eines Meridiangrades 
_ 2or _ b 
~ 360° “ y° 

Gradzeichen ist eine kleine Nnll oben 
rechts an der Zahl als Anzahl der Grade: 
20° heifst 20 Grad. 

GranatOeder (Kryst.) s. Dodekaeder, 
Rd. II., pag, 319. 

Gravitation oder Schwere ist gleich- 
bedeutend mit Attraction und Ist in 
diesem Art. abgebandelt. Eine Anwen- 
dung der Lehre von den Gravitationsge- 
setzeu ist der Art. Abplattung der Erde. 
In Beziehu^ auf die Bewegung der Pla- 
neten und Kometen um die Sonne, der 
Monde um die Planeten gibt der Art. 
„Bahn“ die mit bildlichen Darstel- 


lungen unterstützte Erklärung Ton den 
Gesetzen der Bewegung einer Hasse, die 
durch 2 Kräfte, nämlich durch die Kraft 
der Grawitation , die Centralkrafi nnd 
die Centrifugalkraft, getrieben wird und 
in Fig. 166 sämmtliche Thätigkeiten und 
deren Wirkungen zn einem Tollständigen 
Umlauf eines Weltkörpers um einen an- 
deren. 

Ferner in dem Art.; .Bahn einer Masse, 
welche durch die allein thätige Schwer- 
kraft eines Weltkörpers bewegt wird,“ 
die Bewegung einer Masse unabhängig 
von einer Seitenkraft mit einem Beispiel 
über die Zeit, in welcher der Mond auf 
die Erde fallen würde und dessen pen- 
dulirende Bewegung, wenn er durch die 
Erde hindurch fallen könnte. Hierauf 
folgt der Art.: .Bahn der Weltkörper“ 
in allgemeiner Untersuchung und .Bahn 
der Weltkörper, Ellipse“ mit der als Bei- 
spiel berechneten Jupiterbahn. Auch die 
Art. .Centralbewegung“ und .Cen- 
tralkräfte* sind Beiträge zur Kennt- 
nifs des Sonnensystems. 

GraviUtionipankt, Centralpunkt, Mit- 
telpunkt des anziehenden Weltkörpers, 
der als der Schwerpunkt des Körpers auch 
als der Sammelpunkt, als der Sitz des 
gesammten Gravitationsvermögens ange- 
sehen werden kann. 

Grenze ist das Aeufsere einer Gröfse, 
so dafs die Grenze zu der Gröfse selbst 
nicht gehört, dafs sie keinen Theil der 
Gröfse ausmacht. Von einer Linie sind 
deren Endpunkte die Grenzen; eine ge- 
schlossene Linie, ein Kreis, eine Ellipse 
kann als 2 Linien betrachtet werden, die 
mit ihren Grenzen Zusammentreffen nnd 
sich decken , so dafs diese verschwinden. 
Von einer Fläche ist die Grenze deren 
Umfang. Eine geschlossene Fläche z. B. 
eine Kugeloberflache kann als 2 Flächen 
betrachtet werden , deren Umfänge zu- 
sammenfallen und dadurch verschwinden. 
Von einem Körper ist dessen Oberfläche 
die Grenze. 

Jede geometrische oder Raumgröfse 
hat die Grenze zu ihrem Merkmal, zu 
ihrem Character; Raumgröfsen ohne Gren- 
zen gibt es nicht, sie sind unbegrenzte 
Räume, die nach einer, nach 2 und nach 
allen 3 Richtungen unbegrenzt sein können. 

Zahlen sind Gedankengröfsen und haben 
ihre Grenze in sich selbst, in ihrer Quan- 
tität, in der Anzahl der Einheiten , welche 
die Zahl begreift. 

Bei einer veränderlichen Gröfse ist 
Grenze dasjenige Aenfsere der Gröfse, 
bis zu welchem sie sich ausdehnen oder 
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sich ein$cbräiiken , bis zn «elrheni sie 
entweder wachsen oder abnehnien kann: 
Ein in einen Krci.« beschriebenes rcpel- 
uiäfsiges Vieleck wird mit der Vermeh- 
nmg der Seitenzahl an Inhalt mul I ni' 
fang iiunier gri’iLser, dagegen bildet der 
l'iiifang des Kreises die (irenze des Wachs- 
Ihutiis. die (iröfscn der Kreislinie und dev 
Kreisfläche sind die tirenzwcrthe für 
den l'nifang und den Inhalt des mög- 
lich gröfsten Vielecks. 

Ein um einen Kreis Ireschriebenes re- 
gelmäfsiges Vieleck wird mit der Ver- 
mehning der Seitenanzalil an t’mfang 
and Inhalt immer geringer, dagegen bil- 
det die Kreislinie die (irenze der Ab- 
nahme und die Grölsen der Kreislinie 
und der Kroisebeno sind die (trenz- 
werthe für den Umfang und den Inhalt 
des möglich kleinsten Vielecks. 

llei einer zunehmenden arithmcli.sclicn 
oder geometri.schen Reihe ist die Grenze 
das nnendlich grofse Glied, der Grenz- 
werth des letzten Gliedes und der .Summe 
der Reihe Ist «>. 

Bei einer abnehmenden arithmetischen 
Reihe ist die Grenze das negativ un- 
endlich grofse Glied, bei einer abnehmen- 
den geometrischen Reihe ist die Grenze 
0, ber Gronzwerth des letzten Glie- 
des = 0, der der Summe der Reihe eine 
bestimmte in einer Formel gegebene Zahl 
(s, geometrische Reihe). 

Grenze eines Verhältnisses, 
Grenz verhältnifs zweier veränderli- 
chen Gröfsen ist da.sjcnige Verhältnifs, 
dem sich mit dem Wachslhnm oder der 
Abnahme der Gröfsen dAen Verhältnifs 
immer mehr nähert. Es ist dies jedes- 
mal das Differenzialverhätlnirs, der Diffe- 
renzialquotient. Z. B. Es sei 
atf — bx = c 
.«0 ist n flv — h Gx - 0 
8j b 

woraus ^ 

Han erhält dies elementar, wenn man 
die Gleichung durch ax dividirt, dann 
entsteht 



X a ax 


Man kann also mit beliebigem Wachs- 
Ihum von x und in dem durch die Glei- 
chung gegebenen Verhältnifs von y den 

Quotient — oder das Verhältnifs von 

X 

y.x dem Verhältnifs bia beliebig nahe 
bringen und demnach ist — das Orenz- 
verhältnifs von y : x. 

111 . 


Grenzverbiitnilk , s. u. Grenze and 

Analysis. 

Grenzwerth, s. u. Grenze und Ana- 
lysis. 

Grenzwinkel (Dioptr.) s. Ablenkung 
des Ucbtstrahls 1, am Schlufs. 

Grüfee wird vielfach erklärt als Dasje- 
nige, welelies sich vermehren und ver- 
mindern läfsl. Gröfse ist also ein Viel- 
faches, das aus mehreren Theilen zu- 
sammengesetzt ist. Man unterscheidet 
Gröfse :ds Qmmtum und Gröfse als Quau- 
titas. Quantum ist Gröfse an sich, Quaii- 
litas ist die Gröfse des Quantums, die 
Menge der Thcile, aus denen das Quan- 
tum zusammengesetzt ist. 

Man unterscheidet farner zwei Uaupt- 
kla.sscn von Gröfsen: 1, die zasam- 
III enha Ilgen de n, stetigen, fliefse 11- 
deii, contiiiuirlichen Gröfsen, die 
Gröfsen im Raum, deren einzelne 
Thcile uminterhrochcn ziisammeDhaiigeii, 
in einander fliefsen und 2, die nicht 
zusammen hangenden, u nt erbro- 
chenen, disereten, collectiveii 
Gröfsen, die zählbaren Gröfsen, 
die Vielheiten in gegebener Anzahl be- 
•stimmter Einheiten. 

Die ersteron sind die geometrischen 
Gröfsen, die letzteren die arithme- 
tischen G röfsen. 

Mit diesen Gröfsen nun he.schäftigt sich 
die Mathematik, ilie arithmetischen Grö- 
fsen vergleicht sie in der .Anzahl ihrer 
Einheiten, die gcoiiictrischen in ihrer Aus- 
dehnung. Form und I.agc. 

Wa.s mit einander verglichen wenlen soll 
iniifs gleichartig sein , d. h. e.s niufs zu 
einem Ganzen znsamniengefafst, addirt 
werden können, Linien sind mit Flächen 
nicht zu vergleichen. Aus diesem Grunde 
miifs jede Gröfse au.s lauter gleichartigen 
Theilen zusammengesetzt sein. Gleich- 
artige arithmetische Gröfsen heifsen com- 
mensiirahcl (s. d.) ungleichartige in- 
en m mensurabel. Letztere haben keine 
gemeinschaftliche Einheit, von welcher 
beide Vielheiten sind, z. B. 3 und y 2. 
Briiche von ungleichen Nennern sind in- 
commensurabol , weil sie nicht mit ein- 
ander zu einem einzigen Bruch addirt 
werden können , sie werden aber coni- 
mensurabel dadurch, dafs man ihnen einen 
gemeinschaftlichen Nenner verschafft. 
Brüche mit ungleichen Nennern sind also 
nur der Form nach ineommensurahel. 
Die Zahlen 4 und p2 sind incommensu- 
rabel, denn wenngleich 4= y'16 = ) '8 • j 2 
und beide Zahlen die gleiche Einheit p2 
haben, so sind doch in der Summe 4-H''2 

15 
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= (l'S + 1) I 2 die Zahlen des ersten Fac- 
tors nicht zu addiren. 

Geometrische Gröfsen werden behufs 
des Calcüls oft als discrete Gröfsen be- 
handelt, dann sind die Hypotenuse und 
die Catheten eines rechtwinkligen und 
zugleich gleichschenkligen Dreiecks in- 
commensurabel. Denn ist die Cathete 
= a, so ist die Hypotenuse =<il'2. 

Arithmetische Gröfsen, welche weder 
die Eins noch einen aliauoten Thefil von 
Eins zur Einheit haben, neifsen irratio- 
nale Gröfsen im Gegensatz zu den ra- 
tionalen, welche bestimmte Vielfache 
der Eins oder eines aliquoten Tbeils der 
Eins sind. 

Gröfsen, welche ermittelt werden sol- 
len, heifsen unbekannte Gröfsen; 
Gröfsen, die gegeben werden, um unbe- 
kannte Gröfeen zu dnden, heifsen be- 
kannte Gröfsen. 

Gröfseu, die eine bestimmte Anzahl 
von gleichartigen Theilen ausmachen, 
heifsen endliche Gröfsen; Gröfsen, 
bei denen die Anzahl gleichartiger Theile 
in ihr durch keine noch so grofse Zahl 
angegeben werden kann, heifsen unend- 
liche G r ö fs e II. 

Eine der merkwürdigsten Beziehungen, 
in welchen gleichartige Gröfsen mit ein- 
ander stehen, ist die Entgegengesetzt- 
heit. S. darüber den Art : Entgegen- 
gesetzte Gröfsen. 

Eine der merkwünligsten und interes- 
santesten Gröfsen ist die \Vi n k e I gröfse, 
welche in der Neigung oder Abweichung 
zweier in einem Punkt zusammentreffen- 
den geraden Linien besteht, und die auch 
als Gröfse nur dadurch zur Erscheinung 
kommt, dafs der Winkel durch einen von 
dem .Scheiteljpunkt als Mittelpunkt aus 
zwischen beide Schenkel gezeichneten 
Kreisbogen in seinem Verhältnifs znm 
Kreisumfang gemessen wird. 

Endlich ist noch der Zoitgröfse als 
einer ganz oipnthümlicheii Gröfse Er- 
wähnung zu thun. Sie ist eine couti- 
uuirliche Gröfse, eine unsichtbare Linie, 
die auf einer Seite ohne Ende, nämlich 
in der Vergangenheit ohne Anfang ist, 
die in Jedem Augenblick einen ganz be- 
stimmten Endpunkt, die Gegenwart 
hat und ohne Mitwirkung einer Gröfse 
anderer Art über die.sen Endpunkt hinaus 
sich stetig verlängert. 

Grülkenlehre, die Lehre von den Grö- 
fsen, die Mathematik. 

Gröfstes und Kleinstes oder gröfs- 
ter und kleinster Werth einer Function 


ist an sich klar; und um den einen oder 
den andern zn finden lehrt die .Diffe- 
renzialrechnung“, UL, pag. 298, den 
dafür entsprechenden Worth der Verän- 
derlichen bestimmen, von welcher die 
Function abhängig ist. Es gibt aber Func- 
tionen, die in verschiedenen Intervallen 
für die Werthe der Urveränderlichen (x) 
auch verschiedene gröfste und kleinste 
Werthe der Function (A') geben, und da- 
her wird in dem eben angeführten Art. 
der Begriff von Oröfstem und Kleinstem 
dahin einschränkend definirt, dafs diese 
gröfsten und kleinsten Werthe innerhalb 
bestimmter Grenzen für die Werthe von 
X nur gelten, weil anfserhalb dieser Gren- 
zen wiederum andere grölste und kleinste 
Werthe der Function statt finden können. 
Es sei 

A' = x’ - 5x’ - X -1- 5 
Setzt man X = 0 so hat man die Wur 
zell) der Gleichung — 1, -f 1, -f 5; dem- 
nach hat man für x = — 1 ; x = -(- 1 und 
X = -(- 5 die Function A' = 0 und zwi- 
schen diesen 3 Grenzen müssen andere 
Werthe mit einem gröfsten oder einem 
kleinsten Werth jedesmal statt finden. 

Setzt man x negativ gröfser als — 1, 
so entstehen negative Werthe von A, 
die mit dem negativen x auch negativ 
wachsen, und für x = — ■» wird auch 
X = — x>, so dafs von diesem absoluten 
Minimum A' = - ® bis zu A = 0 für x = — 1 
weder ein gröfster noch ein kleinster 
Werth von X existirt. Dasselbe entge- 
gengesetzt findet für Werthe von x>5 
statt und für x^ oo wird auch X = » 
und zu einem absolnten Maximum. 

Zwischen x=—l undx = -|-t für welche 
beide Werthe A' = 0 wird, ist ein Werth 
x = — 0,1 für welchen A’ = -|- 5,051 als 
gröfster Werth entsteht. 

Es ist mithin, da 

fürx = — 1 fürx = -0,l fürx = -fl 
A'=0 A'= -1-5,051 A' = 0 

X für x = — 0,1 ein Maximum zwischen 
den Grenzen x = — 1 und x = -t 1 , oder 
vielmehr, da von x=— 0,1 auch A bis 
für X = -- 00 fortwährend abninimt, das 
-Y = -f 5,051 ein Maximum zwischen deu 
Grenzen von x = — oo bis zu x = -f 1. 

Zwischen den Werthen x = -1- 1 und 
x==-|-5 ist ein Werth x = 3,43 bei wel- 
chem X ein Minimum i.st. 

Fürx=-1 1 -f 3,4 I- 3,43 + 3,5 -rä 
ist At=0 -1G,89« -16,901 -10,875 0 
E.s ist also dieses Minimum für das 
Intervall x = -l- I und x = -f 5. Die Func- 
tion bat also 2 Minima und 2 Maxima, 
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TOn welchen 1 Minimnm nnd 1 Maximum 
absolut ist. 

Trägt man die berechneten Werthe der 
gegebenen Gleichung auf (s. Conatruction 
der Werthe einer OTeichnng mit Fig. 602 
bis 506), so ersieht man, dafs wenn man 
Ton den absoluten Gröfsteii + » und 
Kleinsten ~ <o, die bei jedem Aggregat 
mit ganzen Potenzen der Unbekannten 
Vorkommen, nur ein Gröfstes und ein 
Kleinstes existirt und dafs hier eine Ein- 
schränkung durch Grenzen für die Ab- 
scisse nicht statt findet. 

Fig. 678. 


und für die beiden anderen Werthe je- 
desmal ein Minimum. 

Man findet durch Rechnung als Probe 
für dies gefundene Resultat: 



Folgende Function von x 
A' = x‘-f 3x»- lOx»- 10 
auf Vorhandensein von Grüfsten nnd 
Kleinsten [nach dem Art. Differenzial- 
rechnung III., No. 4, 5, pag. 300, nebst 
Beispielen] untersucht: gibt 
DA’ = 4x* -b 9x* — lOx = 0 
Es ist mitfein für x = 0 die Function 
•V ein 2R, entweder ein Maximum oder 
ein Minimnm. 

Dividirt man D.Y durch x, so hat man 
4x»-t-9x - 10=0 
nnd geordnet 

X* -b |x —6 = 0 

woraus 


-9 dbp'401 _ (-3,628 
' 8 "f-t- 1,378 


Für x = + 0,l; 

A = - 10,0969 

II 

© 

X = - 10,0000 

x = -0,l; 

A' = - 10,1029 

Ferner 

Für X = — 3 ; 

A = - 100 

X = - 3,628 j 

A = - 11 1,6347 

H 

II 

1 

A = - 106 

Endlich 

Für x = -b 1,.36; 

A = - 16,529 

x = -b 1,378; 

A = - 17,586 

x=-b 1,40; 

A=- 17,526 

Aufserdem findet 

man 

Für X = + X ; 

A = -b » 

x = -b4; 

A = -b 378 

x = -b3; 

A=-b62 

X = -b 2 ; 

A = - 10 

x = -bl; 

A = -16 

X = 0; 

A = - 10 

x = — 2; 

A = - 22 

A = -6; 

A = - 10 

A'=-6; 

A = -bl78 

Es liegt also eine 

1 Wurzel der Function 

.¥ = 0 für X zwischen +2 und 4-3 und 

für X zwischen —6 

und — 6. 


Trägt man die Gleichung auf, so er- 
sieht man zugleich, dafs bei x = 0 die 
Abscisse nicht geschnitten wird, die Carve 
aber dort einen Wendepunkt hat, woher 
dort 2 imaginaire Wurzeln sich betindeu, 
welche .Y = 0 machen. 

Fig. ü7!l. 


Zwei andere Werthe von x, für welche 
A ein Bl wird. 

Um zu erfahreu , welches Bl für jeden 
der 3 Werthe, ob ein Gröfstes oder ein 
Kleinstes entsteht, setze die 3 gefunde- 
nen Werthe in 

Ö*A'= 12x» +18x - 10 
so entsteht 

fürx = 0; 0’AT= — 10 

für X = - 3,628 ; 8’A = -[ 6,07 
für x= -1-1,378: 0>.Y = -f- 15,31 1 
Für X = 0 ensteht also ein Maximum 
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Die DilTerenzialrecbnung gibt nun eine 
anz allgemein geltende Auflösung für 
ie Auffindung des Gröfsten und Klein- 
sten von Kunctionen; sie ist aber auch 
oft durch einfache Betrachtung oder durch 
arithmetische und geometrische Operation 
zu erhalten. 

Z. B. 1. die Verbindung zweier Punkte 
durch eine gerade Linie i.st die kür- 
zeste. D. h. Die gerade Linie ist unter 
allen zwischen zwei Punkten möglichen 
Linien das Minimum, welches ein Lehr- 
satz in der Elementargeometrie ist. 

2. Unter allen geraden Verbindungs- 
linien zwischen einem Punkt und einer 
geraden Linie oder einer Ebene ist die 
Nonnale die kürzeste. (Das Minimum). 
Dieser Satz ist ein Lehrsatz der Elemen- 
targeometrie. 

3. Unter allen Sehnen eines Krei.>es 
ist der Durchmesser der gröfste. (I)esgl. 
Elem.-Geom.) 

4. Es sei die Linie AU als Grundlinie 
von Dreiecken gegeben, deren Spitzen in 
die gleichfalls gegebene mit AU in der- 
selben Ebene liegende grade Linie XX 
fallen sollen, .so hat da.sjeiiige aller Drei- 
ecke den kleinsten Umfang, dessen Schen- 
kel AC, BC mit der Linie A'.V gleiche 
Winkel bilden. 


Fig. (iSO. 



Denn zeichnet man ein beliebiges an- 
deres C^AUO, fällt die Normale AF aut 
XX, verlängert dieselbe bis in die Ver- 
längerung CE von BC, zieht DE so ist 
^ AC= CE 

also AC+BC = BE 
elren so AD = DE 

also AD + DB= DE + DB 
Nun ist aber 

DE + DB > BE 

also ADaDB>AC+BC 

Da dies uuu von jedem beliebigen 


Dreieck gilt, dessen Spitze D in einem 
anderen Punkt als C von XX liegt, so 
sind die Schenkel AC + BC in Summa 
die kürzesten und der Umfang des £^ABC 
ist ein Minimum. 

5. Denkt man sich die Linien XX:^=AB, 
so hat man den Satz, dafs unter allen 
Dreiecken von einerlei Grundlinie nud 
gleicher Höhe, also von gleichem Flächen- 
inhalt das gleichschenklige Dreieck den 
kleinsten Umfang hat. 

Hieraus folgt; 

6. Unter allen Dreiecken von dersellven 
Grundlinie und gleichem Umfange hat 
das gleichschenklige die gröfste Höhe und 
folglich auch den gröfsten Flächeninhalt. 
Denn da unter alten Dreiecken von einerlei 
Grundlinie und Höhe das gleichschenk- 
lige Dreieck den kleinsten limfang hat, 
so haben alle nicht gleichschenkligen Drei- 
ecke von gleichem Umfange mit dem 
gleichschenkligen bei einerlei Grundlinie 
auch kleinere Höhen als das gleichschenk- 
lige. 

Ferner folgt: 

7. Unter allen Dreiecken von gleichem 
Umfang ist das gleichseitige das gröfste. 
Denn denkt man sich das gleichschenk- 
lige Dreieck ad 6 über einer Grundlinie 
von der Länge eines Schenkels, so folgt 
der Satz unmittelbar. 

Endlich : 

8. Unter allen Dreiecken von gleichem 
Inhalt bat das gleichseitige den kleinsten 
Umfang. 

Beschreibt man mit dem Schenkel des 
gleichschenkligen Dreiecks No. 5 einen 
Kreis, trägt die Grundlinie «mal als Sehne 
ein, so hat man das neck im Kreise = 
dem «fachen Dreieck. Da nun, was von 
dem einen Dreieck gilt auch von den 
n Dreiecken in Summa gilt, so hat man 
noch folgende Sätze: 

9. Unter allen gleich vielseitigen Viel- 
ecken von gleichem Flächen -Inhalt hat 
das regelinäfsige den kleinsten Umfang. 

10. Unter allen gleichvielseitigen Viel- 
ecken von gleichem Umfang bat das gleich- 
seitige den gröfsten Inhalt. 

11. Unter allen in einen Kreis geschrie- 
benen Dreiecken ist das gleichseitige 
Dreieck das gröfste. Denn unter allen 
ül>er einer .Sehne in den Kreis beschrie- 
benen Dreiecken ist das gleichschenklige 
das gröfste, weil es die gröfste Höbe hat. 
Beschreibt man nun über einem der 
.Schenkel ein gleichschenkliges Dreieck, 
.so ist dieses wieder das gröfste aller über 
dem Schenkel in den Kreis beschriebe- 
nen Dreiecken , und wird jedenfalls grö- 
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fter als das erste Dreieck, wenn die Grund- 
linie dieses ersten Dreiecks nicht mit 
dem Schenkel einerlei Länge hat, d. h. 
wenn es nicht das gleichseitige Drei- 
eck ist. S. die Beispiele Bd. II., pag. ;104 
No. 9 bis znm SchluFs. Ein Mehreres in 
dem Art. Maxim um. 

Grofs ist das Merkmal der Grül'se. 
Grofs ist alles was kleiner sein kann, 
ohne dafs es zu sein aufhört; oder von 
dem noch was übrig bleibt, wenn was 
hinfort genommen wird. 

Grolke Axe ist die grüfsere von 2 oder 
mehreren .Axen einer geometrischen Gröfse, 
wie bei der Ellipse. Es ist nicht recht, 
wenn man die, beide Scheitel zweier zu- 
sammen gehörenden Hyperbeln verbin- 
dende Linie die grofse Axe nennt, denn 
sie kann kleiner werden als die zweite 
auf dieser normale Axe. Die er.stere .Axe 
soll Hauptnxe, die zweite Nebenaxe 
heilsen. 

Grofses Einmaleins. Die Einmaleins- 
tabelle in der Fortsetzung von 11 ab, 
8. .Einmaleins“, pag. IB. 

Grandflicbe, Grnndebene, s. .Basis, 
geometrische und Basis derKry- 
stalle. 

Gntldform oder Kernfonn, s. .For- 
men der Krystalle“, pag. 111 mit 
Fig. 645. 

Grondfonneln sind die in einer Lehre 
aus den ersten Anschauungen unmittel- 
bar hervorgehenden Formeln, ans wel- 
chen dann alle übrigen anal^^isch abge- 
leitet werden können. Z. B. in dem Art. 
Goniometrie die Formeln I. 4. 7. IO. II. 
12. 13 und die Formeln 16 bis 19 die 
alle unmittelbar aus dem Begriff der tri- 
gonometrischen Linien und mit Hülfe 
der Figor aus der Anschauung unmit- 
telbar sich ergeben und aus welchen nun 
alle übrigen noch nothwendigen oder nütz- 
lichen Formeln durch Un^ormung abge- 
leitet werden. 

Grnndkanten sind von einem I’risma 
nnd einer Pyramide die an der Grund- 
fläche befindlichen Kanten. 

Grandlinie, s..Basis,goo metrische“. 

Grnndsatl, a. ..Axiom“. 

Ginndiahl ist die Zahl in einem Sy- 
stem, auf welcher das ganze System be- 
ruht. Die Grundzahl des dakadi.schen 
Zahlensystems ist die Zahl 10, s. Deka- 
dik. Diese Zahl ist die Grundzahl, Basis 
des Systems der Briggschen Logarithmen. 
Die Grundzahl der natürlichen Logarith- 


men ist c = 2,71828... (s. .Basis, Grund- 
zahl eines Logarithmensystems). Die 
Grundzahl einer Polygonalzahlenreihe ist 
die Anzahl der Ecken des Polygons von 
der die Zahlenreihe den Namen führt, 
desgleichen die Grundzahl einer Polye- 
dralzahlen reihe die Anzahl der Ecken des 
betreffenden Polyeders. 

Gaerickesche Leere ist die Luftleere, 
welche mit Hülfe einer Luftpumpe er- 
zeugt wird (von Otto Guericke, dem Er- 
finder der Luftpumpe). Die Leere ist un- 
vollkommen, weil mit Jedem Kolbenzuge 
nur gleichmäfsige A'erdünnnng horvorge- 
bracht wird, die nicht bis ins UnendliAe 
oder bis zur absoluten Leere, wie die 
torricelUscho ^dureh Füllung nnd Leerung 
von Gelälsen) getrieben werden kann. 

Gnldins Regel: l. Eine Umwälzungs- 
fläche ist = dem Product der sich um- 
wälzenden, die Fläche erzeugenden Linie 
mit der Kreislinie als dem Wege, den 
der Schwerpunkt der Linie um die feste 
Axe zurück legt. 

2. Ein Umwälzungskörper ist = dem 
Product der sich umwälzenden den Kür- 

f ier erzeugenden Ebene mit der Kreis- 
inie als dem VVege, den der Schwer- 
punkt der Ebene um die feste Axe zu- 
rücklegt. 

Guldin hat die Kegel nicht bewiesen, 
sie läfst sich übrigens auch nur statisch 
beweisen, weil der hier mitwirkende 
Schwerpunkt ein statisches Element ist. 
Die beiden die Guldinsche Regel begrün- 
denden statischen Sätze lauten: 

1. Wenn mehrere Kräfte (Gewichte) 
p, p', p"... von einer geraden Linie XX 
als Drebaxe in den Abständen a, a', a” .. . 
sich befinden, so ist die Summe der Pro- 
ducts aus jeder Kraft: mit ihrem Abstande 
— dem Product aus der Summe sämmt- 
licher Kräfte mit dem Abstand deren 
Mittelkraft von der Linie. D. h. Das sta- 
tische Moment der Mittelkraft ist = der 
Summe der statischen Momente aller 
Seitenkräfte. Der Ort der Mittelkraft ist 
der Schwerpunkt sämmtlicher Kräfte und 
die Mittelkraft ist = der Summe sämmt- 
licher einzelnen Kräfte. 

2. Wenn ein System von Kräften im 
Gleichgewicht der Bewegung um eine 
.Axe sich befindet, so ist die Summe der 
Producte jeder einzelnen Kraft mit ihrer 
Geschwindigkeit =: dem Product deren 
Mittelkraft mit ihrer Geschwindigkeit. 
D. h. Das mechanische Moment der Mit- 
telkraft ist = der Summe der mechani- 
schen Momente aller Seitenkräfte. 

Mau denke sich eine gerade schwere 
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Linie AC von der Länge l. Hat jedes 
Element derselben das Gewicht p, so ist 
das Gewicht der Linie =/p. Nennt man 
allgemein i den Abstand irgend eines 
Elements p von dem Endpunkt C der 
Linie, so ist die .Summe der Abstände 
aller Elemente von C =■ 21t. und die Summe 
der statischen Momente aller Elemente 
in Beziehung auf den Punkt C ist = p-iU. 

Diese Momeiitensumme ist nun = dem 
statischen Moment der Mittelkraft fp und 
da der Abstand des Schwcr])iinkts der 
Linie, des Orts der Mittelkraft = il ist, 
das statische Moment der Mittelkraft 
= \Pp. Mithin hat man 
p.2:x = iPp 

Denkt man sich nun die Linie AC in 
einer Ebene um den Endpunkt vollstän- 
dig umgedrebt, so beschreibt die Linie 
eine Kreisebene. Das beliebige Element 
p in dem Abstand ^ von C beschreibt 
die Kreislinie 2ui und die Summe sämmt- 
licher von sämmtlichen Elementen der 
Linie AC beschriebenen Kreislinien ist 

Da nun die Elemente unendlich nahe 
an einander liegend gedacht werden müs- 
sen , so liegen auch die von diesen Ele- 
menten beschriebenen Kreislinien unend- 
lich nahe aneinander und deren Summe 
kann als der Flächenraum des von AC 
beschriebenen Kreises betrachtet werden. 
Nun ist Geschwindigkeit nichts anderes 
als Weg in einer bestimmten Zeit; und 
da sämmtliche Elemente p ihre Kreis- 
linien gleichzeitig beschrieben haben, so 
machen sämmtliche von ihnen beschrie- 


benen Kreislinien 2/t^l die Snmme ihrer 
Geschwindigkeiten ans und es ist 2'rp. 
die Summe der mechanischen Momente 
sämmtlicher in Bewegung befindlich ge- 
wesener Kräfte. 

Die Mittelkraft = Ip hat aber die Kreis- 
linie mit dem llalbme.sser jf beschrieben, 
deren mechanisches Moment ist also = 
2.1 • fp. = nf*p 

Mithin ist 2ip£i= nPp 
oder 2iA'f- = 7if* 

d. h. die Kreisfläche hat den Inhalt tiP. 

Eben so wird der Beweis für den In- 
halt der Umdrehungskürper geführt. 

Da die Bestimmung des Schwerpunkts 
oft sehr schwierig ist, und oft in com- 
plicirten Ausdrücken erscheint, so ist die 
uuldinsche Regel nur in einfachen Fäl- 
len zu Bestimmung von Umdrehungs- 
grötsen anznwenden. Dagegen kann sie 
für Flächen und Körper, deren Qröfsen 
bekannt sind dazu dienen, die Lage der 
Schwerpunkte leichter zu finden als es 
nach statischen Kegeln geschehen kann, 
wobei zu bemerken, dals eine vollstän- 
dige Umdrehung nicht erforderlich ist. 

Z. B. Der Inhalt der Kugel ist bekannt 
= Jvr* 

Der Inhalt des Halbkreises desgl. 

tir* 

Bezeichnet man nun den Abstand des 
Schwerpunkts im Halbkreise von dem 
Mittelpunkt mit r, so ist die mit x be- 
schriebene Kreislinie =2nx daher 
2ixx jar’ = Jar* 

4 

woraus x=~ r 

ö7l 
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BurrihrcbeDaBxlehDO«;, s. unter dem 
Art. , Adhäsion“, pag. 30 und „Capil- 
larität*, pag. 9. 

HUftllicIiner (Kryst.), s. u. „Formen, 
pag. 111“. Diese sind aweierlei Art: pa- 
rallelflächig nnd geneigtfläcbig. 
Bei den letzteren verschwinden gänzlicn 
die parallelen Flächen der znrückhleiben- 
den Krystalle mit dem Wachsthum der 
abwechselnden Flächen, so dafs nur ge- 
neigte Flächen ihnen übrig bleiben; bei 
den ersteren bleiben auch parallele Flä- 
chen zunick. 

Zu den ersteren, den parallelfläcbigen 
gehören die Hemitetrakishezaeder und die 
Hemioctakishexacder. Zn den geneigt- 
flächigen gehören das Heiuioctaeder, die 
Hemiikositetraeder, die Hemitriakisoctae- 
der nnd die llemihcxakisoctaeder. 

Halbachtflichner, (Kryst.) Hemiocta- 
eder, Vierflächner, ist das regelmä- 
tige Tetraeder. Ks hat 4 Flächen, welche 
gleichseitige Dreiecke sind, 6 gleiche Kan- 
ten nnd 4 dreiflächige gleiche Ecken. 
Die 3 octaedrische Axen verbinden die 
mttelpnnkto zweier gegenüberliegenden 
Kanten, die 4 hexaedrischen Axen ver- 
binden die Mittelpunkte der Flächen mit 
den ihnen gegennberliegenden Ecken. 

flalbacbtnialaecbsflichner, s. Hemi- 
octakishexaeder. 

Halbdreimalaebtlllcbiier, der deutsche 
Name für Del toiddodekaeder (s. d. 
mit Fig. 557). 

lalbiren heifst: in 2 gleiche Theile 
theilen. Die Elementargeometrie hat zu 
den ersten Aufgaben: Eine gerade Linie 
in halbiren und: einen Winkel zu hal- 
bircn In dem .Art. „ Constructionen, 
geometrische“ ist pag. 51, No. 8 die erste 
Aufgabe nnd No. 11 die 2te Aufgabe ge- 


löst. Mit beiden Auflösungen ist zugleich 
die Aufgabe gelöst: Einen Kreisbogen 
zn halbiren. Denn für die erste Auflö- 
sung darf man nur annehmen, dafs AB 
die Sehne des Kreisbogens ist, so wird 
der Bogen AB zugleich mit der Sehne 
AB durch die Linie DE halbirt; und für 
die 2te Auflösung denke man den Z.ACB 
als den zu dem Bogen gehörenden Cen- 
tri Winkel. 

Halbkreis. Hierunter versteht man 
entweder die halbe Kreislinie oder die 
halbe Kreisfläche. 

Ueber den Halbkreis hat man mehrere 
Sätze. 

1. Die Aufgabe: den Halbkreisbogen 
aus einer Kreislinie zu bestimmen, oder 
eine Kreislinie zn halbiren, ohne dals 
man einen Durchmesser zieht, wird ge- 
löst, indem man von einem Punkt der 
Peripherie ab 3 mal hintereinander mit 
dem Zirkel den Halbmesser als Sehne 
absteckt , weil die Seite des regelmälsi- 
gen Sechsecks im Kreise dem Halbmes- 
ser gleich ist. 

2. Da der Centriwinkel des Halbkreises 
= zweien rechten Winkeln ist, so ist je- 
der in einem Halbkreis liegende Periphe- 
riewinkel = einem rechten Winkel. Der 
Halbkreisbogen ist also der geometrische 
Ort für alle möglichen rechtwinkligen 
Dreiecke über derselben Hypotenuse. 

3. Zieht man in dem Halbkreise das 


Fig. 681. 
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beliebige Dreieck ADB und fällt die Nor- 
male DE auf den Dnrchmeaser, so sind 
die 3 Dreiecke rechtwinklig und einander 
ähnlich, und zwar in der Ordnung der 
homologen Ecken geschrieben 

A DAE k/sBDE'k/^ BAD 
Hieraus hat man die Proportionen 



AE:DE = DE-.BE 

(l) 


AE:AD=AD:AB 

(2) 

oder 

DE‘ = AE>t.BE 

(3) 

und 

AD^ = AExAD 

(-1) 

also 

auch BD‘‘=BF.y.AB 

(•i) 


Schreibt man die Proportionen: 
AE:DE=AD:BD 
DE:RE=AD-.BD 

und mnltiplicirt beide mit einander, so 
erhält man 

AE-.BE-AD‘-.BD'‘ (6) 

■i. Zeichnet man (Pig. 682) eine mit 
dem Durchme.sser parallele Sehne Et\ 
bezeirlinet deren zugehörigen Centriwin- 
kel EVE mit if , so ist der KreUaus- 

schnitt ECE=^^„nr- (I) 


A ECF = 2A CFG = 2 • = i » sin • ros - Jr» sin </ 

Mithin der Abschnitt 


DEE-- 


( 2 ) 


Man erhält hiernach den für die 
.Sehne EF, welche den Ilalhkreis balbirt, 
ans der Oleichnng 


und reducirt: — (rr - I) - sin (/ = 0 
1 oO 

wonach durch Probiren gefunden wird 
(f = 132° 20’ 47,14" 

5. Die halbe Kreislinie ist = nr 
Die halbe Kreisfläche = 

Halbkagel Ist sowohl die halbe Kugel- 
oherfläche als der halbe Körper. Ist r 
der Halbmesser der Kugel, so i.st 

die Ilalbkttgelfläche = 2<7r^ (I) 

der kör)>eriiche Inhalt = Jor’ (2) 

Halbmesser ist der halbe Durchmesser, 
(s. d.) wo ein solcher sich vorfindet Die 
Halbmesser der Kreise heifsen auch Ra- 
dien. Alle Halbmesser eines Kreises 
sind einander gleich. 


Halbsechsmalachtflichner (Kryst.) He- 
mibexakisoctaeder. Diese Krystalle 
h.iben 24 Flächen, 36 Kanten und 14 
Ecken. Die Flächen sind ungleich- 
seitige Dreiecke. Die Kanten sind 
dreierlei; sie sind 12 schärfere und 
kürzere a, 12 stumpfere und län- 
gere b und 12 sturrtpfe und kurte 
c. Die Ecken sind ebenfalls drei- 
erlei; 4 sechsflächige symmetriKhe 
Ecken A, die eine gleiche Lage 
haben, G vierflächigo symnietriscne 
B und Tcm gleicher Lage und 4 
sechsflächige .symmetrische C. 

Die Hemihexakisoctaeder entste- 
hen aus den Hexakisoctaedem, wenn 
die um die abwechselnden Hexaeder- 
ecken liegenden Flächen so weit 
wachsen, dafs die anderen ganz tot- 
drängt werden. 


Fig. G83 



Fig. 682. 
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lalMenotlaethifllohBer, Hemite- 
Irakishexaeder, P e n taf^ondodeka- 
eder. Diese Kry.stalle haben 12 Flärhen 
in symmetrischen Fünfecken, 30 Kanten 
und 20 Ecken. Dia Fünfecke sind sehr 
nabe rerelmäfsiK, 4 Seiten b sind ein- 
ander eieich, nur die öte a ist rerschie- 
den Der dieser Seite gegenüberliegende 
Winkel A ist ron eigener liröfse; ß, II 
unter sich und C, C unter sich sind ein- 
ander gleich 



Fig f.st. 


Die Kanten sind zweierlei; G Kanten 
(Orundka Ilten) n werden von den glei- 
chen Seiten a und 24 Kanten b run den 
gleichen Seiten b gebildet. 

Die Erken sind sämmtlich dreiflächig: 
Die an beiden Enden der Urundkanten 
liegenden 12 Ecken II sind irregulär. 
Diese Ecke wie ß' wird von einem einer 
Grnndkante gogennborliegenden ^ Cß'D 
und zweien an einer Grundkante liegen- 
den Winkeln Cß'ß und BB'Ü einge- 
schlossen. Die filirigon G dreiflächigen 
Erken wie II -sind reguläre, die sie ein 
schliefsendeii Winkel sind die mittleren 
gleichen Winkel C. 

Je 2 einander gegenüberliegende Flä- 
chen sind parallel , die 3 octaedrischen 
Axen verbinden die Mittelpunkte zweier 
gegenüberliegenden Grundkanten a, die 
4 hexiedrischen Axen verbinden je 2 
Hexaederevken wie D. 


lalbTtenudzwanxlgflicbner, llemi- 
ieositetra eder, l’yramidentetra- 
edev. Diese Krystalle haben 12 Flächen 
in gleicKschcukligen Dreiecken, 18 Kan- 
ten und 8 Ecken (Fig. G85) Die Kan- 
ten sind 6 sehärfere und längere a, die 
eine gleiche Lage haben und von den 
Gmndlinicn der Flächen gebildet werden; 
die übrigen 12 Kanten o'.sind stumpfer 
nnd kürzer und werden von den Schen- 
keln der Flächen gebildet. 


Von den Ecken sind 4 .sechsflächig 
symmetrisch A , die übrigen 4 sind drei- 
flächig und gleichkantig (B). 

Die 3 octaedrischen Axen verbinden 
die Mittelpunkte zweier gegenüberliegen- 



den längeren Kanten, die 4 hexaedri- 
.seben Axen verbinden die sechsflächigen 
Ecken mit den ihnen gegenüberliegenden 
dreiflächigen Ecken. 

Halbltrkel, S. v. w. Halbkreis. 

HalbzwelmaliwNflUchner, Hemidi- 
dodekaeder, Skalenoeder, Drei- 
II n dd reikantn er, s. d. 

Hallströms Tabelle für Ausdehnung 
des Was.sers bei verschiedenen Tempera- 
turen mit Hülfe von Diflerenzen berech- 
net, s. Bd. 11., pag. 256. 

Hapsologarithmas, s. n. Antiloga- 
rithmus, 1. 

Harmonikalen, s.HarmonischoThei- 
I n n g am Schluls. 

Harmonische Proportion ist eine Pru- 
portiou zwischen 4 Gröfsen der Art, dafs 
die Differenz zwischen der ersten und 
zweiten zur Differenz zwischen der drit- 
ten und vierten sich verhält wie die erste 
zur vierten als: 

a — bz r — d = a: d (1) 

Für 6 = r entsteht die stetige har- 
monische Proportion 

a^b:b — d=za:d (2) 

und aus ilieser die contra -harmonische 
Proportion (s. d.) 

rt — b : b — d ~ d : a (3) 

Aus der ersten findet man bei 3 ge- 
gebenen Gröfsen die 4le, wenn man 
schreibt 

ad — bd = ac - ad 
bd 

woraus o ~ , 

2« — c 


Digitized by Google 




Harmouiscbe Proportion. 


234 


Harriots Lehrsatz. 


h = 


(I (2d — c) 




Punkt D der Linie AB ziehe nun DF 
4^ AE, verlängere FD bis (#, so dsX> 

Fig. 680. 


and rf = _fr_ 

2o-4 

Aus der stetigen harmonischen Pro- 
portion hat man 

nd — bd = ab ~ ad 

also da.s Seitenglied a = — 

*2d ~ b 

I 

« f. n : 


2a — b 
2ad 
a + d 


lind das Mittelglied 4 

Zwischen den beiden Zahlen a und d ist 
das arithmetische Mittel = J (a rf) 
das geometrische Mittel = \'ad 

Da nun i (« + <0 : 1 dd=y ad : 

a-\-d 

so verhält sich das arithmetische Mittel 
zweier Zahlen zu dem geometrischen 
Mittet wie das geometrische Mittel zii dem 
harmonischen Mittel. Oder es ist das 
geometrische Mittel zweier Zahlen zu- 
gleich das geometrische Mittel zwischen 
dem arithmetischen und dem harmoni- 
schen Mittel derselben Zahlen. 

Harmonische Reihe, harmonische Pro- 

f iression ist eine Heihcnrolge von Zäh- 
en, von welchen je 3 aufeinander fol- 
gende Ulioder in stetiger harmonischer 
Proportion stehen. Sind die Zahlen o, 
4 gegeben, so bilden dieselben mit den 
Zahlen c, d, e... eine harmonische Reibe 

ab br cd 

wenn c = - — — ju.s.w. 
2a— 4 24— c’ 2c— d 

Harmonische Theilnng einer Linie AB, 
Fig. 686, geschieht durch 3 Theile, die 
in stetiger harmonischer Proportion mit 
einander stehen. Als; 



DG = DF, ziehe GF2, so ist die Linie AB 
durch die Punkte C, D harmonisch ge- 
theilt. 

Denn es ist 

AB.BD=AE-, DF=AE-.DG=AC-.CD 

Die Linien AE, BE, CE, DE heilsen 
die H armonikalen. 

Harriots Lehrsatz. Dieser heilst : Wenn 
eine Function von j-, nämlich /x = 0, als 
vollständige Gleichung von beliebig 
vielen Wurzeln gegeben Ist, so hat die 
Gleichung nicht mehr positive Wurzeln 
als Zeicbeuwechsel und nicht mehr ne- 
gative Wurzeln als Zeichenfolgen in der 
Gleichung Vorkommen. Hat die Glei- 
chung lauter reelle Wurzeln, so bt dis 
Anzahl der iwsitiven Wurzeln gleich der 
Anzahl der Wechsel und die Anzahl der 
negativen Wurzeln gleich der Anzahl der 
Folgen. 

Hat eine Gleichung nur positive Wur- 
zeln n, ß, }'..., ist also 

A = (x - n) (* - /9) (x — y) . . . = 0 
so hat sie die Formen 
X — A = 0 
X* - Ax -1 ß = 0 


AB-AD:AD-AC=AB:AC 
Schreibt man BD für AB — AD und 
CD für AD — AC, so hat man 
BD:CD = AB:AC 
oder AB .AC= BD-.CD 

oder AB : BD = AC:CD 

Die Linie wird also harmonisch getheilt 
wenn die ganze Linie zu einem der änfse- 
ren Theile sich verhält wie der andere 
äufsere Theil zum mittleren Theil. 

Es ist nun leicht, eine gerade Linie 
harmonisch zu theilen. Man nehme aufser- 
halb der Linie AB einen beliebigen Punkt 
E, ziehe AE, BE: von einem Mliebigen 


x*-Ax’-f ßx-C = 0 

u. s. w. 

Die Gleichungen haben alle keine Zei- 
chenfolgen, sondern nur ZeicbenwecbsM, 
und eben so viele Wechsel als Wurzeln 
vorhanden sind. 

Hat eine Gleichung nnr negative Wur- 
zeln a, 4, c. ., ist also 

-V = (x -I- a) (x -f 4) (x -I- c) . .. = 0 
.so bat sie die Formen: 

X -f A = 0 
X* -I- Ax ß = 0 
x> -f Ax* ßx -f C = 0 

u. s. w. 
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nnd keine Qleiehang hat Zeichenwech- 
sel sondern nur Folgen. 

2. Hat nnn eine Oleichung eine poai- 

tire nnd eine negative Wnnel, so ist 
fx = {x — a)(x-\-a) = X* X — aa = 0 

Je nachdem a > oder < o, ist das Mit- 
telglied — oder -h; in beiden Fällen fin- 
det eine Zeichenfolge nnd ein Zeichen- 
wechsel statt. 

3. Hat eine Gleichung eine positive 
und 2 negative Wurzeln, ist also 
fx=(x- tt)(x+a) (x-|- i) = (x—tt) (t'+Ax+B) 

=zx^Jt(A — — nyt)x — aB — 0 

Oie Zeichenreihen sind folgender .\rt 
möglich : 

1, -|--f + - 

2, -I--I--- 

3, + --f — 

4, -p — — — 

In der ersten, zweiten nnd vierten Form 
hat die Gleichnng nur einen Wechsel, 
in der dritten Form dagegen 3 Wechsel; 
es mnfsten demnach in der Gleichung 
von der Form 

X*— Ax^-\- Bx ^ C—0 
3 positive Wurzeln möglich sein; nnd da 
dies, wie die 3 zu Qrnnde liegenden Fac- 
toren (x — n)(x-l-a)(x — 6) ergeben, nicht 
möglich ist, so hat die Gleichung offen- 
bar 2 nicht reelle (s. Fourier No 8) und 
nur eine positive Wurzel. 

DaCs übrigens bei 3 positiven reellen 
Wurzeln die 3te Zeichenfolge nicht ein- 
treten kann geht aus folgendem hervor: 

Die aus den 3 Factoren hervorgehende 
Gleichnng würde sein 
X*— (« — a— A) x*-p [ai— o (a-l-i)]x— n aö = 0 

Es müfste also sein; 

1, a > a -p A 

2, bA > n (a -p A) 

Setzt man in No. 2 für « den kleine- 
ren Werth a -p A ans 1 , so hat man 
uA > (a -p A)* 
welches nnmöglich ist. 

4 . Hat eine Gleichnng 2 positive nnd 
eine negative Wurzel, ist also 

fx=(x — a)(x-ß)(x+a) 

= ^ [aß—a (n+^)j « pff/Sa 

= X^:fAx^^Bx + C 

so sind hier wieder der Form nach fol- 
gende 4 Zeichenreihen möglich: 

1, -P- + + 

2, -P-- + 

3, -P -p + + 

4, -p -p — + 


Die dritte Zeichenfolge ist wieder der 
Natur der obigen Gleichungsbildung ent- 
gegengesetzt, sie kann auch niemal.s 
existiren. Denn es würde sein: 
a > n -p jJ 

-p ß) 

woraus aß >{a + ß)^ 
welches unmöglich ist. 

Die übrigen möglichen 3 Zeichenfolgen 
haben jede 2 Zeichenwechsel nnd eine 
Zeichenfolge für 2 positive und eine ne- 
gative Wurzel, wie es der Lehrsatz aus- 
spricht. 

5. Kann man nun beweisen, dafs wenn 
eine Gleichung m positive und « — m ne- 
gative, also überhaupt n W'urzeln hat, 
eine hinzukommende positive W'urzel 
einen Zeichenwcchsel nnd eine hinzu- 
kommende negative Wurzel eine Zeichen- 
folge mehr gibt, so ist mit Hülfe der 
voranstehenden Sätze der Harriotsche 
Lehrsatz erwiesen. 

Jede vollständige Gleichung hat ein 
Glied mehr als die Anzahl ihrer Wur- 
zeln beträgt. Die gegebene Oleichung 
von n Wurzeln hat also n -P 1 Glieder 
und dnrch eine neu hinzukommende po- 
sitive oder negative Wurzel erhält sie 
n -p 2 Glieder. 

Um die Aenderung der Vorzeichen durch 
das Hiiizukommcn eines neuen Factors 
(x ± a) zu erfahren , hat man in der ge- 
gebenen Gleichung nur 2 auf einander 
folgende Glieder zu betrachten. 

1. Das Hinzntreten einer nega- 
tiven Wurzel. 

1. Ks seien die beiden letzten Glieder 
der gegebenen Gleichung mit einer Zei- 
chenfolge 

*Mx±iV 

Diese multiplicirt mit dem Factor (x -p a) 
für eine negative Wurzel entsteht 
± Jfx»±(MapV)x±aAf 

Ans einer Zeichenfolge entsteht dem- 
nach durch Hinzutritt einer negativen 
Wurzel niemals ein Wechsel, so viele 
Folgen also den beiden letzten Gliedern 
voranstehen, so viele Folgen sind ge- 
blieben. Ans der letzten Folge der bei- 
den letzten Glieder werden zwei Folgen. 

2. Die beiden letzten Glieder enthal- 
ten einen Vfechsel 

±Mx=^y 

so entsteht mit dem Factor (x -p a) 
±Äfx^±(:!/a— y)x:^aN 

Also entweder 

-p,tfx*-PG»fo-JV)x-aA' 

Jedes der beiden Vorzeichen des Mit- 
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telgliedes pbt eine Folge und einen 
Werhsel, folglich eine Folge mehr 
oder — itfx’ — (iWo— + ojV 

Auch hier gibt jedes der beiden mitt- 
leren Vorzeichen eine Folge und einen 
Wechsel, lUa mag > oder • . sein als A’. 

Es geht also hervor, dafs wenn in der 
gegebenen Gleichung 2 nebeneinander 
stellende Glieder durch einen Zeichen- 
Wechsel verbunden sind, der Wechsel 
verbleibt und dem Wechsel der letzten 
beiden Glieder wird eine Folge hinzu- 
gefügt. 

2. Das Hinzu treten einer posi- 
tiven Wurzel. 

Die beiden letzten Glieder der Glei- 
chung mit einer Zeichenfolge seien wieder 
A ,Wx±iV 

Diese niultiplicirt mit (r — a) ergeben: 
A ,Wx*±(A' — oA/)x 
also entweder -f .Wx’± Px— o:V 
oder — Äfx*±Px-b oA' 

Beide Zeichen des Mittelgliedes erge- 
ben in beiden Fällen eine Folge und 
einen AVechsel. 

Haben also 2 nebeneinander befindliche 
Glieder der Gleichung eine Zeichenfolge, 
so wird diese durch den Hinzutritt einer 
positiven Wurzel nicht in einen Wech- 
sel geändert, die Folge verbleibt und dem 
letzten Gliede tritt ein Wechsel hinzu. 

Haben die beiden letzten Glieder der 
Gleichung einen Zeichenwechsel, sind sie 
demnach 

so entsteht durch den Factor x — a: 

± j)fx*v: (o^f -f A')x± aAf 
wo die oberen und die unteren Zeichen 
einzeln zusammen gehören. Es entste- 
hen in beiden Fällen 2 Wechsel, also 
ein Wechsel mehr als in der Gleichung. 

Da also, wenn für m positive und n 
negative Wurzeln in einer Gleichung m 
Zeichenwechsel und n Zeichenfolgen Vor- 
kommen, auch für m ( 1 positive und für 
n -f 1 negative Wurzeln das Ge.setz rich- 
tig ist, nämlich da in -|- 1 Wechsel und 
II -|- 1 Folgen Vorkommen, so gilt d.as Ge- 
setz allgemein, weil es bei einer und bei 
zweien positiven und negativen Wurzeln 
in einer Gleichung, also auch für :t, für 
4 u. s w Wurzeln gilt. 

6. Ist eine Gleichung unvollständig, 
-so kann sio nicht mehr positive Wurzeln 
haben, als Zeichenwechsel, z. H. 

x*-f .4x* — Cx^-f- E=0 

Die.se hat 2 Zeichenwechsel, also höch- 


stens 2 positive Wurzeln; nm die nega- 
tiven zu erfahren mufs man die Glei- 
chung durch die fehlenden Glieder mit 
dem Coefficient ±0 ergänzen, so ent- 
steht: 

x^-(- Ax* A 0 • X* — C'x^ 4- 0 • x-p £=0 

Man ersieht, dafs sowohl für die obe- 
ren als für die unteren Vorzeichen 3 Fol- 
gen und 2 Wechsel entstehen, dafs also 
die Gleichung 3 negative und 2 positive 
Wurzeln hat. 

Die Gleichung x‘ — ,4x*— Cx’-(- £ = 0 
hat wegen" des einen Zeichenwechsels 
höchstens nur eine positive Wurzel Er- 
gänzt man durch Nullgliedcr, so bat man 
-f X* — ytx*±0-x*— Cx-* A 0-x-P KxO 

Für die oberen Vorzeichen hat die Glei- 
chung 4 Wechsel und eine Folge, für die 
unteren 2 Wechsel und 3 Folgen-, beides 
zugleich ist nicht möglich, also hat die 
Gleichung unmögliche Wurzeln. 

Hanptaze der llvperbel ist die gerade 
Verbindungslinie beider Scheitel zweier 
zusammen gehörenden Hyperbeln. 

Haaptaxe (Kryst.) s. Axensysteme der 
Krystalle, No. 2, pag. 260. 

Haaptdodakaeder, s. u. .Hexagon- 

do de Rae der.“ 

HanptfllBCtiOIieD in der Trigonometrie 
sind die Functionen Sinus, Tangente, 
Secante, Sinnsversus, im Gegensatz rn 
den Gofu net ione n : Cosinus u. s. w. 

Haoptgegendeo, s. v. w. Cardinalpunkte 
(s. d.) in irgend einem Ort der Erdober- 
fläche: O.st, Süd, West, Nord. 

Hanpthexagondodekaeder, s. u. ,iiexa- 

goudodekaeder.“ 

Banptkreise der Kugel heifsen anch 
die grofsten Kreise derselben. 

Haoptparameter nennt man anch bei 
den Kegelschnitten den Parameter der 
Axe des Kegclschuitts. 

Hanptpnokt in der Perspective, s. v. 
w. .Augenpunkt (s. d) 

Raaptpankte (Geogr.), s. v. w. Cardi- 
nalpunkte eines Orts. (Astr.) In der 
Ekliptik die Nachtgleichcn- und Wende- 
punkte. 

Bebel ist als mathematischer Hebel 
eine gerade Dinie, als physischer Hebel 
ein stabförmiger Körper, auf welchen 
Kräfte der Art wirken, dafs ein Bestre- 
ben zur Drehung um irgend einen Punkt 
der Linie oder um irgend einen Quer- 
schnitt des Stabes oder auch wirkliche 
Drehung erfolgt. 
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In dem Art. , Cen tralbowef; u ng* 
i>t pag. 13, die um einen gcmeinschaft- 
licben Schwerpunkt erfolgende Drehung 
der Ende und des Mundes erklärt; der 
.Schwerpunkt beider Weltkörper liegt in 
der geraden Verbindungslinie deren Mit- 
telpnnkte und es bt dieses System der 
Kräfte zwischen Erde und Mond ein He- 
bel; beide Kräfte, Erde nnd Mond mit 
unsichtbarer Verbindungslinie und Dreh- 
axe, ein ideeller Hebel im freien Raum. 

Aus diesem Grunde Tielleicbt, weil von 
solchem Hebel hier nicht die Rede ist, 
nennen neuere Mathematiker auch den 
mathematischen Hebel , materiellen 
Hebel“, indem sie der geraden Linie 
Masse beilegen , nnd nähern sich d.adurch 
mit ihm dem physischen Hebel , der l>ei 
den alten Mathematikern die erste der 5 
statischen oder mechanischen Po- 
tenzen war. 


Der Drehpunkt in der schweren Linie 
des Hebels wird durch Dnterstötzung fest- 



Uan unterschied und unterscheidet noch 
Hebel dreierlei Art; 


Hebel erster Art ist derjenige, bei 
welchem der llnterstützungspnnkt zwi- 
Jchen den .Angriffspunkten der bewegen- 
den Kraft (/^ und der Last ((») liegt 
(7ig. 687). 


Fig. 687. 



Hebel zweiter Art ist derjenige, bei 
welchem der Drehpunkt der eine Eml- 
punkt der schweren Linie nnd deren an- 
derer Endpunkt der Angriffspunkt der 
Kraft P ist, während die zu gewältigende 
Last Q zwdschen beiden Endpunkten sich 
befindet (Fig. 688). 


Fig. C8.S. 



Hebel dritter Art ist derjenige wie 
der der zweiten .Art, wenn Kraft nnd Last 
ihre Orte vertauschen (Fig. 689). 


Fig. 689. 



Statik des Hobels. 

I. In der Linie AC, Fig. 690, .sei der 
eine Endpunkt C befestigt, auf den an- 
deren Endpunkt A wirfst eine Kraft P, 
so will diese den Punkt A senkrecht ab- 
wärts fortbewegen ; der feste Punkt C ver- 
hindert dies und cs geschieht nur Dre- 
hung um den Punkt C der Art, dafs die 
Kraft P die Linie .4C im Kreise herum 
führt nnd immer wie in A', A" tangen- 
tial und auf einerlei Weise wirksam bleibt. 


Fig. 690. 



Denkt man sich die A(' bis H verlän- 
gert (Fig. 691), so dafs AC ■ HC , nnd 
bringt man in H eine Kraft Q an, welche 
die entgegengesetzt gerichtete Drehung 
um C beabsichtigt > so ist klar, dafs clie 


Fig. 691. 
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Drehnni^f nach der Richtung erfolgt, nach 
welcher die gröfsere Kraft wirkt. Sind 
P und Q gleich grofs, so erfolgt nach 
keiner Richtung eine Drehung und der 
Hebel befindet sich im statischen Gleich- 
gewicht. 

2. Die beiden mit einander + wirken- 
den Kräfte P und Q haben das Bestre- 
ben, die Linie AB lothrecht abwärts 
fortzubewegen. Der feste Punkt (' hin- 
dert dies iiiid die Kräfte P und Q äiifsern 
auf die Unterlage bei C einen Druck 
P i Q. Nimmt man nun die Unter- 
stützung fort und bringt dafür in C eine 
entgegengesetzt gerichtete Kraft R = Pi 
an, .so bleibt das System in demselben 
Zustande des Gleichgewichts für die fort- 
schreitende Bewegung. 

Sind P und Q = grofs und eben so 
AC = BC , so ist auf die Drehung nach 
links eben so viel Grund als zur Dre- 
hung nach rechts und es ist auch Gleich- 
ewicht für die drehende Bewegung Ver- 
anden. 

3. Sind bei gleichen Abständen AC 
und BC die Kräfte P und Q ungleich, 
so erfolgt .Drehung nach der Kicntnng 
der grölseren Kraft. Es fragt sich daher, 
wo der Unterstützungspunkt in AB an- 
gebracht werden mü.sse, damit Gleich- 
gewicht für die Drehung statt 6nde. 

Die gemeinschaftliche Krafteinheit für 
P und Q sei p, es sei Q — mp: P = np, 
so theile man den Abstand AB, Fig. 692, 

in — gleiche Theile, verlängere AB 

zu beiden .Seilen über A hinaus bis D 

um über B hinaus bis ß um — 

Theile, und es sei AC = AO= ln und 
BC=BF. = \m. 

Bringt man nun zwischen je, 2 der 


Fig. 692. 



n -b m Theilpunkte eine Krafteinheit an, 
so ist die Wirkung der von D bis C 
leich vertheilten n Einheiten p = der Wir- 
nng deren Summe P=npia deren Mitte, 
und man kann die Kraft P hinfort neh- 
men und dafür die n einzelnen Kräfte 
p wirken lassen. Desgleichen können 
statt der Kraft Q die m einzelnen Kräfte 
p zum Angriff gebracht werden. Da nun 
zwischen D und E in gleichen Abstän- 
den von einander n -1- « gleich grofse 
Kräfte wirken, so ist gegen die Drehung 
um irgend einen Punkt der Linie AB 
Gleichgewicht, wenn man in der Mitte G 
von DK senkrecht aufwärts eine Kraft 
(n-b»H)p = P-(-0anbringt, denn alsdanu 
ist bei der links und rechts von 0 gleich- 
mäfsigen Vertheilung gleich vieler näm- 
lich gleichen Kräfte p so viel Grund 

zur Drehung links als zur Drehung rechts, 
weshalb keine Drehung weder liuks noch 
rechts erfolgt. 

Nun ist AB = DG = J« 

AD = 

folglich AG = ^m 

und BG=\n 

mithin AG-.BG = ^m\\n = mp\np — Q-.P 
D, h. Wenn ein HebelfütDrehuug 
im Gleichgewicht sein soll, so 
müssen die Abstände des Dreh- 
punkts von den beiden auf ihu 
wirkenden Kräften umgekehrt wie 
diese Kräfte sich verhalten. 

4. Der Abstand AG der Kraft P sei 
= 0 , der Abstand BG von p sei =A, so 
ist für’s Gleichgewicht 
a:b = Q-.P 
woraus aP= bQ 

D. h. Fürs Gleichgewicht müs- 
sen die Producte jeder der beiden 
Kräfte in ihren Abstand vom 
Drehpunkt einander gleicbaein. 

5. Gesetzt es sollte für die Kraft P 
in dem .kbstand a von G auf der an- 
deren Seite von G in der Entfernung 
GE = c eine Kraft x angebracht wer- 
den um das Gleichgewicht herzustelleu, 
so hat man nach No. 4 
aP = cx 
a „ 

woraus x = — P 

r 

Hiernach kann man eine Kraft Q, 
die in einem heslimmteii Abstande b 
vom Drehpunkt wirkt, durch eine an- 
dere Kraft ersetzen, wenn für diese der 
.4bstand r vom Drehpunkt festgeslellt 
wird; denn es ist 
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bQ = cx 
6 

woraus » = — Q 

c 

Uan ueuat dies Verfahren: Kräfte 
reduciren.' 

ln den Punkten C, A, O auf einer 
Saite vom Drehpunkt wirken verschiedene 
Kräfte; in C mit dem Ahstand CG = A' 
die Kraft P, in A mit dem Ahstand 
AG = a" die Kraft P", in 0 mit dem 
Abstand DO = a"‘ die Kraft Es soll 
uun in dem Punkt B in dem Abstand 
ß(?=A eine Kraft (Q) den 3 Kräften /*, 
P'" das 0 leichgewicht halten, so hat 

man 

für die Kraft P : a' • P =b-Q' 

, . , P" :a” .P- =h.Q" 

, , , P":a"’.P" = b.Q"' 

also 

«r+a" P' d a'” P"' = b(Q’ K?”+0”') = k.Q 

und 0=-i(rt'P' + n"P" + o'"P"') 

Will man statt der drei Kräfte P\ P\ 
P“ eine einzige in dem Abstande a von 
U wirkende (/^ anbringen, die mit jenen 
einerlei Wirkung bat, so ist 

a’P i-a 'P’ + a"’P" = „P 

woraus P= — (a'P’ + a”P'' t a'"P ’') 

o 

1. Wirken in den Endpunkten A und 
B einer Einie mit dem Drehpunkt G 2 
Kräfte P und Q unter schiefen Winkeln, 
>0 ist die Wirkung derselben, wie No 1 
mit Fig. 690 es angibt; man bat näm- 
lich von G ans auf die Richtnngen der 


Fig. 693. 



Kräfte Normalen zu fällen, aus G mit 
diesen als Radien Kreise zu zeichnen, so 
bestimmen deren Durchschnittspunkte mit 
der Linie diejenigen Punkte derselben,* 
in welchen die Angriffe der Linie durch 
die Kräfte normal zu' denken ist: 

Die Wirkung der Kraft P nach der 


Richtung DA in A ist auf die Linie AB 
dieselbe mit ihrer normalen Wirkung in 
F, und die der Kraft Q nach der Rich- 
tung EB dieselbe mit ihrer normalen 
Wirkung in //. Wenn al.so beide Kräfte 
P und (t im Gleichgewicht .sein .sollen, 
so mufs .sein / 

Py. DG = Qy.EG 

der Abstand des Drehpunkts von der 
Richtungslinie einer Kraft wie GD von 
P heilst der Hebelsarm der Kraft 
und das Product der Kraft in ihren He- 
belsarm wie DGx Pdas statische Mo- 
ment der Kraft. 

8. Demnach sagt man: Ein Hebel ist 
im Gleichgewicht, wenn (bei 2 einwirken- 
den Kräften) das statische Moment der 
Kraft zur linken Seite des Drehpunkts 
dem stati.schen Moment der rechts vom 
Drehpunkt bellndlichen Kraft gleich ist. 

Wirken rechts und links vom Dreh- 
punkt mehrere Kräfte, so ist Gleichge- 
wicht, wenn die Summe der Momeute 
auf beiden Seiten des Drehpunkts ein- 
ander gleich sind. 

Bringt man sämmtliche Momente auf 
eine Seite der Gleichung, so i.st Gleich- 
gewicht, wenn die algebraische Summe 
der Momente .sämintlichcr Kräfte - 0 ist. 

Beispiel 1. Die an den Pfeilen ste- 
henden Zahlen bedeuten die Gröfsen der 
Kräfte in Pfunden, C ist der Drehpunkt, 
und die neben den Ab.standslinien ste- 
henden Zahlen bedeuten die Abstände 
der Kräfte von diesem Drehpunkt inFufsen. 


Fig. 694. 



Die Richtung des rechts befindlicbeu 
Pfeils .soll die positive Richtung der Be- 
wegung sein; 

Man lindet die Summe der Momente; 
40yl5-30x25 + 20x 12-t 10x16-50x3 
= 600 - 750 1 240 f 160 - 400 = - 250 
Es geschieht also um C eine Drehung 
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<l«m Pfeil entgegen mit einem statischen 
Moment Ton 250. 

Ist nun in dem Punkt A, in der Knt- 
fernung .■lC = 20Furs eine Kraft anru- 
liringen nin dem System (ileichgewicht 
zu gellen, so ist die daseihst erforderliche 

Kraft =;“*?= 121 Pfund. 

20 ’ 

2. In Figur 687 ist eine Wuchte vor- 
gestellt; Ist (> eine Last Ton 2000 Pfund, 
ist die möglich gröfste Krall P eines 
Menschen mit dem fiewicht seines Kör- 
wra 120 Pfund und ist die Länge (a + fc) 
des Hebels 12 Fufs, so ist zwischen Krall 
und Last Gleichgewicht wenn 5xß = axP 
also wenn 20004 = 120(12 — 4) 

woraus 4 = 0,G8Fufs = 8|Zoll. 

3. Fig. 688 ist eine Karre. Der Mit- 
telpunkt des Rades ist der Drehpunkt, 
die Last (1 mit dein llehelsarm 4 sei 
400 Pfund, die Tragkraft P des Menschen 
mit dem Hebelsarm a = 6 Fufs sei 100 
Pfund, so ist Gleichgewicht wenn 

400-4 = 100-a, 
woraus 4 = liFufs. 

Kann man eine Last Q bis zu einem 
Fufse Abstand Tom Drehpunkt legen, so 
kann diese sein. 

Q — = 600 Pfund. 

4 . Fig. 689 zeigt ein System, nach wel- 
chem mittelst eines Trittscheineis ein 
.Spinnrad bewegt wird. /’ i.st die Kraft 
des tretenden Fufses, Q die Last, welche 
die Kurbel am Rade dem Fufs entgegen 
setzt, links am Kode des Hebels ist der 
Drehpunkt. Es ist hier ebenfalls 

Pa-Q-b 

Der Hebel erster Art, Fig. 687, wird 
auch zweiarmiger, doppeiarmiger 
Hebel genannt. F.in Beispiel hieri'iber 
gibt noch der Art.: Balancier Die 
Hebel zweiter und dritter .Art heifsen auch 
einarmige Hebel. 

HebeluriD, s. Hebel No. 7. 

Heben der Brüche, s. Abbrev-iren und 
Aufliehen der Brüche. 

Hebelade i.«t eine Hebemaschine, welche 
zur Hebung toii schweren Lasten ange- 
wendet wird, die in einerlei geraden Linie 
Terbicibeii müssen, z. B. zu allmählicher 
Erhebung Ton Schützen in .Schleusen- 
tboren. 

Der senkrecht mit runden Löchern Ter- 
sehene Bügel bildet die Hebelade, er ist 
Ton breitem Eisen zusammengeschmiedet 
und möglichst niiTerrückt mit Verschrau- 


bungen an ein Schleusenthor befestigt. 
Das Schütz, de.ssen lothrecht abwärts 
wirkende Last mit Q bezeichnet ist, be- 
findet sich unten im Wasser an der Stange 
CQ; diese Stange reicht zwischen den 
beiden Wangen der Hebelade senkrecht 

Fig. 69.5. 



in die Höhe, hat oben eine 0e.se und 
wird mit der in dem Hebel All befindli- 
chen Oese durch einen Bolzen in C rer- 
einigt. Die aiigenhlickliche Thätigkeit, 
welche gezeichnet ist, besteht darin, dals 
in das Loch a der Hebelade ein Bolzen 
gesteckt ist, der Schleusonarlieiter drückt 
mit der Krall P in A senkrecht auf den 
Heliel lind um den Bolzen n herab, bis 
er in die piinktirte Lage kommt, wo dann 
der Bolzen c mit der Schützstange um 
eine kleine Höbe gehoben wird Der 
Hcliel Alt i.st nun in zlie Lage DE ge- 
knnimen, die kurze Seite CB des Hebels 
in diu Lago CI) über dom Loch 4. Nnn 
wird ein Bolzen in 4 gesteckt, und der 
Hebel in E mit der KnifI P senkrecht 
aufwärts gedreht, woliei der Hebel auf 
dem Bolzen 4 seine l'ntcrstülzung findet, 
lind der mittlere Bolzen C mit der Schütz- 
stange wird abermals um eine kleine 
Höhe geliohen. Hierbei ist der Hebel 
über (las Loch il getreten , der BotsM 
wird ans a heransgezogen dnreh d 
steckt und die fernere Drehung [[niinlit^ 
über dem Auflager d wie Torher öhtMP « 
II. s f. ■ .• 

Bezeichnet man die Ton dem Schötf 
heriührende senkrechte Last mit Q , 
Kraft des Schleusenarbeiters mit P, 

Cn — Cb = Cd=r, AC = B, so ist bet 
Bewegung um o: - /j 

r.(? = («-r)P 1 

bei der Bewegung um 4 

r.Q=(IHr)P 
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Hebar ist ein bydranlischer Apparat in 
Form einer zu 2 Armen gebogenen Rühre, 
mit welcher man ans einem Behälter 
oder einem See in einen tiefer stehenden 
Behälter oder in ein tiefer liegendes Ter- 
rain z. B. in einen Graben Wasser ab- 
läfst, wenn beide Räume durch eine über 
dem Wasserspiegel des ersten Raums er- 
höhte Wand Ton einander getrennt sind, 
so dafs das Wasser erst auf diese Höhe 
steigen muls. 

Es sei AB der höher liegende miTcr- 
änderliche Wasserspiegel des links befind- 
lichen Behälters, aus welchem Wasser 
auf die Sohle CU abgelassen werden soll, 
EFG sei der Heber in lothrechter Ebene 
befindlich , die lothrecbte Entfernung zwi- 
schen AB und Cf) sei =A; der Heber 
sei mit Wasser angefüllt, so finden fol- 
gende Wirkungen statt. 

Die atmosphärische Luft drückt auf 
den Wasserspiegel AB und durch diesen 
Tennittelt auf die Einflufsöffnuim E des 
Hebers, 'Wie auf die Ausfliifsöflniing G 
desselben mit dem Gewicht einer Was- 
sersäule von 32 Kufe Höhe. Diesem Druck 
entgegen wirkt in dem Schenkel EF das 
dann befindliche Wasser mit der Höhe 
BF, in dem Schenkel FG der Röhre das 
darin befindliche Wasser mit der Höhe 
CF. Demnach ist die Druckböhe des 
Wassers in EF=32’ - BF und in FG 
= 32' — CF. Folglich ist die für den Ans- 
fluls aus G nach der Richtung EFG wir- 
kende hydraulische Geschwindigkeitsböhe 
= (32' -BF)- (32’ -CF)=CF~ BF=h 
Nun ist nach dem Art: ,Ausflufs 
des Wassers“ u. s. w. pag. 217 die 
Ansflufsgeschwindigkeit c= n |A 
und wenn a der Querschnitt der Röhre 
ist,dieansfliefsendeWasserinenge 
per Seennde = n« |/A 
Für Röhren ist nach Eytelwein der 
CoDtractionscoefficient n = 6,42 

Fig. 696. 


_ Und nach du Bnat die Widerstandshöhe 
für die Reibungen des Wassers an den 
Röhrenwänden 

2006. d 

wo c die Geschwindigkeit des Wassers, 
l die Länge und d den Durchmesser der 
Röhre bedeuten. 

Demnach hat man 



in. 


c = 6,42 1/* - 5 -' ’-j 

y 2006 • d 

woraus c durch Probiren gefunden wird. 

Der Heber ist so lange wirksam als die 
Höhe BF weniger betragt als 32 Fuss. 

Heifse Zone der Erdoberfläche ist die 
Zone zwischen den beiden Wendekreisen, 
wegen der dort herrschenden höchsten 
Temperatur gegen die der anderen Zonen 
so genannt. Die Oberfläche der heilsen 
Zone beträgt (bei 231°= '1®'' Schiefe der 
Ekliptik) = 4nr* «in 231° tl*« Erdoberfläche 
= 4nr’, also beträgt die heifse Zone 
»in 231° ^ = 0,39875 X oder beinahe J x 
der Erdoberfläche. 

Helikotde, s. v. w. .Spirallinie“. 

Heliocentrtscb ist was auf die Sonne 
sich bezieht im Gegensatz zu geocentrisch, 
was auf die Erde Bezug hat. 

Heliocentrische Breite eines Planeten 
s. u. .Breite, astronomische“. 

Helioitat (UXiot die Sonne, aratoc 
gestellt) zu deutsch: Sonnenstcller, ein 
Apparat, der die Sonne oder vielmehr 
den Sonnemstrabl zum Stillstand bringt. 

Bei vfelon optischen Versuchen und 
wissenschaftlichen Untersuchungen über 
das Licht, über seine Brechung, Farben- 
zerstreuung, Interferenz, [mit diesem Na- 
men (von inter, zwischen, und ferre, tra- 
gen, herrorbringen) bezeichnete 
Young zuerst die Veränderungen, 
welche bei 2 oder mehreren un- 
ter sehr geringen Winkeln zn- 
sainmentreffenden Lichtstrahlen 
zwischen denselben hervorge- 
bracht werden] über Licht- und 
Wärinevertheilung in den ver- 
schiedenen Strahlen des prisma- 
tischen Farbcn-Spectrums bedarf 
man des Sonnenlichts, welches 
durch seine grofse Intensität und 
Weifse alle die Mittel, durch wel- 
che man da.sselbe in vielen Fäl- 
len zu ersetzen bemüht ist, be- 
deutend übertrifft. Gewöhnlich 
stellt mau derartige Versuche in 
einem verfinsterten Zimmer an, 

16 
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und läCst dio SonnenstrableD durch eine 
kleine runde OefTnung in der Fensterlade 
als ein beschränktes o^indtisches Strah- 
lenbündel in das Zimmer fallen. Dies 
Strahlenbündel soll dabei wo möglich 
eine horizontale und feststehende Rich- 
tnng erhalten, eine Anforderung, welche 
besondere ilülfsmittel deswegen in An- 
spruch nimmt, weil nur selten ein Zim- 
mer die günstigste Lage hat und die 
Sonne in ihrer scheinbaren täglichen Be- 
wegung in jedem Augenblick ihre Stelle 
ändert. Die einfachste Vorrichtung, um 
den eintretenden Strahlen die erforder- 
liche Richtung zu geben, besteht in einem 
Spiegel, dem man durch Schranbeu - Be- 
wegungen innerhalb des Zimmers dicht 
vor der Laden-Oetfnung leicht jede Stel- 
lung geben kann, so, dafs der seine 
Fläche treffende Sonnenstrahl ab hori- 
zontal in bJ durch die Oeffnung ins Zim- 
mer hinein reflectirt werde. 


Fig. 697. 



Mangelhaft bleibt diese Vorrichtung 
deshalb, weil man der fortrückenden Sonne 
wegen nicht aufhören darf, die Spiegel- 
stellung zu corrigiren. Die bisherigen 
selbstthätigen Ueliostaten waren von com- 
plicirter Einrichtung und kosteten in ge 
nauer Ausführung jedesmal einige Hun- 
dert Thaler; ein wesentlicher Theil des 
Instruments bestand in einem Uhrwerk, 
welches die den Spiegel tragende Axe 
drehen und zugleich die Neigung dieser 
Axe in jedem Augenblick den Erforder- 
nissen (fer richtigen constanten Reflec- 
tions- Richtung entsprechend einstellen 
mufste. Durch August wurde späterhin 
nachgewiesen, dafs ein Spiegel «, dessen 
Fläche parallel mit einer Axe liegt, die 
sich innerhalb dS Stunden 1 Mal um sich 
selbst dreht, in dem Fall einen constaii- 
ten reflectirten Sonnenstrahl liefert, wenn 
diese Drehlings- Axe be mit der Welt- 
Axe parallel ist. Denn es sei AB ein 
Spiegel, l)C das Einfallsloth, die Sonne 
stehe in der Richtung CF, ^DCF=5“, 
so wird der Strahl FC nach CF reflectirt, 
so dafs z. DCE ebenfalls 6° beträgt. Soll 
nun der reflectlrte Strahl CF flxirt blei- 
ben, und hat die Sonne nach 40 Minuten 
die Richtung CG erhalten, so dafs also 
/^FCO=l(r beträgt, indem der Kreis, 


Fig. 698. 



den die Sonne scheinbar alle 24 Stunden 
durchläuft, in 360° eingetheilt wird, so 
miifs bis ^hin der Spiepl in die Lage 
A'B' gekommen sein, wobei Z ßCß' = 5° 
beträgt; denn alsdann ist das Einfalls- 
loth ÜC ebenfalls um 5° nach FV ge- 
rückt, der Strahl GC trifft den Spiegel 
unter dem Z GCF = 10° und wird in 
demselben Strahl CE, der mit CF den 
Z FCF= 10° bildet, reflectirt. 

Die Drehnngs-Axe mufs also wie der 
schattenwerfende Stift einer Sonnen-Uhr 
parallel der Welt- oder Erd-.txe stehen, 
der an derselben befestigte Spiegel soll 
sich in einem Tage nur ein halbes Mal 
umwenden, d. h. er folgt dem Laufe der 
Sonne, jedoch nur mit der halben Win- 
kel-Oescnwindigkeit als jene der Sonne 
selbst. Diese Bedingung wird in dem 
Grüel'scben Heliostat durch ein einfaches 
Räderwerk erfüllt, welches mittelst jeder 
gewöhnlichen Taschen -Uhr in Bewegung 
gesetzt werden kann,indem man ein einem 
Dhrschlüssel ähnliches Stück e auf die 
Axe des Minutenzeigers der geöffneten 
Uhr aufsteckt, während letztere auf einem 
beliebig höher oder tiefer zu stellenden 
Support d unter jenem Stück ruht. 

Das Instrument kostet 28 Rthlr., also 
nur den zehnten Theil der früher bekann- 
ten Heliostaten. Die gänzliche Trennung 
des Apparats von einem Uhrwerk er- 
scheint deshalb gerechtfertigt, weil die 
damit fest verbundenen Uhrwerke nach 
längerer Unthätigkeit und Aufbewahrung 
nicht immer ihren Dienst leisten, wenn 
sie später einmal gebraucht werden sol- 
len. Eine gehende Taschen- Uhr ist da- 
gegen überall zur Hand. Dieselbe leidet, 
als Triebwerk zum Heliostat benutzt, gar 
nicht; sie wird in ihrem Gange auch 
nicht verzögert, da sie eine nur äufserst 
geringe Kraftanstrengung zu überwinden 
hat. Das Werk geht fast ohne alle Rei- 
bungswiderstände und die Uhr ergreift es 
an einer Stelle, wo die hervorgebrachte 
und mit der Minntenzeiger-Axe conforme 
Bewegung relativ schnell erscheint gegen 
die Bewegung des 48 Mal langsamer uch 
drehenden Spiegels. Es ist aber aus den 
einfachsten meäanischen Piiocipien klär , 
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dafs (He Kraft, welche von tler'ühr-Axe c 
ansgeht. gerade 48 Mal verstärkt auf die l 
Spiegel- A.ve wirken uiufs, letztere ist i 
ebnehin balancirt, sie i«t nämtieb anf » 
allen SeKen des Umfangs in den pgen- < 
überliegenden Punkten mit gleich viel s 
Sasse, deshalb auch der Spiegel a mit I 
einem Gegengewicht versehen, und folg- I 
lieh eine freie Axe Daher rührt es, dafs < 
die kleinste Uhr gebraucht, ja sogar die | 
•Spiegel-Axe versuchsweise beschwert wer- 
den kann. Zur Orientirung ist das In- ' 
strument mit einem Pendel fg und Gra(|- 
bogen h für die Polh("*he , sodann mit 
einer Aequinoctial-Sonnen-Uhr k verse- 
hen. Auf die Declination.s - Aenderung 
innerhalb der Beobachtungszeit ist nicht 
Rücksicht genommen, da die hierdurch 
entstehende Differenz verschwindend klein 
ist. 

Zu genauerer Erkennung der letztp- 
dachten Orientirung des gedachten In- 
struments füge ich noch hdgende Erläu- 
terungen hinzu: 

Der beistehonde Kreis bedeute den 
Durchschnitt unserer Erde durch irgend 
einen Wohnort, z. B- Berlin, und durch 
beide Pole. B bedeute den Ort Berlins, 
JV den Nordpol, .S den Südpol; dann ist 
die Linie ßS die Erdaxe und zugleich 
•in Theil der Welt -Axe, mit dieser pa- 
rallel soll die oben gedachte Drehungs- 
Aie 6c gelegt werden, und dies geschieht 
ganz einfach wie folgende Betrachtung 
zeigt : 

Zieht man durch den Mittelpunkt C 
senkrecht auf iVS die Linie AQ, so ist 


diese Linie AQ der Durchschnitt des 
Aequators. Berlin liegt , wie jede Charte 
von Deutschland besagt, unter 52° 31’ 


kel BCü oder der Bogen BN - 37° 29' 
die Polhühe desselben Ortes. Eine Tan- 
gente BF. in B an dem Kreis ist die Ho- 
rizontale, die Verlängerung BD von CB 
das Loth für Berlin. 

Fiff. 700. 



Zieht man nun BF parallel 4(1 und 
fällt von einem Punkt D das Loth Du 
auf BF, so ist DG mit der Verlängerung 
GH, ocler DH parallel derWelt-Axe «S, 
yBDH = Z.BCH-iT°^^' und /iDHB 
= BCQ = 52° 31' = der Aequatorhöhe. 

Die Axe 6c des Apparats mufs nu^n 
mit der Linie DH übereinstimmen; für 
den Gebrauch in Berlin also mufs äc mit 
der Horizontale eg den Z äcj = 62 31 
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bilden, für eine andere Stadt nnter einem 
anderen Breitengrade belegen, diesen an- 
deren Breitenwinkel, und zu dieser Ein- 
stellung dient der Gradbogen h, der so 
eingetbeilt und so mit Zahlen versehen 
ist, dafs wenn mittelst der Kufs-Sehran- 
ben der Apparat nach vorn oder hinten 
gehoben oder gesenkt wird bis das I.oth 
fg in die Zahl des Orts Breitengrades 
weist, die Axe bc mit dein Horizont den- 
selben Breitenwinkel bildet. 

Nachdem auf diese Weise die Neigung 
der Axe bc gegen den Horizont des Or- 
tes richtig eingestellt ist, ist noch deren 
Horizontaldrehung erforderlich, um die 
Parallelität derselben mit der Welt -Axe 
herzustellen , und dies geschieht einfach 
und schnell mit Hülfe der Aequinoctial- 
Sonnen Uhr k, zu der die Axe bc den 
Zeiger bildet. Diese Uhr A, ein Ziffer- 
blatt mit derselben gleicbmäfsigen Ein- 
theilung wie bei jeder andern Uhr, zeigt, 
wenn sie senkrecht auf die Welt-Axe ge- 
richtet ist, die Zeit mit der gröfsten Si- 
cherheit: wenn man daher nach der auf 
d liegenden richtig gehenden Taschen- 
uhr dieselbe Zeit durch die Axe bc auf 
-cv zlLausÄ A TA mit (JCT Welt* 
Axe parallej. 

Hellseher oder Heltaciscber Aafgang 
and Untergang der Gestirne s. u. »Auf- 
gang und Untergang der Gestirne, 
poetischer“ pag. 179. 

Hemlcyklisch, s. v. w. »halbkreis- 
förmig“. 

Hemididodekaeder, s. v. w. »Orei- 
nnddreikantner“. 

Hemiedrische Formen, s. u. »Formen 
der Krystalle“. 

Hemihezakisoctaeder, s. v w. » H a i h- 
sechsmalachtflächner* (s. d.) 

Bemiieositetraeder, s. r. w. »Balh- 
vierundzwanzigflächner“ (s. d.) 

Hemioctaeder, s. v. w. .Halbacht- 
flächner“ (s. d.) 

Hemioctakishezaeder , , H a 1 1> a c h t - 
malsechsflächner“. Diese Krystalle 
haben 24 Flächen, 48 Kanten und 26 
Ecken. Die Flächen sind unregelmäfsige 
Vierecke mit 2 nebeneinanderliegenden 
gleichen Seiten. Die Kanten sind drei- 
erlei Art: 12 Kanten a in ähnlicher Lage 
mit den Gmndkanten der Hemilelrakis- 
hexaeder, 24 Kanten b in ähnlicher Lage 
mit den Kanten 6 der Halbviermalsechs- 
flächner, Fig. 684, und 12 Kanten c in 
ähnlicher Lage wie in Fig. 684 die Nor- 
male von der Ecke A auf die Grund- 
kante a. 


Fig. 701. 



Von den Ecken sind 6 vierflächig und 
ymmetrisch (.4;; sie .liegen zwischen 2 
anten a und 2 Kanten c nnd wie die 
Ecken des Octaeders; 8 sind Sflächig nnd 
regulär (ß); sie werden von den ne- 
ben einander liegenden gleichen Kläcfien- 
seiten b gebildet nnd liegen wie die 
Ecken des Hexaeders, und 12 Kanten 
sind 4 flächig irregulär (C), sie haben die 
«Wo KAnt«n J?, Ä’ ttfi den Orund- 
kanten 684. 

Hemiorthotypes KrystaUiMtiousr- 
Stern ist gleichbedeutend mit. Ein und - 
einaxiges System“. 

Hemiprlsmatlsches Krystallisations- 

system ist der Name des 6ten Systems, 
des zwei- und eingliedrigen Systems, wie 
ihn Mohs eingeführt hat. Es befinden 
sieh in demselben 3 ungleichartige Axen, 
von denen eine mit den anderen beiden 
rechtwinklig, die anderen beiden aber 
schiefwinklig mit einander liegen. 

Hemlsphkre, s. v. w. „Halbkugel, 
besonders die bohle scheinbare Himmels- 
halbkngel“. 

Hemitetrakishezaeder, s. v. w. , Halh- 
viermalsechsflächner“. 

Hemitriakisoctaeder, s. v. w. »Del- 
toiddodekaeder“. 

Hemmong bei Chronometern, s. „Chro- 
nometer“, pag. 31. 

Herbst, die Jahreszeit von dem schein- 
baren Eintritt der Sonne in den Herbst- 
nachtgleichenpunkt bis znm Eintritt der- 
selben in den Winterwendepunkt, oder 
von dem wirklichen Eintritt der Erde in 
den Frühlingspunkt bis zum Eintritt der- 
selben in den Sommerwendepunkt. Er 
dauert vom 23ten September bis zum 
21 bis 22ten December. Vergl. „astro- 
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nomische Jahreszeiten und Früh- 
ling“. 

lerbstnacbtgletch«, s. □. „Ekliptik*. 

Harbstpaokt, s. t. w. „Herbstnacht- 
gl eiche, üerbstnachtgleichen- 
pnnkt, Tergleiche Frühlingspunkt*. 


zu Flächen; 18 Kanten, von welchen 13 
gleiche stumpfe Scheitelkanten AO, BD, 
. . . und 6 gleiche in einer Ebene lie- 
gende Randkanten DH, HG 8 Ecken, 
von diesen sind 2 sechskantige Scheitel- 
ecken A, B und 6 vierflächige symme- 
trische Bandecken. 


HeterogeD, ungleichartig, das Ent- 
gegengesetzte von homogen, gleich- 
artig (s. d.) 

BeteroscU, Einschattige, (von fttnot 
Einer und n*in Schatten) die Bewohner 
der gemälsigten Zone, weil die Sonne 
deren Schatten das ganze Jahr über nur 
auf eine Seite wirft; sie heifsen auch 
Antiscii, Oegenschattige, weil die 
Bewohner der nördlich gemälsigten Zone 
ihren Schatten nach Norden, die der süd- 
lichen ihn nach Süden zu haben. 

Hexadlsehes Zahleniystem, Hexadik, 

bei welchem die Werthe der Zahlenstel- 
len von der Rechten zur Linken nach 
den Potenzen von 6 steigen. Es gibt 
nur die Ziffern 1 bis 5; die Zahl 6 wird 
10, die' Zahl 12 wird 20 geschrieben. 
Yergl. „dyadisches Zahlensystem“. 

Hexaeder Ut ein von 6 Vierecken be- 
grenztes Polyeder, das rcgelmäfsige ist 
der Würfel. 

Hexaeder, (Kryst) gehört zu dem re- 
gulären System (s. ,Axen der Kry- 
stalle* mit Fig. 13ä bis 137). 

Hexaederecken, (Kryst.) s. „ITode- 
kaedor* pag. 319. 

Hexaedriscbe Axen, s. „Azen, hexa- 
edriscb e *. 

Hexagon, s. v. w. „Sechseck*. 

Hexagonale Sinle, (Kryst.) sechssei- 
tige Säule ist ein gerades Prisma mit 
2 regelmäfsig sechseckigen parallelen End- 
fiächen und 6 roctangnfären Seitenflächen, 
12 rechtwinkligen gleichen Randkanten und 
12 stnmpfen Seitenkanten. Die Hanptaxo 
ist die gerade Verbindungslinie zwischen 
den Mittelpunkten der beiden Endflächen, 
die 3 Nebenaxen verbinden die Mittel- 
punkte je 2 gegenüberliegender Seiten- 
flächen. 

Hexuonales Krystallisationssystein 

ist gleichbedeutend mit dem dreiundein- 
axigen System (s. „Axensysteme der 
Krystalle“ pag. 260). 

Hexagonal- Dodakaeder, Hexagondode- 

kaeder ist in pnnktirten Linien, F ig. 147, 
pag. 261 , Bd. 1. abgebildet. Es gehört 
zu dem drei und einaxigen System. Es 
hat 13 gleichschenklige,, gleiche Dreiecke 


Hexagonalay Stern, s. v. w. „Hexa- 
gonal es Krystallisationssystem*. 

Hex^ionalzahlen, sechseckige Zahlen 
sind die Reihe von Zahlen, deren Bil- 
dung das Sechseck zu Grunde liegt (vergl. 
„Dekagonalzahlen, Dodekagonal- 
zahlen“). Die Zahlenreihe ist 

1 • 6 • 15 . 28 • 45....»(2»-l) 

1. Differenzenreihe 

5 9 13 17.... 

2. Differenzenreihe 

4 4 4.... 

die Summe der ersten n Hexagonalzahlen 
ist 

1 • 2 • 3 

Hexakisoctaeder, (Kryst.), Sechsmal- 
achtflächner. Er hat 48 Flächen in un- 
gleichseitigen Dreiecken, von denen im- 
mer 6 um jode der 8 Octaederecken sich 
gmppiren, 72 Kanten und 26 Ecken. 

Fig. 702. 



Die Kanten sind dreierlei: 24 wie A, 
von denen je 2 immer 2 OcLaederaxen 
oder Octaederecken mit einander verbin- 
den; 24 wie B, von denen je 2 immer 
2 Hexaederecken mit einander verbinden 
und 24 wie C, welche die Octaederecken 
mit den Hexaederecken verbinden. 

Von den Ecken sind 6 wie a acht- 
flächig symmetrisch und liegen wie die 
Octaederecken; 8 Ecken wie t, sechsflächig 
symmetrisch, liegen wie die Hexaeder- 
ecken und 12 Ecken wie c vierflächig 
symmetrisch. 

Man hat von den Hezakisoctaedem 5 
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Arten oder Abändemneen in der Form, 
so difs bald die Hexaederecken , bald die 
Octaederecken mehr herrortreten. 

HexakiatetraedtT(Kryst) hat 24 Flächen 
in nngleichseitigen Dreiecken, 36 Kanten, 
von denen die 3 su einer Fläche gehö- 
renden ungleich sind und 14 Ecken. Von 
diesen sind 4 Ecken sechskantig spiti, 
4 Ecken seebskantig stumpf, und 6 Ecken 
sind vierkantig. 

Hexangolir, s. v. w. .sechseckig*. 

Himmel, der gestirnte Himmel ist 
der Inbegriff aller in dem über unsrem 
Haupt befindlichen unermerslicben Raum 
sich bewegenden Gestirne. 

HimmeUaeqaator, s , Aequator*. 

HimmeUerschelDongen sind die am 
Himmel unerwarteten Vorkomnmisse, als 
die Erscheinung eines noch nicht dage- 
wesenen Kometen, von Nebensonnen, von 
Nordlichtern. Ferner die rwar vorherrn- 
bestimmenden aber in Folge verschiede- 
ner Constellationen zwischen Sonne, Erde 
und Mond zn verschiedenen Zeiten und 
verschiedengradig eintretenden Sonnen- 
nnd Mondfinsternisse , ferner die zwar 
regelmäfsigen aber in weniger oder mehr 
grofsen Zeitabständen wiederkehrenden 
Himmelskörper als bekannte Kometen und 
auffallend glänzende Gestirne wie der Ju- 
piter und die Venus als Morgen- oder 
Abendstern zu Zeiten in besonderem 
Glanze. 

HlmmtUgtgtnden sind die den Cardi- 
nalpunkten (s. d.), dem Ost-, West-, Snd- 
und Nordpunkte am Horizont nahe ge- 
legenen Punkte und werden desgleichen 
mit denselben Namen Osten, Westen, 
Süden und Norden bezeichnet. Diese 
Punkte werden allein durch die Drehung 
der Erde um ihre Axe bestimmt, und für 
mden Ort der Erde ist der Punkt in dem 
Horizont des Meridians, in welchem die 
Sonne cnlminirt, der Südpunkt, der 
ihm diametral gegenüberliegende der 
Nordpnnkt, der dem Südpunkt links 
rechtwinklig liegende Pnnkt der Ost- 
punkt und der diesem diametral gegen- 
überliegende, also rechts rechtwinklig vom 
Südpunkt liegende Punkt der West- 
pu nkt. 

Für alle Orte der Erde befinden sich 
aämmtlicbe Ost- und Westpnnkte in der 
bis ins Unendliche erweitert zn denken- 
den Erdaequatorebene. Die Süd- und 
Mordpunkte jedes Orts liegen in dessen 
Xerioianebene. 

Der Nordpol und der Südpol der Erde 
haben keine Himmelsgegenden , jeder 


Pnnkt des Horizonts daselbst hat weder 
Sonnenaufgang noch Sonnenuntergang 
noch Culmination. 

Ebenso hat der gestirnte Himmel keine 
Himmelsgegenden , weil sich dieselben 
nur auf die Erde beziehen. 

Himmelskörper ist jedes Gestirn. 

Himmelskreise sind die Eintbeilungs- 
kreise der Himmelskugel. 

Himmelskagel , die scheinbare bohle 
Kugeloberfiäcbe des gestirnten Himmels. 
Um die scheinbare Bewegung der Sterne 
verfolgen zu können und Bewegungsge- 
setze abzuleiten, hat man schon im grau- 
esten Altertbum die Himmelskugel durch 
Linien und Kreise, den sichtbaren Be- 
wegungen der Gestirne entsprechend, ein- 
gelheilt. . 


Fig. 703. 



Zwei Punkte am Himmel, P und p 
scheinen für ewige Zeiten still zu stehen, 
und wenn man P mit p durch eine ge- 
rade Linie verbindet, so scheinen sämmt- 
liche Gestirne um diese gerade Linie Pp. 
welche mitten durch die Erde geht, in 

f iarallelen und lothrecht auf Pp befind- 
icben Kreisen sich herumzndrehen. Aus 
diesem Grunde nennt man die Linie 
Pp die Weltaxe, Himmelsaxe und 
deren Endpunkte P, p die Pole, Welt- 
pole, Himmelspole. 

Die auf Pp normalen Kreise wie Qa, 
Nh, die mit einander parallel um Pp sich 
bewegen, heirsen Parallelkreise und 
da deren vollstämlige Umdrehung inner- 
halb 24 Stunden erfolgt, Tagekreise. 
Von diesen Kreisen heifst der grölste 
durch den Mittelpunkt C des Himmels 
(und der Erde) liegende Kreis Qq der 
Aequator (s. d.) der Welt- oder Him- 
melsaeqnator. 
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Bedentet Sh den Kreis, in welchem 
die Sonne ihren jihrlichen Umlauf um 
die Erde lu machen scheint, die Eklip- 
tik, so beträgt deren Winkel SCQ mit 
dem Aequator sehr nahe 23J Grad, und 
wenn man in dessen Tom Aequator ent- 
ferntesten Punkten S und k die Paral- 
lelkreise St, Kk rieht, so begrenien diese 
den Lauf der Sonne. Wenn die Sonne 
Ton C nach S aufgestiegen ist, so steigt 
sie Ton S wieder herab, und wenn sie 
bis k herabgestiegen ist, so steigt sie 
Ton k aas wieder hinauf. Die Sonne 
scheint in diesen Punkten, oder vielmehr 
in den Kreisen St und Kk sich rn wen- 
den und deshalb werden diese beiden 
Kreise die Wendek rei se genannt. Fer- 
ner Kheint es, als wolle die Sonne in 
diesen Kreisen stehen bleiben , weil man 
die Aenderung des Anfsteigens in das 
Absteigen in St und das Entgegenge- 
setrte in Kk nicht sobald wahrninimt, 
und daher heifsen die Punkte der Son- 
nenwenden nicht nur Wendepunkte, 
sondern auch Son n enstillsta n ds- 
pnnkte, Solstitialpnnkte. 

Da die uralten Astronomen, von denen 
wir so bedeutende astronomische Kennt- 
nisse überkommen haben, auf der uörd- 
licbeo Halbkugel der Erde wohnten, so 
besiehen sich auch alle Jahresreiten und 
die damit mueammenhangenden Bezeich- 
nnngen auf die nördliche Halbkugel. Nun 
ist bei una Sommeranfang (in aer südli- 
chen Winteranfang) wenn die Sonne in 
den Wendepunkt S tritt, daher helfet der 
nördliche Wendepunkt der Sommet- 
wendepunkt, das Sommersolsti- 
tinm, und der Kreis Ss der Sommer- 
wendekreis. Ferner ist bei uns Win- 
teranfang (in der südlichen Halbkugel 
^mmeranfang) wenn die Sonne in den 
südlichen Wendekreis Kk tritt, und des- 
halb ist hier die Winterwende, das 
Wintersolstitium. 

Errichtet man im Weltmittelpunkt C 
(dom Mittelpunkt der Erde) auf der Ebene 
Sk der Ekliptik einen normalen Durch- 
messer nO , so sind die ZPGa, /ipCO 
= dem Z •SC() = 23t Grad ; die Linie nO 
ist die Axe der Ekliptik. Zieht man 
durch die Endpunkte n, 0 dieser Axe 
die Parallelkreise nN, Oo, so hei&en diese 
die Polarkreise. 

Der Winkel SCQ zwischen Ekliptik 
nnd Aequator heilst die Schiefe der 
Ekliptik. 

Hlmmelskande ist Beschreibung des 
Himmels, eine Astrographie oder Astro- 
gnosie (s. d). 

Blmmeltmecluuük ist die Snmme aller 


Sätze nnd Gesetze über die Bewegung 
der Gestirne; sie gründen sich sämmt- 
lich auf das von Newton entdeckte Gra- 
vitationsprincip. 

Hlmmelsmerldiane sind die durch beide 
Weltpole P, p gelegten gröfsten Kreise 
der nohlen Himmelskngel, sie stehen 
sämmtlich auf dem Aequator und den 
Parallelkreisen senkrecht. S. .Astro- 
nomischer Meridian, astronomi- 
scher Horizont“ mit Fig. 92. 

Himmelspole, s.u. .Himmel skugel“. 
HiDterglieder einer Proportion sind 
das 3te nnd Ate Glied. 

Hübe ist die dritte Dimension eines 
körperlichen ^ums; auch für geschlos- 
sene ebene Käume wird Höhe statt Breite, 
als zweite Dimension genannt. Beson- 
ders geschieht dies bei geradlinigen Fi- 
guren , für welche man eine beite als 
Grundlinie feststellt (vergl. .Basis, ge- 
ometrische“). Es ist dann die Höhe 
der Figur der Abstand des von der Grund- 
linie entferntesten Punktes des Umfangs 
der Figur von der Grundlinie oder der 
Abstand zwischen der Grundlinie^ und 
der dieser parallelen Seite der Figur; 
ersteres wie bei Dreiecken , letzteres wie 
bei Parallelogrammen und Trapezen. Bei 
prismatischen Körpern ist die Höhe die 
Entfernung zwischen beiden parallelen 
Endflächen, bei pyramidalen Körpern der 
Abstand der Spitze von der Grundebene. 

Höbe des Falb, Fallhöhe ist die Länge, 
um welche ein Körper in einer bestimm- 
ten Zeit in der Richtung der wirkenden 
Schwerkraft ßllt. Beim freien Fall ist 
die Fallhöhe mit seiner wirklichen Be- 
wegung dieselbe, beim Fall auf schiefer 
Ebene ist sie die lothrechte Proiection 
seiner wirklichen Bewegung; desgleichen 
beim Fall in einer Cnrve, beim Pendel. 

Höhe eines Hesttrns über einen Ort 
der Erdoberfläche ist der in dem Schei- 
telkreis des Gestirns befindliche zwischen 
diesem und dem Horizont begriffene Bo- 
gen. Höhe und Scheitelabstand eines 
Gestirns in Beziehung auf denselben Ort 
ergänzen einander zu 90 Grad. 

Höhe eines Orts der Erde ist die loth- 
recht zu denkende Entfernung seines 
Terrains von einer Normal -Horizontal- 
ebene, zu welcher in der Regel der nächst 
gelegene sMeeresspiegel genommen wird. 
L’ober die Ermittelung dieser Höhen s. 
den Art. .Barometerraessungen*. 

Höhe des Fels, Folhöhe eines Orts ist 
der in dem Scheitelkreis des Pols also 
in dem Meridian des Orts gemessene Bo- 
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?en zwischen seinem Horizont nnd dem 
Pol (s. Höhe eines Gestirns) ; die Polhöhe 
eines Orts ist gleich dessen geographi- 
scher Breite. 

Höhen, correspondirende, s. ,corres- 
pondirende Höhen“. 

Höbenkreis, Almacantbaratskrels ist 

der durch irgend ein Gestirn mit dem 
Horizont eines Orts # gezogeuo Kreis 
(s. , Almucan t barat “ ). 

Höhenmesser, s. „Altimeter*. 

Höbenmessnng. Höhen werden am 
einfachsten direct gemessen, indem man 
von dem obersten Punkt eine beschwerte 
Schnur herabläfst oder Haafsstäbe an- 
legt. ln den seltensten Fällen ist dies 
jedoch nur möglich und dann kann die 
Messung nur indirect geschehen. Die 
Methoden der Vermessung hangen von 
Lükalverhältnisscn ab und sind entweder 
mathematisch, nämlich mit Hülfe von 
Längenvermessungen auf dem horizon- 
talen oder geneigtem Terrain in der Nähe 
der zu messenden Höhe, durch Nivelliren, 
durch Winkelmessungen nnd trigonome- 
trische Berechnungen oder sie sind phy- 
sikalisch, mit Hülfe des Barometers. 

1. Ist die Höhe zugänglich, so kann 
man, wenn es auf grolle Genauigkeit 
nicht ankommt, ein einfaches Verfahren 
mit Hülfe gerader Stäbe auwenden. 

Es sei Ab ein zugänglicher Thurm, 
so mifst man von dem unter C lothrecht 
befindlichen Punkt A ab eine gerade 
Linie AC. Ist AC nicht horizontal, son- 
dern schräg oder uneben, so bestimmt 


einem zweiten Stabe DG in der Bichtang 
AC so weit zurück, bis man durch Ein- 
schl^en die Oberkante G mit den Punk- 
ten E und B in eine gerade Linie brin- 
gen kann. Hierauf nivellirt man von G 
aus die Punkte F und H, desgleichen 
den Punkt H nach H’ in der lotnrecbten 
AB, mifst GF, FE, so hat man 
GF.FE=GF+ AC-.BH' 

FE 

woraus BH' = ^x.(,GF+ AC) 

r Cf 

und AB = BH' + n’A. 

2. Eben so kann man eine lange genau 
gemessene Stange CE mittelst eines Blei- 
fotbs in senkrechten Stand bringen, bei 
hellem Sonnenschein die Länge des von 
der Sonne hinter ihn geworfenen Schat- 
tens und zugleich den Sebattenpunkt der 
Thnrmspitzo markiren. Wird der letzte 
Punkt gegen den Standpunkt A des 
Thurms nivellirt, so erhält man die Höbe 
AB des Thurms durch dieselbe Propor- 
tion, wie für Fig. 704. 

Beide Methoden, besonders die letztere, 
sind nicht zuverlässig genau. 

3. Eine mit beiden ähnliche Methode 
ist mathematisch -physikalisch; die Mes- 
sung geschieht nämlich mit Hülfe der 
Eigenschaft des Lichtstrahls, dafs er un- 
ter gleichen Winkeln rcBectirt wird: Man 
lege in die Nähe von G genau horizontal 
einen Spiegel, in K errichte lothrecht 
einen breiten .Stab mit Schlitz nnd führe 
längs desselben eine Scheibe mit sehr 
kleiner Oeffnung so weit in die Höh4, 
bis mau durch diese Oeffnung in einem 
Punkt G das Bild der Thnrmspitze B er- 
blickt. Alsdann ist 

Z BGH = / JGK 
und man hat; 

GK : KJ=GH’:H’B 
Eben so gut kann man einen dort 
in Ruhe befindlichen Wasserspiegel 
benutzen, wenn der Einfallspnnkt 
G des Lichtstrahls genau zu mar- 
kiren ist. 

4. Hat man ein Winkelinstrument 
zur Hand, so dafs die /_BCH und 
ACH, Fig. 705, bis zu einer Minute 
Schärfe gemessen werden können, 
so fertige man sich eine Tangenten- 
tabelle, je nach der Genauigkeit, 
welche man an die Vermessung be- 
ansprucht. Als: 

Für zßCH= U° 19’ist BH= 0,2 x CH 
= 0,3 X CH 
=0,4 X CH 
= 0,5 X CH 
=0,6 X CH 
= 0,7 X CH 


Kg. 701. 



man die Uorizontalprojection AC zwischen 
den Punkten A und C. Man steckt in 
C einen Stab CE lothrecht ein, geht mit 


= 16° 42’ 
= 21°48' 
= 26°34’ 
= 30°68’ 
= 35° 0' 
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Für Z. BCH=ZiP 40' ist BH=0,SxCH 
= 45° =l,0xCff 


Fig. 705. 



Diese Tabelle, sowohl auf den Eleva 
tionswinkel BCH, als auf den Depre.ssions- 
winkel ACH angewendet gibt die Höhe 
AB in aliijnotem Theil der Eotfernnng 
Cü, welche gemessen werden mufs. 

5. Unter derselben Bedingung, näm- 
lich, dafs der horizontale Abstand AD 
direct gemessen oder durch Seitenrer- 
messangen berechnet werden kann, wird 


die Aufgabe trigonometrisch gelöst, wenn 
man (Fig. 704) Z BGH = a mifst. Denn 
es ist 

BW = GH'- 13 a 

also AB = AW + GW - 13 tt 
Je näher man den Z « an 45° nimmt, 
desto geringer wird der Fehler in Folge 
der Ungenanigkeit des Winkelinstruments. 
Denn es ist lg4b°= 1,000 0000 
Ij45° l’= 1,000 5819 
Nimmt man nun 67/’ = 1000 Fufs, so 
erhält man 

für n = 45° die Höhe BW = 1000 Fufs 
für n = 45° 1' BW = 1000,5819 

Bei einem Fehler in dem Winkel um 
eine Minute würde man also bei einer 
Höhe von 1000 Fufs einen Fehler von 
0,5819 Fufs erhalten. Nimmt man da- 
gegen n nur 10°, so hat man 

»jlO° =0,176 3270 
Ij 10°!’ = 0,176 6269 
Es ist also lg 10° l'=lg 10° + 0,0003 
Bei einer Höhe BH’=\000' würde für 
einen Z BGH’ = 10° der Abstand GW 
= 5671,2818 Fufs sein müssen, und es ist 


5671,2818 X lg 10° = WB = 1000 Fufs 

5671,2818 X(y 10° 1’ ist also 1000 + 5671,2818 X 0,0003 = 1000-1-1,70138 


and der Fehler in der Höhe von 1000 
Fub beträgt 1,70138 Fufs, wenn man 
sich bei dem Elevationswinkel 10° um 
eine Minute vermifst, also das dreifache 
des Fehlers der bei einem Winkel von 
45° entsteht. 

Dasselbe findet statt, wenn man grö- 
fsere W’inkel mifst als 45°. 

Denn nimmt man die Länge C/f' = 500 
Fufs, so gehört hierzu ein Z «, dafs 
500 lg n = 1 000 ist , also lg a = '2 und 
n = 63°26' 6". 

Gesetzt man hätte sich auch hier um 
eine Minute vermessen, so erhält man 
lga = lg 63° 27’ 6" = 2,0014599 
also BW = 500 X 2,001 4599= 1000,73Fufs 
und wiederum ein gröfserer Fehler als 
bei K = 45°. 

6. Kann man in einer mit BH in der- 
selben Ebene liegenden Linie HD (Fig. 


705) die ganze Länge von H ab nicht 
messen, sondern nur ein Stück CD = a 
derselben, so mifst man die Winkel n and, 7. 

Bezeichnet man Z CBD = tt — ß mit J 
so hat man 

1. CD : BC — sin J ; sin ß 

2. BC-.BH= 1 :sinn 


hieraus 

und 


BH 


CD : BH = sin <f : sin n • sin ß 
sin n • sin ß 
sin (rt — ß) 
Die Höhe HA wird dann direct ge- 
messen. 

sin ß 
sin J * 
und CH — BC r«s « 

so hat man zugleich den horizontalen 
Abstand 

sin ß 

. CH = a • -i — ; cos K 

sin (n — ß) . 


Da aus 1. 


BC=a- 


und 


( sin ß \ si 

‘ + -• >-- « «*«) = <»•- 
sin (a —fi) / 


sin(n — /7) + sin^ • cos« _ sin a • cot ß 
sin (« — ß) sin t« - ß) 


Zu diesem letzten Ausdruck kommt man auch, wenn man setzt 

sina-sin/7 $\na-cotß 

DU = BUy.cotß = a- j., -colß=a- 


nn{a-ß) 


sin (« — ß) 
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7. Ist von dem Furspankt der Höhe oder a : S = cos b :iiit (a + ^ 

AB nur eine schräge Standlinie = B sin(a-f A 

lu messen, und man mifst den Eleva- woraus AB = a’ — 

tionswinkel n, den Depressionswinkel ß, eot a 

so hat man den z ABD = r = 90°- n nämlich die vom Punkt 

und es ist ® '*®ni Horizont von D, erhält man 

aus 

AH — AD sin ß = a sin ß 

woraus 

BH = AB-AH = a(^^'^-tinß) 

\ cos « / 

sin R • cos ß 

= a 

cos n 

Dieses Resultat erhält man anc^ vsenn 
man die Horizontale DH doppelt ans- 
drückt, nämlich 

DH = BH • lg y = DA • cos ß 
1 DU COS ß sin tt ‘ cos ß 
cot n cos «r 

8. Ist von der schrägen Standlinie AD 
nur ein Stück CD = 6 zu messen , so 
mifst man noch den Elevationswinkel 
BCJ = ä, und es ist ZJCA = ß, Z.DBC 
= <r-n, ^Äi4C=90°-^. 

Nun hat man 

CD : B<’ = sin DBC : sin BDA — sin (il — <■) : sin (n -f ß) 

PC ; Aß = sin BAC ; sin BCA = sin (90° - ß) : sin (ß + iT) 

Also CD : AB = sin (•) — «) • ros ß : sin (« ß) • sin (ß -|- <)) 



woraus AB = b 


sin (r -I- ß) sin (ß + rf) 


sin (J — n) eos ß 
9. Um die Höhe AB zn messen, ist 
die in derselben Ebene mit AB belegene 
Horizontale CD = a gegeben, die ^ BDC 
= n, Z BCA — )■, ACE = ß sind gemes- 

sen. Bezeichnet man ^ DBC = y ß- ß — n 
mit (T, so hat man 



Fig. 707. 


BC •. AB = sin BAC sin BCA 
Non ist 

^BAC = A.AEC + ^ACE = 90'^ + ß 


also 

sin BAC = sin (90° + ß) = cos ß 
daher 

BC AB — eos ß : sin y 
ferner ist 

CD : BC — si n CBD : sin BDC^sitsö isinn 
Hieraus 

CD : AB ~ cos ß • sin J : sin y • sin r 
folglich 

. „ sin R • sin y 
sin if • eos ß 

10. Um die Höhe AB zu finden, ist die 
schräg ansteigende Standlinie DA = a ge- 
messen, desgleichen sind es die Eie vatioos- 
winkel BDE = n, ADE=ß, BCF=y 
nun ist Z = 90° - R und man hat: 
AD : AB = sin DBE : sin A DB 
oder a\ AB = eos n ; sin (r — 

• w. OS" (r — ß) 

woraus AB = a 1 — 

cos R 

Die relative Höhe BE, nämlich die 
Erhöhung des Punkts B über dem Hori- 
zont in D bat man 

BE=AB + AE=a^i!l^^' + asinß 

COS a ^ 

ttn n • cot & 

= a - 

cot a 
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Han erhält diese Formel aach aus 

nn a • eot fl 

BE = DE‘ lg a = AD‘ cot fl • Is <t = a — 

11. Ist TOD dieser Standlinie nur ein Stück DC—h gegeben, so mifst man 
noch den EleTationswinkel BCF = y. Dann hat man 

BC -.DC- nn BDC : »in DBC= »in (n - fl) : «n (y - a) 

A B :BC = tin BCA ; »in BAC = »in jy -fl): »in (90° + fl) 
hieraus AB : DC = «in (« - fl) »in (y - /J) : »in (y - n) : co» fl 


t'ig. 708. 



rallaktischer Winkel (unp'<lAn{>c, 
die Verwechselung, der Unterschied) ist 
der Winkel, den die aus zweien Stand- 
punkten nach einem in demselben _ Ort 
verbleibenden sehr entfernten Gegenstände 
genommenen Visirlinien mit einander bil- 
den, wodurch es geschieht, dals der’Ge- 
geustand, wenn er von einem der beiden 
Standpunkte aus beobachtet wird, einen 
anderen scheinbaren Ort in Beziehung 
auf hinter ihm befindliche feste Punkte 
zu haben scheint, als wenn er von dem 
andern Standpunkt aus beobachtet wird, 
und daCs diese beiden scheinbaren Orte 
mit einander verwechselt werden kön- 
nen. 

Die astronomische Parallaxe be- 
zieht sich auf den Winkel, den die nach 
einem Gestirn genommenen Visirlinien 
mit einander bilden, wenn die eine Vi- 
sirlinie von einem Ort der Erdoberfläche 


also = 

«in (y — a) coi p 

12. Es sei zn Vermessung einer Uohe 
AB keine Standlinie möglich, welche mit 
der Höhe AB in einerlei Vertikalebene 
lallt, und nur eine Seitenstandlinie DK 
zn nehmen, welche horizontal oder schräg 
»ein möge, die jedoch so gewählt werden 
tunfs und imitier so gewählt werden kaun, 
dals von beiden Endpunkten D und K 
die Endpunkte A und B der Höhe zn 
Visiten sind. Fig. 706 gilt für den Fall, 
dafs der Fnrspunat A der Höhe unter 
den Horizonten , Fig. 708 für den Fall, 
dals et über den Horizonten derEndpunkte 
ß und K der schrägen Standlinie liegt. 

Man miist die Linie D/f, die Winkel 
ADE und AKD, so läfst sich das schief 
liegende ebene Dreieck ADE berechnen, 
folglich auch eine Seite AD oder AE. 
Kimmt man nun eine derselben als neue 
•Standlinie an, so hat man diese in der- 
selben Vertikalebene mit AB und man 
kann die Formeln No. 7 und No. 10 an- 
wenden um die Höhe AB zu finden. 

Die Höbenmessnngen mittelst des Ba- 
rometers s. u. .Barometormessun- 
gen*. 

HihtupiralUz«. Parallaxe oder pa- 


aus genommen und die andere von dem 
Erdmittelpunkt aus gedacht wird. 

Es bedeute der kleine Kreis einen Erd- 
durchschnitt, C dessen Mittelpunkt, O 
einen Ort der Erdoberfläche, f Ist nun S ein 
Gestirn von mefsbatet Entfernung CS, 
entweder die Sonne oder der Mond oder 
ein Planet unsres Sonnensystems, so 
wird S in 0 nach der Uichtung OS, von 
C aus in der Richtung CS gesehen. Da 
nun diese mefsbare Entfemnng w^en 
ihrer Gröfse von den unmefsbaren Ent- 
fernungen der Fixsterne mit dem Auge 
nicÜ unterschieden werden kann, so ver- 
setzt man das Gestirn S von dem Be- 
obachtungsort O aus nach der Richtung 
OS in unermefsliche Ferne OA, während 
sein Ort in Beziehung auf die Erde, also 
in Beziehung auf deren Mittelpunkt in 
der Richtung CS, also anderswo (in B) 
zwischen den Fixsternen oder auf der ge- 
stirnten Himmelskugel sich befindet. Den 
Unterschied beider Orte, des beobachte- 
ten und des wahren Orts bestimmt nun 
der Winkel CSO und dieser Winkel ist 
die Parallaxe des Gestirns S. 

In der geraden Linie CO liert unend- 
lich weit entfernt das Zenith (der Schei- 
telpunkt) des Ortes 0; steht das Gestirn 
S in dem Punkt Z, also in der Schei- 


r ■■ - 


Höhenparallaxe. 


252 


Höhenparallaxe. 


tellinie OZ des Orts 0, so wird der Win- 
kel OSC = 0; die Parallaxe wird also mit 
der Höbe des Gestirns immer kleiner und 
im Zenith des Ortes verschwindet sie. 

OC : CS = «II OSC : «« SOC = lin OSC 


Kiff. 709. 



Nun ist OC der Halbmesser r der Erde, 
CS der Halbmesser R der Bahn des Ge- 
stirns S, Z.OSC die Parallaxe p' für die 
Höhe SH' des Gestirns, ^SÖH’ diese 
Höbe h' des Gestirns für den Halbmesser 
= 1 mithin 

r : Ä = «n p' ; coi h' 

woraus sin p' = -^ cot h' (1) 

H 

Die Parallaxe p' ist also am f^fsten 
für A’ = 0, d.. h. wenn S in H steht. 

Schreibt man für ^ SOH' 
den ^{lOH' - ZOS) = Wf -ZOS 
seist r : Ä = sinp’ : »in ZOS 

ZOS ~ s' ist aber die Zenithdistanz 
ZS des Gestirns S, mithin bat man 
r : ß = »in p’ : sin i' 

und »in p' = sin s’ (2) 

H 

Die Sinusse der Parallaxen eines Ge- 
stirns verhalten sich also wie die .Sinusse 
der Zenithdistaiizen d. h. wie die Sinusse 
der Abstände des Gestirns vom Scheitel 
des Beobachtungsorts. 

Kür j’ = 0 wird auch p’ = 0. D. h. ein 
Gestirn im Scheitel Z eines Bcobach- 
tnngsorts O bat keine Parallaxe, der be- 
obaebteto Ort desselben am Himmel ist 
auch der wirkliche Ort. 

Ist Z = 90°, d. h. steht das Gestirn S 
im Horizont II' des Beobachtungsorts 0, 
so ist p’ das Maximum nämlich 

»inp' = -^ (3) 


Steht S io dem Punkt W, d. b. io 
dem Horizont des Ortes 0, so ist die 
Parallaxe z.OH'C arnj^bten. 

Denn in dem A SOC ist 

sin (SOH' -P 90°) = »in OSC : cot SOH' 

Die Parallaxe eines Gestirns, wenn es 
im Horizont des Beobachtungsorts sich 
behndet, heifst die Hori zon tal-Parall- 
axe des Gestirns, jede andere P., 
wenn also das Gestirn über dem Hori- 
zont des Beobachtungsorts steht, heifst 
Höhenparallaxe. Bezeichnet man die 
Horizontalparallaxe mit p, eine beliebige 
Höhenparallaxe mit p', so hat man ans 
2 und 3 

sin p' = sin p • sin s (4) 

Die Horizontalparallaxe eines Gestirns 
ist bekannt, wenn man dessen Entfer- 
nung Cß=ß kennt. Man findet daher 
jede beliebige Höhenparallaxe des Ge- 
stirns, wenn man dessen Zenithdistanz 
ZOS = »’ mifst. 

Der wahre Horizont des Orts 0 ist CH. 
Wie nun Z SCH die wirkliche Höhe, 
Z.SOH' die beobachtete scheinbare Höbe 
des Gestirns über dem Horizont von 0 
ist, so ist auch Z.SCZ die wahre und 
Z SOZ die beobachtete scheinbare Ze- 
nithdistanz des Gestirns für den Ort 0. 
Zur Berechnung der Höhenparallaxe ist, 
wie oben gezeigt, die scheinbare Höhe 
oder die scheinbare Zenithdistanz erfor- 
derlich. Hat man nun die Parallaxe 
Z OSC gefunden , so hat man die wirk- 
liche Höhe h des Gestirns 

Z SCH= z SJH' = Z SOH' + z OSJ 
oder ä = *’ 4 - p’ (6) 

D. h. die wirkliche Höhe eines Ge- 
stirns ist = der beobachteten scheinbaren 
Höhe -p der Parallaxe des Gestirns. 

Die Horizontalparallaxe eines Gestirns ist 

p=arctiH~ (6) 

Je gröfser ß ist, desto kleiner ist also 
die Parallaxe; die P. des Mondes, der 
nur etwa 60000 Meilen von uns entfernt 
ist, ist daher bedeutend gröfser als die 
der Sonne in Entfernnng von etwa 20 
Millionen Meilen Die Horizontalparallaxe 
des Mondes in seiner gröbten Nähe zur 
Erde ist 61' 29", in .seiner gröfsten Ferne 
= 63' 30". Die Horizontalparallaxe der 
Sonne ist 8,6 bis 8,6 Secunden. Für 
Fixsterne ist die Entfernnng ß unmefs- 
bar, ß ist», mithin die Parallaxe der 
Fixsterne = 0. 

Der Halbmesser r der Erde ist am 
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Aeijnator am grölsten, yon hier nimmt 
er 10 jedem Meridian ab bis tu den Po- 
len, «o er der Erd-Abplattung wegen am 
kleinsten ist (s. .Abplattung*). Die 
Parallaxen eines Gestirns sind also in 
Terscbiedenen Breiten der Erdoberfläche 
Terschieden, im Aeunator am gröfsten, 
auf den Polen am kleinsten; man hat 
daher für jedes Gestirn eine Aeqnato- 
real-Paral lax e und eine I.okalpa- 
rallaxe. (Vergl. .Breite, ^ogra- 
phische“, pag. 40g, No. 5 mit Fig. 243, 
, Aequ atoreal • llorizontalparal- 
lixe*). 

fltbere inalysis, s. u. .Analysis*. 

Hthsre Benennang bei benannten Zah- 
len ist der Name der Gröfse, welche ein- 
getheilt wird; gegen niedere Benen- 
nung, der hHinie des Theils: Beim 
Oelde ist Thaler die höhere, Groschen 
die niedere Benennung. 

Hoher elliptiscber Bogen ist ein ellip- 
tiacher Bogen , der die kleine Axe oder 
eine deren Parallelen zur Grundlinie hat. 

Hohl ist eine Eigenschaft, welche nur 
Baumgröfsen zukommt. In eigentlicher 
Bedeutung ist hohl eine der beiden nur 
möglichen Arten yon Krümmungen, wel- 
che wiederum nur Eigenschaften von Be- 
grenzungen, also nur von Linien und 
Ton Flächen sein können. 

Die Krümmung, welche hohl genannt 
wird, ist bei Linien diejenige Form, welche 
mit der geraden Verbindnngslinie zweier 
beliebiger Punkte der krummen Linie 
einen Fiäcbenraum einschliefst, bei Flä- 
chen diejenige, welche mit jeder beliebig 
durcbgelegten Ebene einen körperlichen 
Raum einschliefst. 

Die zweite Art der Krümmung ist die 
erhabene K., das Entgegengesetzte des 
Hohlen. Eine Znsammenstellung der 
Eigenschaften hohl und erhaben und 
deren Begriflsbeetimmungen gibt der Art.; 
.Convex und concav*. 

2. Eine uneigentliche Bedeiitnng von 
bohl ist der Begriff: leer, weichte bei 
Körpern in Anwendung gebracht wird; 
Eine Hohl-Kugel ist eine t ol le K u - 
gel, in welcher um denselben Mittel- 
punkt eine leere Kugel sich befindet; 
eben so hoble Ualbkugel. Ilohl- 
maafs ist ein von festen Wänden um- 
schlossener leerer körperlicher Raum von 
der Gröfse oder dem Inhalt eines be- 
stimmten Körpermaafses. 

Hohle Fliehe ist die hoble Seite einer 
krummen Fläche. 

Bohlglisor, s. .Conpaygliser*. 


Hohlkogel, s. n. .Hohl*, 2. Ist der 
Halbmesser der änfseren Kugel = R, der 
der inneren = r, so ist der Inhalt der 
Hohlkugel =lrr(Ä’ — r*). 

Hohlmaalh, s. u. .Hohl*, 2. 

Hohlspiegel, ein Spiegel mit hohler 
Spiegelfläche, hat immer zum Zweck, 
von einem Gegenstände kleinere oder 
gröfsore Bilder und zwar nach vorher 
bestimmtem Gesetz hervorzubringen, und 
aus diesem Grunde sind die Formen der 
hohlen Spiegelflächen nach Krümmungen 
zu bilden, deren (iesetze in Beziehung 
auf die Reflexion des Lichtstrahls be- 
kannt sind. 

Das einzige Naturgesetz, welches die 
Construction der Spiegel zu Grunde 
liegt, ist folgendes; 

Wenn ein Lichtstrahl EC eine ebene 
Spiegelfläche AB in dem Punkt C triflf, 
so wird er nach einer Richtung CF zu- 
rückgeworfen , welche mit dem einfallen- 
den Strahl EC und dem in C auf der 
Ebene AB errichteten Loth CD in der- 
selben Vertikalebene und mit dem ein- 
fallenden Strahl gegen das Loth oder 
gegen die Spiegelebene unter gleichen 
Winkeln lie^. Dasselbe findet statt. 


Fig. 710. 



wenn die Curve GCH der Durchschnitt 
einer hohlen Spiegelfläche und AB die 
Tangente an derselben ist. Wenn also 
ein Lichtstrahl eine krumme Spiegelfläche 
trifft, so wird er eben so reflectirt. als 
wenn er den Berührungspunkt der Tan- 
gentialebene getroffen hätte, nämlich un- 
ter gleichen Winkeln und in derselben 
Ebene mit der Normalen. 

Ist die -Spiegelfläche parabolisch, 
so werden alle parallel mit der Axe ein- 
fallenden Strahlen nach dem Brennpunkt 
reflectirt, und ein in dem Brennpunkt 
befindliches Licht, welches die ganze 
Spiegelfläche erleuchtet, wird von jedem 
einzelnen Punkt derselben 4^ der Axe 
fortgeleitet und zu einer kreisrunden 
LicEtfläche umgeschaffen. 


! . •nI 
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Ist die Spiegeldäche elliptisch, so 
srird das in einen der beiden Brennpunkte 
gestellte Licht die ganze Spiegelfläche 
erleuchten, jeder dieser Strahlen wird 
aber Ton jedem Punkt der Spiegelfläche 
nach dem zweiten Brennpunkt geworfen. 

Parabolische und elliptische Spiegel 
werden zu HerTorbringung von Bildern 
ImI Mefsinstrumenten nicht angewendet 
und nur die sphärischen Ilohlspie- 
gel sind in Gebrauch, nämlich die Spie- 
gel von der Form einer hohlen Kngel- 
iläche. 

2. Gm die Wirkung eines sphärischen 
Hohlspiegels zn erkennen, ist zuerst zu 
bemerken, dafs da jeder Halbmesser auf 
der Kugeloberfläche normal steht, anch 


Ferner in dem Acd« 
ce:ed= nn/cdf. tin Z<^ed=tin ß : »t« ^deE 
oder ce : cd = k : r = tin ß : •!» (2ß + n) 


h = - 


nn ß 


hieraus , ■ 

»m (2 ^ + n) 

3. Es sei md ein Strahl aus einem 
sehr fernen leuchtenden Punkt, c der 
Mittelpunkt, cE die Axe des Spiegels, 
m<f4^c£, so wird md nach de reflectirt, 
wenn Z. "«fc ' z fdc = ß ist. 

Alsdann hat man in dem Acde 
de :ec = ein dec : «in ß 
oder r-.k = «in (2,4) : «in ß 

also 

, «in;S »in (9 , 

k = — — •>■=;;— r- = kr • eee ß 

«m (2/9) ietnß-eoeß ’ 


Fig. 711. 



der Halbmesser für jeden beliebigen auf 
die Spiegelfläche fallenden Strahl das 
Einfnllsloth ansmacbt. 

Es sei Aß der Durchschnitt eines sphä- 
rischen Hohlspiegels, c sein Mittelpunkt, 
m sei ein leuchtender Punkt, so wirft 
dieser auf alle Punkte von AB Strahlen. 
Es sei md einer dieser Strahlen , so bildet 
dieser mit dem Halbmesser de den Z ’»de ; 
macht man daher Zedc = Zmde , so ist 
de der von md reflectirte Strahl. 

Zieht man durch m und c die gerade 
Linie mE und denkt den Strahl md um 
mE als Axe sich heruingedreht, so wird 
ein Strahlenkegel eingeschlnssen, von wel- 
chem die Ebene mdEf der Durchschnitt 
ist, und alle Strahlen in dem Mantel mdf, 
die den Spiegel in der Kreislinie df tref- 
fen, werden in Strahlen reflectirt, welche 
in dem Punkt e sich schneiden. 

Setzt man mE ~ a, cE = r, re == 6, 
Z dmc -e,Z "‘de = ß 
so hat man in dem Acdm 

«*■ /9 : lin n = cm : cd = a — r : r 

hieraus nn ß = “ — - «in a 


Je kleiner ß wird, d. h. je gröGier 
der Halbmesser des Spiegels ist, oder 
je näher der Axe Ee die Strahlen 
einfallen, desto näher kommt ce=k 
= dem halben Spiegelhalbmesser = \r. 
Ist beides vereinigt, ist der Hohlspie- 
gel möglichst flach nnd von gerin- 
gem Umfange, .so ist re= h für sämmt- 
lirhe parallel einfallcnde Strahlen 
■= Jr zu setzen. In jedem Falle hei- 
fsen diejenigen parallelen Strahlen, 
deren Focus e sehr nahe um vom 
Mittelpunkt c entfernt ist, centrale 
Strahlen, nnd deren Vereinigiings- 

f nnkt e im Abstande (rvonc heifst der 
lauptbrennpunkt oder Haupt- 
foens nnd soll mit F bezeichnet 
werden. 


Fig. 712. 



Jeder andere Brennpunkt anderer # 
mit der Axe einfallender Strahlen, abo 
solcher, deren Winkel ß wegen ihrer Orß- 

fsen den Quotient = Jr • tecß 

«ti«(2,9) ' 

merklich grölser als (r machen , liegt dem 
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Sj)iegel näher als der Hanptfoeus F. Der 
Nacfatheil, dab sämmtliche parallel auf 
einen Spiegel fallende Strahlen nicht 
genau in einem Punkte vereinigt wer- 
den können, heifst die sphärische 
Aberration. 

Dm diese Aberration für wissenschaA- 
licbe Zwecke möglichst geringfügig zu 
machen, nimmt man nur Spiegel von ge- 
ringer Ausdehnung, von 6 bis höchstens 
8° im mittleren Kreisbogen, so dafs die 
auf den Rand fallenden Strahlen den 
Focus in Entfernung ^r-tec 4° = 0,5004S X r 
haben. 

4. Je näher der leuchtende Punkt m 
CFig. 711) dem Mittelpunkt c kommt, 
desto gröfser wird der z . ", desto kleiner 
Z ß und desto näher rückt der Focus « 
an c. Kommt m in c selbst, so wird 
ß = 0 nnd der Strahl ed reflectirt nach 
e zurück. Bewegt sich der leuchtende 
Pnnkt von r weiter über e narb E, so 
werden die Strahlen über de hinaus, wie 
der Strahl ed nach dm, reflectirt. 

Wie bei parallel der Axe eintallenden 
Strahlen (Fig. 712) der Hauptfocus F von 
allen anderen Vereinigungspunkten wie 
c dem Mittelpunkt e am nächsten liegt, 
ao liegt F, wenn ein leuchtender Punkt 
in der Axe Em (Fig. 711) sich befindet, 
von allen anderen ad 2 gedachten Ver- 
eioigungspunkten wie e am entferntesten; 
nnd ist nur von centralen Strahlen die 
Rede, so wird jeder Strahl wie Fd, wenn 
nämlich der leuchtende Punkt über e bis 
nach F sich bewegt, nach lauter mit der 
Axe Em parallelen Linien reflectirt, wie 
das, Fig. 712. 

^ogt man endlich den leuchtenden 
Pnnkt e noch weiter über F hinaus nach 
dem Spiegel zu , so hat man, für die con- 
itanten Punkte e, F und e den beliebi- 
gtn Punkt d im Spiegel genommen. 


Zedf=a gesetzt, die durch d mit der 
Axe parallele Linie dK, als den Strahl 
exogen, in welchem ein Strahl Fd re- 
ectiren würde, hde = ZedF=Z dee — «. 
Der von dem leuchtenden Punkt e nach 
d geworfene Strahl reflectirt nach dk, 
wenn Z^deezZedc, oder wenn 
= Z edF = ß. 

Verlängert man nun kd rückwärts bis 
in die Axe cy , so ist auch Z kge = ß. 
ällt man von c auf gk ein Loth, so ist 
dieses sowohl gc k. tin kgc , als auch 
de X »ii« kde oder ge %\«ß~r itn (n -f ß). 

Und diese Gleichung gilt für jedes 
Loth aus e auf irgend eine von g aus 
durch einen anderen Punkt als d in AB 
gezogene gerade Linie, wofern die Strah- 
len aus F dahin als reflectirte Strahlen 
centraler Strahlen wie hd betrachtet wer- 
den. Der Punkt g ist also näherungs- 
weise constant nnd bildet den hinter dem 
Spiegel liegenden Punkt, in welchem die 
divergirenden reflectirten Strahlen wie 
dk sich vereinigen oder schneiden. 

5. Was von leuchtenden Punkten gilt, 
die in der Axe des Spiegels liegen, gilt 
auch, in Beziehung auf deren Reflexion, 
von Punkten anfserbalb der Spiegelaxe; 
Gesetzt Ee seien die Spiegelaxen, Fig. 711 
nnd 712 Wenn nun Fig. 712 m ein 
leuchtender Punkt aufserhalb dieser Axe 
ist, so ziehe man den .Strahl mf durch 
den Mittelpunkt e, und der um mf als 
Axe sich bildende Strahlenkegel wird sich 
so verhalten, wie der um mE, welcher 
Fig. 711 betrachtet worden ist, und die 
von dem Kegel um mf reflectirten Strah- 
len werden sich in einem Punkt schnei- 
den, der in mf eben so gelegen ist, wie 
der Pnnkt e in der Axe eE. 

6. Wie durch einen Hohlspiegel Bilder 
erzeugt werden, ist ans Fig. 714 zu ent 
nehmen. 

Es sei AEB ein sphärischer 
Hohlspiegel, C sein Mittel- 
punkt, EY dessen Axe, F 
dessen Hanptfoeus, also EF 
= CF= je. 

Ein Gegenstand ry (zur 
Hälfte über der Axe darge- 
stellt) sei zwischen dem Mit- 
telpunkt C und dem Haupt- 
focus F anfgestellt. 

Der Punkt y in der Axe 
wirft einen Strahl yE nach 
dem Scheitel, welcher in der- 
selben Axe EY zurückgewor- 
fen wird. Alle übrigen von 
y ans nach dem Spiegel ge- 
worfenen Strahlen, wie der 
Strahl yH , reflectiren nach 
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Linien II ¥, so dafs jede.smal yll und 
VH mit der Normale VII gleiche ^yllC 
und YIIC bilden; und für Tunkte sehr 
nahe der Axe treffen diese roflectirlen 
Strahlen sehr nahe in dem Punkt ¥ zu- 
sammen, so dafs ¥ das Bild des Punkts 
y ist. 

Der Endpunkt x des Gegenstandes 
wirft ebenfalls auf alle Punkte des Spie- 

f els Strahlen. Von diesen reflectirt der 
trahl xH nach der Richtung der Nor- 
male in sich zurück, also in die Richtung 
Hx. Der Strahl, welchen r nach D 4; 
mit der Axe wirft, reflectirt nach dem 
Hauptl^ocus F und geht in gerader Linie 
fort, bis er sich mit dem reflectirten 
Str^l HX in dem Punkt X vereinigt. 
In X werden auch die ans x nach den 
übrigen Punkten des Spiegels gehenden 
und dort zurückgeworfenen Strahlen ge- 
sammelt. Wie mit den Endpunkten x 
und y ist es mit allen zwischenliegenden 
Punkten und XY ist das gröfsere Bild 
des kleineren Gegenstandes xy. 

Wenn also der Gegenstand vor 
den Spiegel zwischen demMittel- 
punkt und dem nanptfocns, d. h. 
in einer Entfernung von gröfser 
als jr und kleiner als r gestellt 
wird, so entsteht ein vergröfser- 
tes verkehrtes Bild. 

Wenn man dagegen den gröiseren Ge- 
genstand PA' aufstellt, so geschehen die 
Abspiegelungen, dessen Punkte und die 
Zuruckwerfüngen der Strahlen auf die 
entgegengesetzte Weise und es entsteht 
das Luftbild xy. 

Wenn also der Gegenstand vor 


nung als dessen Mittelpunkt ge- 
stellt wird, so wird zwischen dem 
Mittelpunkt und dem llauptfocus 
ein verkehrtes verkleinertes Bild 
durch den Hohlspiegel erzeugt. 

Wenngleich eine grofse Menge reflec- 
tirter Strahlen nicht genan in der Ebene 
PA', im zweiten Fall in der Ebene yx 
sich schneiden und dadurch das Bild zum 
Tbeil verwischen und undeutlich machen, 
so ist dennoch die Anzahl der in diesen 
Ebenen genau sich vereinigenden Strah- 
len, diejenigen nämlich, welche sehr nahe 
der Axe den Spiegel treffen, grofs genug, 
um von dem Gegenstände ein ninreichend 
correctes Bild zu geben. 

Die Vergrüfsernng und die Verkleine- 
rung des Gegenstandes ergibt sich aus 
folgender geometrischen Betrachtung; 

Fällt man aus l) das Loth DG auf die 
Axe, so hat man in den Dreiecken DGF 
und XYF 



DG 

:A'P= FC 

xFY 


oder 

xy. 

XY=FG 

iFP 

(I) 

und in 

den Dreiecken exy und eXY 


xy. 

X¥ = Cy. 

CP 

(2) 

Hieraus FG : 

: FP = Cy . 

CP 

(3) 


Da nun die Bilder nur für sehr nahe 
au den Axenpunkt E auf den Spiegel 
fallende Strahlen in ihren Ebenen he- 
.stehen, .so kann man FE für FG setzen, 
lind dann ist FG = \FC=\r 

F¥ = + C¥ = J r + k 

Cy = a gesetzt: 

mithin aus 3 

Jr : Jr + 6 = n : 4 (4) 

. <"■ *■ 

woraus 4 = — — = (j) 

'■- 2 ® .L_2 
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br 

“~r+~tb 




(6) 


Aus Gl. 2 ist 

xy:XY = a:b (7) 

Dis Formela 5 und 6 su Ilnlfe gibt 

” XY (9) 


'» = r+24 

Fonnsl 6 and 6 bestimmt die gegen- 
seitige Entfemat^ der Bilder Ton dem 
Mittelpankt des Spiegels, Formel 8 und 
9 den Grad deren Vergrötsemng nnd 
deren Verkleinerung. 

Ans Formel 5 erhellt, dsfs hei einerlei 
r, sUo bei demselben Spiegel a immer 
kleiner sein muls als ^r, wenn eine Stelle 
für das Bild XV Ton einem Gegenstand 
z] möglich sein soll. Für a=0 wird 
auch 4 = 0; d. b. ein im Mittelpunkt C 
lubestellter Oegenstand fallt mit seinem 
Bilde zasamiiien. 

Ferner sieht man, dafs für a = ^r, 
4 = -^= 00 wird. D. h. wenn ein Ge- 
genstand in dem Hanplfocns aufgestellt 
wird, so entsteht in unendlicher Entfer- 
onng erst das Bild, und dieses wird nach 
61. 8 ebenfalls unendlich grofs. Wird 
a>{r, d. h. stellt man den Oegenstand 
inischen den Hauptfocus und den Spie- 

r l, also innerhalb der Linie EF, so ist 
oegatiT, es erscheint links Tom Hittel- 
pnokt C (s. No. 7). 

Ans 6 geht die Stelle des rerkleiner- 
ten Bildes xg berror, wenn die Stelle 
des grofseren Gegenstandes XY gege- 
ben ist. 


demS pi egelein Bild, nndswarein 
aufrechtes Bild. 

Denn Ton den Strahlen , welche Fig. 
715 der Punkt x auf den Spiegel wirft, 
reflectirt der Strahl xE nach EO, wenn 

Fig. 715. 



^ xEF = ^ GEF; der mit der Axe pa- 
rallele Strahl xH reflectirt durch den Fo- 
cus F-, da wo beide reflectirten Strahlen 
HF und EG sich schneiden, bildet sich 
das Bild des Punkts x, also hinter dem 
Spiegel in X, nnd XY ist das Bild xg. 
Es entsteht also ein Bild hinter dem Hohl- 
spiegel wie beim Planspienl, nur dafs 
jenes Tergröfsert erscheint. Ein gebränch- 
licher Hohlspiegel für diese Wirkung ist 
der Rasirspiegel. 

Die Gröfse der Entfernung des Bildes 
und den Grad dessen Vergrofserung fin- 
det man aus den Formeln No. 6, wenn 
man darin a> setzt. 

Homocentrisch , s. t. w. ,con cen- 
trisch*. 

Homogen, s. t. w. .gleichartig*. 


Für 4=0, d. h. wenn XY in dem Mit- 
telpunkt C anfgestellt ist, wird a eben- 
falls =0, Gegenstand und Bild fallen in 
C znaammen. Für 4 = r wird a=ir, d. 
b. wenn der Gegenstand in dem doppel- 
ten Abstand CE anfgestellt wird, ent- 
steht das Bild Ton C ab links in Ent- 
femnng jCß. Für 4 = oo wird o = je, 
d. h. das Bild xg entsteht in F. 

Formel 8 gibt den Grad der Vergrü- 
laernog, Formel 9 den Grad der Verklei- 
nemng des Gegenstandes dnreh das Bild. 
Für a = O und für 4 = 0 ist das Bild dem 
Gegenstände gleich, für • = wird die 
Vergröfserung unendlich. Von a = 0 bis 
a = |r wächst also das Bild fortdauernd. 

7 Wenn man den G^enstand <ry iwi- 
•cben den Hauptfocus F nnd den Schei- 
tel des Spiegels stellt, entsteht hinter 


Homolog, (öiiolopoc, einstimmig) sind 
Grüfseii, wenn sie in Beziehung auf Stel- 
Inng oder Lage übereinstimmen, als die 
gleichnamigen Glieder einer Proportion, 
die gleichen Seiten in congruenten, die 
glei^liegenden Seiten und Diagonalen 
m ähnli^en Figuren. 

HoriXOnt, s. .astronomischer Ho- 
rizont* mit Fig. 92, pag. 146. In die- 
sem Artikel ist die normal auf der Sebei- 
tellinie OZ eines Ortes 0 der Erdober- 
fläche durch den Ort O gelegte Ebene 
AH als der scheinbare Horizont, 
die mit dieser Ebene durch den Mittel- 
pankt C der Erde # gelegte Ebene A'M' 
als wahrer oder astronomischer Ho- 
rizont erklärt worden, nnd beide Hori- 
zonte beziehen sich auf die Gestirne und 
deren Bewegungen. 


III. 


17 
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För die Feldmebkanst dagegen, wo 
inan von Ort in Ort mibt; woraus Land- 
karten und Erdgloben hervorgehen, hat 
man die terrestnschen Horizonte aller 
Orte vor Augen zu nehmen, und es ist, 
wenn man die Erde als einen regelmä- 
fsigen Körper, als eine Kugel oder als 
ein Sphäroid betrachtet, der wahre Ho- 
rizont aller Orte die in sich abge- 
schlossene Erdobertliche selbst. 

Hat man Fig 716 nur mit einem Ort 
D zn thun, so kann man die durch D 
normal auf den Erdhalbmesser CD ge- 
legte Ebene AB nicht die durch den Erd- 
mittelpunkt C gelegte Ebene CJ als wah- 
ren Horizont aiisehen und es geschieht 
dies auch. Hat man dagegen zwei Orte 
ü und E in geometrische oder geogra- 
lihische ßeziehung zu bringen, so ist der 


Kreisbogen DE der wahre Horizont 
von D und £, die Tangenten BF und 
CF sind die scheinbaren Horizonte 
von D und von E. Der Ort E liert 
unter dem scheinbaren Horizont von 1) 
und der Ort D unter dem scheinbaren 
Horizont von E, weil D von £ aus und 
£ von D ans nicht gesehen werden kann. 

Theoretisch betrachtet kann ein io H 
behndliches Ange gar nicht um sich se- 
hen. Nimmt man die Augenhöhe FH 
eines Men.sclien ö Fufs an, so sieht man 
rund herum nur anf die Länge der Tan- 
gente FD\ die Jenseits fliegenden Punkte 
bleiben unter dem Augenhorizont. 

Setzt man den ^ DCF=n, den Halb- 
messer CD der Erde = r, so ist 
DF = r tga 


und n = orc scc = orc scr ^ j «rc co» ( - ^ 

Nun ist r = S60 geogr. Meilen zu 23642 preiifs. Fufs, uiitbin 
20332120 

log CO, « = log 2 ^, 33 ^^ = ».999 99989 - 10 


woraus n=0°2'50" 

und /nj Ij 2’ 50" = 6,9 1 60239 - 1 0 

hierzu log r — 7,8081827 

gibt /oj fF= 4,2242166 

woraus DF= 16758 preufs. Fufs. 

Es ist orc 2’ 50" = 0,000824183 . . 
mithin Zog rc = 0,9160238 — 4 
hierzu log r= 7,308 1827 

gibt Zoj Bogen DH = 4,2242065 
hieraus DH = 16757 


Fig. 716. 



Demnach ist für Strecken von 16 bis 
17000 Fufs der Bogen = der Tangente, 
d. h. die wahre Horizontale = der schein- 
baren zu setzen. 

HoriXOBtal ist was sich auf den Hori- 


zont bezieht und was innerhalb der Ho- 
rizontalebene eines Orts der Erde oder 
parallel mit derselben gelegen ist ; Ein 
ruhender Wasserspiegel ist horizontal, 
die Turbine ist ein horizontales Wasser- 
rad, weil es sich um eine lothrechte W’elle 
herumdrebt. 

Horlxontalebtne eine Ebene die hori- 
zontal ist. 

HorUontalliDle eine gerade Linie die 
horizontal ist. 

HorlxontalpartUaxe, s. u. .Höhen- 
parallaxe*. 

Horizontalprojectlon. Hierunter ver- 
steht man das anf eine horizontale Ebene 
geworfene Bild einer anfserhalb dieser 
Ebene bedndlichen geometrischen Gröfse, 
indem man von sammtlichen Punkten 
der Gröfse Lothe anf die Ebene fällt, 
welche mit ihren Standpunkten daselbst 
das Bild markiren. 

Die Hnrizontalprojection eines Punkts 
ist der Endpunkt des Lotbs von diesem 
Punkt anf die Horizoiitalebene , desglei- 
chen von einer luthrechten Linie der 
Punkt, welcher durch die Verlängerung 
dieser Linie auf die Ebene trifll. Fig. 
585 pag. 3 ist C die llorizontalprojeetion 
des Punkts A anf der Ebene PQ , des- 
gleichen die U.-P. der lothrechten Linie 
AC. Von einer mit der Ebene FQ (Fig. 
586) paralleleu also horizontalen Linie 
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AE entsteht die ihr gleich grorse Hori- 
lontalprojection , wenn man von deren 
Endpnnkten A, E Lothe AC, EF auf die 
Ebene fällt und deren Endpunkte C, F 
durch eine gerade Linie CF verbindet. 
Von einer achrig gegen die Ebene lie- 
genden geraden IJaie, mit AL, Fig. 584, 
erhält man gleichfalls die Projection durch 
die Lothe AC und LM ans deren Eud- 
unkten in der geraden Linie CM, welche 
nixer ist als die gegebene Linie AL und 
um so knrser, je schräger AL ist. 

Von einer Cnrre ist die P. auf der 
Blbeae nur dann eine gerade Linie, wenn 
die Cnrre in einer senkrechten Ebene 
liegt , und man hat dann nnr nüthig, de- 
ren Endpunkte zu projiciren i'i^Kt die 
Curre in einer der Ebene parailelen Ebene, 
so ist die Projection genau gleich der 
gegebenen Cnrre; liegt sie in einer schrä- 
gen Ebene nnd man fällt von möglichst 
vielen Punkten der Curve Lothe auf die 
Ebene, so entsteht durch Tlusammenz» 
bnng der Endpunkte eine Curve von zu- 
sammengedrän^er, von verkürzter 
Form auf der Ebene. 

Geradlinige Figuren werden auf eine 
Ebene projicirt , indem man aus deren 
Eckpunkten auf die Ebene Lothe fälit 
nnd die Endpunkte derselben durch ge- 
rade Linien verbindet. Krummlinige Fi- 
guren werden wie Curven projicirt. Ein 
Körper wird auf eine Ebene projicirt, in- 
dem man längs dessen Grenzen lothrechto 
Tangenten fallt, deren Endpunkte auf 
der Ebene durch Linien zusammengezo- 
gen werden. 

In der Feldmefskunst werden schräge 
Linien durch Rechnung auf dio Horizon- 
tale projicirt ; jede Projection einer schrä- 
gen geraden Linie ist = dieser Linie mal 
dem Cosinus des Elevations- oder De- 
pressionswinkels 

Für Nivellements ist zu beachten, dafs 
an jedem Stationspunkte durch die Li- 
beile das wirkliche Loth, also auch die 
wahre Horizontale markirt wird, so dafs 
mit sehr weiten Strecken die Somme 
aller Horizontalen eine Kreislinie ist. 

loriSOBUIwtnkel ist ein Winkel, des- 
sen Schenkel in einer horizontalen Ebene 
liegen. 

lab (Uech.) ist die in gerader Linie 
gemessene Länge, in welcher eine bin- 
und bergebende Bewegung geschieht. Bei 
einer doppelt wirkenden Dampfmaschine 
ist der Hub die Länge, um welche der 
Dampfkolbcn jedesmal auf- und jedesmal 
niederateigt; desgleichen bei einem Säge- 
gatter die Länge , um welche es mit der 


S^e zur Vollführnng des Schnitts ab- 
wärts bewehrt wird. Bei Kasebinen, wel- 
che während des Hingangs dieselbe Kraft 
äufsern , wie während des Hergangs heifst 
ein Hin- und Hergang ein Doppeihnb. 
Bei Sägen tindet solcher nicht statt, weil 
die Säge beim Aufgang leer geht. 

HnbTerlnst ist der Tbeil des Hubes, 
bei welchem keine Wirkung der Maschine 
erfolgt. Ein Grund für einen möglichen 
Hubverlust liegt in der mangelhaften Con- 
struction der zur Bewegung gehörenden 
Maschinentbeile, indem sie nicht genau 
und unverrückt mit einander schliefsen, 
sondern lose und wackelig sind, so dafs 
am Anfänge des Hubes die Bewegung 
leer geschieht, bevor der zum Effect 
wirksame Maschinenfheil (der Dampfkol- 
ben, die Säge) zu seiner Bewegung iu 
Angriff genommen vrird. 

Ein zweiter Grund ist die unsichere 
Lagerung oder Aufstellung der Körper, 
welche umit» Ji« Maschino in Angriff 
genommen werden sollen, wenn z. l>. Uar 
zu zersägende Block auf Unterlagen ruht, 
die beim Angriff der Säge sich biegen 
und der Block auf einen Theil des Sä- 
genhubes ausweicht ohne zerschnitten zu 
werden. 

Es gibt aber auch natürliche nicht zu 
umgehende Ilubverluste, z. B. bei Pum- 
pen in der Zeit, weiche ein geöffnetes 
Ventil nöthig hat sich zu schliefsen, wäh- 
rend welcher nun ein Theil des in den 
Pumpenkörper zur W'eiterförderung ein- 
gesogenen Wassers entweicht nnd wäh- 
rend welcher der Pnmpenkolben einen 
Theil seines Hubes also nutzlos voll- 
bringt. 

HUfklinieB sind I.inien, welche man 
für Figuren zu Hülfe nimmt, um den 
Beweis der Richtigkeit eines geometri- 
schen Satzes zu fuhren. So sind pag. 
324 , Fig. 570 dio geraden Linien BF, 
CE, EF Hülfslinien , um zu beweisen, 
dafs in ähnlichen Dreiecken die homolo- 
gen Seifen mit einander in Proportion 
stehen. 

Huf, HufabschBitt, HoflUche, s. ,Cy- 

lindriscber Hufabschnitt“. 

Hydraulik, ist derjenige Tbeil der an- 
gewandten Mathematik (s. d.}, welcher 
sich mit der Kraft und der Wirkung des 
bewegten Wassers beschäftigt. Die Haupt- 
theile dieser Wissenschaft bestehen : 

1. In der Bestimmung der Geschwin- 
digkeit nnd der Wassermenge beim 
Ausflufs des Wassers aus Oeffnnngen je 
nach der Druckhöhe, der Qröfse, Form 

17 * 
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und Lage der Äasflafsöffanng. Dieser 
äuberst wichtige Theil der Hydraulik ist 
in den beiden Art.: .Ausflufs tropf- 
barer Flüssigkeiten“ und ..Aus- 
flufs des Wassers“ u. s. w. Bd. I., 
pag. 215 bis pag. 230 abgehandelt. Fer- 
ner sind die Art. ,Contraction des 
Wasserstrahls“ und , Contra ctions- 
coefficie nt“, Bd. II., pag. 126 mit zu 
Hülfe zu nehmen. 

Zu die.ser Haiiptabtheilung gehört noch 
die Bostiuimung der Zeit bei Füllung von 
Gelafson mit Wasser und bei Ausleerung 
derselben durch Oeffnungen von verschie- 
dener Form und Lage und während fort- 
dauernden Zuflusses, wiewohl diese Cn- 
tcrsucliungen auch zu einer zweiten Uaupt- 
abtheilung der Hydraulik gemacht wer- 
den. Das Nothwendigste hiervon mit 
Zahlenbeisiiielen findet der Leser in dem 
oben erwähnten .\ufsatz, Bd L, pag. 221, 
No. 17, .Ausfltifs des Wassers ans 
Oeffnnngen bei veränderliebor 

Druckhöbo.“ 

2. In den Qesetzeu bei der Bewegun- 
gung des Wassers in Flufsbetten, Ka- 
nälen, Röhrenleitungen 

3. In der Bestimmung der Krall des 
Wassers ziiin Betrieb von Wasserrädern, 
Wassersäulenmaschinen u. s. w. 

Ferner wird noch eine llanptabtheilung 
für die Ilydranlik: ,die Lehre von 
den Wasserheb u ngsmaschinen“ an- 
genommen. Bei diesen aber ist das Was- 
.ser nicht thätig, wie bei den vorgenann- 
ten .Abtheilungen, sondern ganz leidend, 
weshalb die Wasserhebungsmaschinen zur 
Haschincnichrc zu rechnen sind. 

Hydraulische Maschinen. Hierunter 
werden sowohl die Wasserhebungsma- 
Bchiucn begriflen als auch diejenigen Ma- 
schinen, bei welchen das Wasser die 
bewegende Kraft ist. Zu den ersten ge- 
hören die Pumpen , Wasserschnecken, 
.Springbrunnen u. s. w. , zu den letzten 
die Wasserräder, die Reactioiisräder, Sin- 
lenmaschinen. 

Hydranlische Presse. Der gebräuch- 
liche aber uneigentliche Name für hy- 
drostatische Presse, weil deren Prin- 
cip auf einem hydrostatischen (iesetze 
beruht, nämlich auf dem Gesetz, dafs in 
zweien mit einander commnnicirenden 
Köhren von gleichem und von unglei- 
chem Querschnitt, Wasser mit beiden 
.Spiegeln in der Waage steht, ein Ge- 
setz, welches in dem Art: , Druck, hy- 
drostatischer“, Bd. II., pag. 332, nä- 
her erörtert ist. 

Nebenstehend sind 2 mit einander com- 


mnnicirende Röhren vor den nngleichaa 
Querschnitten A und a. Wenn Wasser 
hineingegossen wird, so stellt es sich ia 


Tig. 717. 



beiden Köhren in die Waage, die gröbere 
Wassermei^ in A ist mit der kleiaerea 
in tt im Gleichgewicht. Bedeckt nisa 
den Wasserspiegel in A mit einer Platte 
und beschwert dieselbe, giefst in die kleine 
Uöhre so viel Wasser hinzu , dafs es anf 
die Höhe h aiisteigt, so würde in die 
Röhre vom Querschnitt A ebenlalls h 
Fufs Wasser eingegossen werden müssen 
um dem Wasser in der kleinen Rühre 
das Gleichgewicht zu halten. Ist y Pfmal 
das Gewicht einer Cubikeiiiheit Wasser, 
sind also in der kleinen Röhre aky Pfund 
Wasser, so halten in dem gro^n Ge- 
fäfs Aky Pfund Wasser jenem Wasser 
das Gleichgewicht. Folglich hat man die 
Platte über A mit dem Gewicht Aky 
Pfund zu beschweren, wenn der Wasser- 
spiegel über a in Ruhe bleiben soll. Das- 
selbe statische Gleichgewicht findet statt, 
wenn man anstatt k Fnfs Wasser in ■ 
zu giefsen den Wasserspiegel über n mit 
einer Platte bedeckt und diese mit dem 
Gewicht aky beschwert. 

Beide sich Gleichgewicht haltende Ge- 
wichte aky und Aky verhalten sich »ie 
die Röhrenqnerschnitte a und .1. Han 
kann demnach bei einer Wassemnterlage 
mit einer auf die über a befindliche Platte 
wirkenden Kraft P auf den über A be- 
findlichen Wasserspiegel und mittel«! 
diesem auf die darauf gelegte Platte von 

unten nach oben einen Druck Q = — I“ 

0 

ausüben. 

Dieses Priiicip bildet die hydraulische 
Presse: Hau coiistruirt die Rohre a ab 
eine vereinigte Saug- und Druckpumpe, 
in der waagerechten Verbiuduugsröhn 
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iwiwhen • und A l>efin<let sich ein nach wicht des Wassers mit eingesenkten Kör- 
A hin bewegliches Ventil, die Röhre o pern. 

ist nach unten rerlineert, reicht in ein 3. Die liedingnngon für das Gleichge- 
(ielärs mit Wasser und ist am untersten wicht verschiedener Flüssigkeiten unter 
End« mit einem Säugventil versehen. 

Beim Auftug des Kolbens in n entsteht wichtigsten hydrostatischen Ge- 

in der Röhre ein leerer Raum, der auf ^rt. „Druck, hy- 

den Spiegel des Wassers im Kaaten_ wir- jjogtatischer* lusammengefafst. 
kende atmosphirische Luftdruck öffnet ,, . 

du Ventil, treibt das Wasser hinein und HTdrostltwCB6r Dracki s. »Druck, 
füllt den leeren Ranm. Beim Niodentruck hydrostatischer“, 
des Kolben wird das Säugventil »eschlos- Hydrostatische Waage, s. v. w. , Aräo- 
seo, das zwischen a und A hofindhche ju^ter“. 

DmckrentU geöffnet, in A Wasser ge- I % i • i. i 4-* ui 

® A Hyperbel (Vergleiche den Art »E1- 

trieben, welches non mit dem — fachen üpse*) ist eine Linio der zweiten Ord- 

dsr Kran P einen Druck von nnUn nach 


indem sie einer Gleichung vom 2ten Grade 
angehört; ferner ist sie eine Kogelschnitts- 
linie. Aus beiden Gesichtspunkten, dem 
Hydrometer, s. v. w. . Araeometer«, analytischen und dem svnt6etischen oder 

r'Ario«,., d.. 'T 


oben ansäht. 

Hydrodynamik, 8. V w. „Hydraulik 


dllrh 

Wassers. 


scheu ist sie bereits in diesem Wörter- 
buch behandelt 

In dem Art. „Curven“, 111 Abthei- 


Hydrostatik ist derjenige Theil der an- , 

ä iwandten Mathematik, welcher sich mit |qn„ pgg. 172, Ut die der ganzen Klasse 
im Gleichgewicht tropfbar flü.ssiger Kor- Curven zu Grunde liegende allge- 
per unter sich und mit festen Körpern Gleichung (1) aufgestellt: 

Mschäfligt. oy’-fi-cy-l-cx’-f dy-t-ex-t-y = 0 (1) 

Die Hanpttheile dieser Wissenschaft Nachdem auerst die Bedeutung und 
nmfasseo: Jor EinfluEs der einzelnen CoefBciemten 

I. Die Bestimmung des Normaldrucks gezeigt worden, ist unter der Bedingung 
von Wasser gegen feste Wände. beliebig grofser Abscissen (x) der Glei- 


2. Die Bedingungen für das Gleichge- chung die Form gegeben (Ol. 9): 


( 2 ) 


und die beliebige Gröfse der Abscisse x 
bis zur Unendlichkeit ausgedehnt, wo 
dinn die Glieder, welche x im Nenner 
biheu, als Null fortfallen uud die Glei- 
cboDg die allgemeine Form annimmt 
(01 10). 

iL = JL (_ 4 dfc 1/6»- w) (3) 

X 2a 

Hierauf sind für sammtliche Curven 
denelben Klasse 3 mögliche Fälle gezeigt ; 

1. 6’>4ac 

2. 6’ < 4ac 

3. i’ = 4ae 

worans nnn 3 mögliche Formen von Cnr- 
ven Dachgewiesen worden, welche durch 
folgende 3 Qleichnngen (19, 20, 21 pag. 
176) ausgesprochen werden: 

1 . i^ = Ax + Bx^ 

2 . y^ = Ax-Bx^ 

3. f* = Ax 


Für die erste und die 3te Gleichung 
sind bei unendlichen Abscissen auch un- 
endliche Ordinalen vorhanden, für die 
zweite Gleichung sind für nnendlicbe Ab- 
scissen Ordinalen unmöglich. Die erste 
Gleichung gehört der Hyperbel, die zweite 
der Ellipse, die dritte der Parabel an. 

Die allgemeine Gleichung der Hyper- 
bel, wenn deren Aie die Abscissenlinio 
und der Scheitel der Anfangspunkt der 
Abscissen ist, hat man also: 

y* = Ax -t- fix’ (4) 

2. In No. 15, pag. 176 ist, um anf den 
Character der Kegelschnitte specieller zn 
kommen , Bezug genommen auf den Art. : 
„BrennpunktederK egelschnitte*, 
Bd. I., pag. 420 mit Fig. 257. Hier wer- 
den die Constrnctionen der Kegelschnitte 
ans dem Kegel bildlich dargestellt und 
die Hauptformeln für dieselben abgeleitel, 
wobei me Azen als die Abacisfenlinieo 


Di 
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mit dem Scheitel F als Anfangspaokt 
gelten Die Abtheilung C handelt spe- 
ciell von der Hyperbel. 

Hit Bezog auf die Bezeichnung, Fig. 
267 ist die rechtwinklige Coormnaten- 
gleichung entwickelt (pag. 422, Ql. 1} 

,a = * ^ + ‘ilL'-.T ^") »» t (55 

COM CO» *(1«) ' ^ 

Hier ist * der Durchmesser EF des 
Kegels in dem Scheitel F der Hyperbel, 
o der ^EAF des Axenquerschnitts an 
der Kegelspitze und ß" der DFJ”, den 
die Hyperbelaxe FJ” mit der zu dem 
Scheitel F gehörenden Kegelseite AD 
bildet. 

Oder den Coefiicieut des ersten Glie- 
des durch p ausgedrückt (pag. 422, Gl. 2) : 


Hyperbeln wird No. 3 gefunden 




( 11 ) 


MiH(a~ß’y 
Diese Axe mit 2a bezeichnet, erhält 
man 

. . — S") 

* = 2 - - o (12) 

COM 

und wenn man diesen Werth von k in 
Gleichung 6 einführt , so erhält man die 
rechtwinklige Coordinatengleichung der 
Hyperbel durch den Parameter p und die 
Hauptaxe a als gegebene Cunstanten aua- 
gedrückt: 

P -a 


y* = px -p 


3a' 


(13) 


- , $%n (« — p 

y^ = px + (6) 

coM\a k ' 

An diese Gleichung knüpft sich der 
Grund für den Namen Hy perbel (Ueber- 
schnfslinie) , weil das Quadrat der Or- 
dinate (y) gröfser ist, als das Rectangel 
zwischen dem Parameter (p) und der Ab- 
scisse (x). 

3. Ferner ist nachgewiesen, dafs die 
durch Rückwärts -'Verlängerung der Axe 
und der Hjmerbelebene in dem entgegen- 
gesetzten Kogel eine zweite Hyperbel 
entsteht, welche der ersten o? ist. Denn 
setzt man für diese Hyperbel ß, für ß", 
so erhält man für diese zweite Hyperbel 
die Gleichung wie 5 : 

Jfi ~ T“ *+ — 

COM COM ’(pn) 

Nun wird gefunden: 
ß, = a-ß" 

k = k 

' nMi{a-ß'y 

Diese Werthe in Gl. 6 gesetzt ergibt 
dieselbe Qleichang mit 6 

= (10) 
COM ^ COM \ia) 

woraus dis Congruenz beider Hyperbeln 
hervorgeht. 

4. Die Hauptaxe (Fig. 257) beider 


Ferner erhält man die Coordinatenglei- 
chung durch 2 Axen ausgedrückt, wenn 
man wie bei der Ellipse eine Nebenaxe 
c sich denkt, für welche ist: 

2a : 2c = 2c :p 

y’ = '^(2aa: + a-’) (14) 

Und wenn man die Mitte der grofsen 
Axe als Anfangspunkt der Absdssen 
nimmt und die Abscissen mit ii bezeich- 
net. 


»’ = — , - o’)I 


(16) 


Aus dieser Formel geht wie aus For- 
mel 9 hervor, dafs beide entgegen gesetzt 
liegende Hyperbeln congruent sind, weil 
für -(- u und — w dieselbe Ordinate y ent- 
steht. 

Vergleicht man Formel 4 mit Formel 
14, also 

y» = Ax + Bx* 


mit 


y’ = ^ X -f — j x> 

d ar 


so erhält man wie bei der Ellipse 

die Hauptaxe 2a =-^ (16) 

B 

und die Nebenaxe 2c = — fin 

l'fi ' 

Desgleichen mit Anwendung von For- 

mel 5 und 6. 


2a = 


CO« *(pn) 


COM Ja 

«i«(a-/ä") «in (a — ,2") 

COM Ja 


;r.P 


2c = kl/-4^,-= ^ 

r Mtn(a-ß') 


Min {n-ß’Y 

Die beiden Axen 2a und 2c verhalten sich also wie -i- - 

B iB 

oder 3a : 2c = 1 ; \/B = coM^ax J'si« . sin (a — ß") 


(18) 

(19) 
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Je Dachdem da« dritte Glied Kröfser 
oder kleiner ist als das 4te, ist die Haupt- 
axe gröber oder kleiner als die Nelicnaxe; 
für <ne Gleichheit beider Glieder «lird die 
Hyperbel (gleichseitig. 

&. Die Gleichnngen 4 bis 6 für die 
Hyperbel haben die Beschränkung, dafs 
die Abscissenlinie die Axe mit dem Schei- 
tel als Anfangspunkt ist und dafs die 
Ordinaten rechtwinklig sind. Eine all- 
gemeine Gleichung für die Hyperbel ist 
aber eine solche, die eine gegen die Axe 
ganx beliebig liegende Abscissenlinie, 
tinen beliebigen Anfangspunkt hat und 
dessen Ordinaten einen Mliebigen Win- 
kel mit der Abscissenlinie bilden. Nur 
Hegt das ganie Goordinatensystem mit 
der Hyperbel in einerlei Ebene. 


Eben so wie für die Ellipse (s. .El- 
lipse“, No. U und 4, pag. 39) und mit 
denselben dort angegebenen Hülfsmitteln 
sollen nun hier die der Hyperbel ange- 
hürenden allgemeinen Gleichungen ge- 
ordnet und auf Fig. 608, pag. 40 bezogen 
znsammengestellt, auch noch einige an- 
dere Fälle hinzugefügt werden. 

A und B bedenten die Parameter der 
allgemeinen Gleichung 4 
y’ = Ax + Bx* 

AC ist die Axe, A der Scheitel, EB = u 
die Abscisse , FD = » die Ordinate. Die 
allgemeine Gleichnng für den Hyperbel- 
pnnkt D (Art. .Curven“, pag. 177, II. 
Formel 30) 


1. [sin *Cä + d) — B cos *(^ -t- J)] s’ — 2 [siii (/J + d) *ii» ß + B cot (ß + eos ß] tu 

+ (siw ^ß — B cot ’d) — [2y »i» (d + d) «ii» ß + Acot{ß-i-d)-i- 
+ iB cot (ß + — g cot d)] » + [2j »iw ^ß + A cot ß + 

+ 2B cot ß (p — g cot ß)'] u + g^ tin ^ß — A (p — g cot ß) — B (p — g cot ßß = 0 


Dreht man die Abscissenlinie CF um tel A entfernt. Ist dann /_D’F'C=d, 
C in die Axe AC, so kommt F in F', E E'F = u, D'F = t, so hat man für den 
( in £', der Anfannpunkt £' der Abscis- Uyperbelpnnkt D' die Gleichung (pag. 
sen ist um die Länge p — g vom Schei- 177, II, Formel 34) 


II. (« 1 « *d — B cot *d) s* - 2B cot d • sw - Bw’ — [il -|- 2B (p — j)] cos d • i 
-h[^-h2ß(p-d)]«-,4(p-,)-B(p-j)« = 0 
Setzt man in diese Gleichung p — g = 0; «= — u, so erhält man die Gleichnng 
für die in der Axe liegende Abscissenlinie, für den Scheitel A als Anfangspunkt 
der Abscissen und den Coordinatenwinkel d. 

III. (sin ’d — ß cos ’d) s’ + 2ß cos d • »« - Bu’ — A cot J-t — Au = 0 

Nimmt man in der beliebigen Entfer- der Axe 4= läuft, der Art, dafs die Axe 
nung E'L = k eine der Axe parallele GJ, zwischen Cnrye und Abscissenlinie liegt. 
Terlangort D’F bis G, setzt GD' = s', so Bezeichnet man die Länge AE' = p — g 
ist für Gleichnng II. D'F = s = i’ — F'C mit s, zieht von E' eine gerade Linie 
— t' — kcoteeß- E’H unter dem Coordinatenwinkel E'HJ 

Setzt man daher in Gl. II. s — A cossc d = d, so ist II der Anfangspunkt der Ab- 
für s, so erhält man die Gleichung wenn scissen , für den Hyperbelpunkt D' ist 
die Abscissenlinie in dem Abstand k mit dann IIG= u und die Gleichnng ist: 


IV. (sii* — Bcot *d) s’ — 2B cos d • s« — ßw* 

— [(il -b 2Bt — 2BA col d) cos d + 2A st» d] s + [A 2B (s + * col d)] w 

+ (1 - B col *<)) A* + (A + 2Bs) kcolJ-At-Bt* = 0 

Setzt man in diese Gleichnng s = 0, u = - u, so erhält man die Gleichung der 
Hyperbel für dieselbe Abscissenlinie GJ, für den.se1ben Coordinatenwinkel d und 
mit dem unter dem Scheitelpunkt A belegenen Anfangspunkt M der Abscissen: 

V. (si« *d — ß cos *J) s’ + 2B cos d • tu — Bii* — [(A — 2Bk cot J)cot S + 2k sti« d)] s 

— (A -b 2BA col d) « -b (1 — B col ’d) A’ -f- A A cor d = 0 

Setzt man in diese Gleichung A = 0, so erhält man Gleichnng III. 

Setzt man in Gleichnng IV. für A den Werth - A, so erhält man die Gleichnng 
unter denselben Bedingungen mit IV., nnr dafs die Abscissenlinie in dem Ab- 
stand A Ton der Axe entgegengesetzt, nämlich nach der Cnrrenbälfte zu liegt. 
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VI. (*»e ’i — B CO* *11) — 2Ä CO* 4 • *» — fi»* — [(/4 V 2®» + 2B4 c<K <l) co* J 

— 2 h *m <f] » + [.4 + 2® (» — 4 CO« J)] « + (l - ff coJ ’J) 4’ 

— (4 + 2ff») 4 col J — .4» — ff»* = 0 

SeUt man in diese Oleichang 4 *in J 90°, so erhält man Oleickniigen 

für 4, so erhält man ^e Gleichung, Bd. II., unter denselben Voranssetinngen, out 
pag. 177, Formel 38. dals die Ordinaten mit der Axe normai 

Setzt man in den vorstehenden Ulei- 
ehungen I. bis YI. den Coordinatenwin- Aus Gleichung 1. entsteht; 
kel, in I. Z(/8 -|- <*) = 90°i in H. bis VI. 


VII. s* - 2 *in /t • t« -|- (*in - Ä co» •/<) «’ — 2j «i« /J • * -(- [2j »in ’/i -j- Aeot ß 
+ 2B cöt ß (p — g co$ ß)] u + g* »in*ß — A {p - 3 cot 1^) - B (p — g cot 

Aus Gleichung II. entsteht 

VIII. »* - ffn* + [4 -I- 2ß (p - s)J u - 4 (p - j) - ff (p - s)* = 0 
Aus Gleichung 111. entsteht 

IX. »*-ff»»-4u=0 

Aus Gleichung IV, entsteht 

X. s* - ff»* - 24» + (.1 + 2Bt) » -f 4* - 4* - ff** = 0 
Ans Gleichung V entsteht 

XI. »* - ff»* - 24z - 4» -h 4* = 0 
Aus Gleichung VI. entsteht 

XII. a* - ff»’ + 24» -1(4 -1-2®»)» -14» -4*- ff** = 0 


6. Baud II., pag. 178, No. 23 von I. 
bis VI. sind für alle Kegelschnitte die 
Werthe der in der allgemeinen Gleichung 
(1) vorkonimenden Coefficienten erwiesen 
und angegeben. Es sollen diese Werthe 
t&T die Hyperbel allein hier zusammen- 
gestellt werden und zwar in Beziehung 
auf No. & mit Fig. COS für die Gleichung 
az* iz» c»* -t-<f»-fe»-)-/'=0 

I. Der Coefficient a ist =1, wenn 
^ DKC = (J + ß), d. h. der Winkel, deu 
die Ordinate mit der Axe bildet, ein Rech- 
ter ist. Dividirt man daher eine mit az* 
gegebene allgemeine Gleichung für die 
Hyperbel mit a, so verwandelt man die- 
selbe in eine Gleichung, für welche die 
Ordinaten mit der Hyperbelaxe normal 
sind. 

Da diese einfache Operation überall 
ansznführen Ist und die übrigen Coeffl- 
cienten vereinfkcht, so sollen die Glei- 
chungen I bis VI. für die Untersuchung 
der Coefficienten aufser Betracht bleiben. 
Die letzten 6 Gleichungen gehören also 
der allgemeinen Gleichung an 
»* -1- iz» -|-c»*-H</»-)-e»-l-/'=0 

II. Der Coefficient 4 von z» ist = dem 
doppelten negativen Sinus des Winkels 
(ß) zwischen der Abscissenlinie und der 
Axe (Gl. VII). Wo die Abscissenlinie in 
der Alxo oder mit derselben 4; liegt, ist 


ß = 0 und das Glied mit z» fällt fort 
(Gl. VIII. bis XII.). 

III. Der Coefficient e von »* ist sbea- 
falls nur von demselben Winkel ß ab- 
hängig und = zt» */5 — ff cot *ß. 

Wo die Abscissenlinie in der Axe oder 
derselben 4= liegt , wird c = — ff. Dieser 
Coefficient kann nie =0 werden und das 
Glied mit »* kann nie ausfallen. 

IV. Der Coefficient d von z ist = der 
doppelten Entfernung des Anfangspunkts 
der Abscissen von der Axe ; negauv, wenn 
die Axe zwischen der Hyperbelnälfte nnd 
der Abscissenlinie liegt (Gl. VII., X., XI.), 

ositiv, wenn die Abscissenlinie zwischen 
er Axe nnd der Hyperbelhälfte liegt (Oil. 
XII.). Ist die Axe die Abscissenlinie, 
so fidit das Glied mit z fort. 

V. Der Coefficient * von « bängt von 

3 Elementen ab. 1. Von dem z/f **>' 
sehen der Abscissenlinie und der Are. 
2. Von der Entfernung £'4 des Anfangs- 
punks £’ oder des auf die Axe projicir- 
ten Anfangspunkts £ von dem Scheitel- 
unkt 4 der Hyperbel nnd 3. von den 
arametern 4 und ff. 

Ist die Abscissenlinie die Axe, der Schei- 
tel der Anfangspunkt der Abscissen (01. 
IX.), oder läuft die Abacisseniiaie mit 
der Axe 4= und ist die ProieeBon des 
Anffingninnkts auf die Axe oer ScheitB 

4 (Gl. XI.), so ist * w — 4L 
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Iit di« AbsoÜMnUnie die Axe nnd die 
Entfgraang dea AoflingaMiikta Tom Sdhei- 
ttl = ^-j = « (Ol. vnr.), oder llntl die 
AbaciaaenliDie mit der Ajre 4^ nod Ut dje 
Projection des Anfangspunkts auf die 
Axe um die Lange s vom Scheitel ent- 
fernt (Gl. X., XII.), so ist e = A + 2Bt. 

In Gleichung VII. Ut p — j coi ß=i, 
fnr A nnd B stehen deren auf die Axe 
genommenen Pnuectionen A cot 
Bcei,»; hierzu kommt das fllied 
2ytiaV, uud es Ut; 

e = 2p fin *^ + A cot ß + 2Bi cot ß 

VI. Der CoefScient f, das be- 
kannte Glied «ird =0, wenn der 
Anfangspunkt der Abscissen ein 
Pnnkt der Hyperbel Ut (Gl. IX). 

Liegt die AbscUsenlinie 4= der 
Axe und fällt die Projection des 
Anfangspunkts auf die Axe in 
den Scheitel (01. XL), so Ut f = 
dem Quadrat des Abstandes A bei- 
der Parallelen ; A’. 

Liegt die AbscUsenlinie in der 
Axe, der Anfangspunkt der AbscU- 
sen in der Entfernung p — g = t 
Tom Scheitel (Gl. VIII.), so ist 
f=-At-B^. 

Läuft die Absclssenliaie io der 
Batfemnng h der Axe und Ut 
die Projection des Anfangspunkts 
auf die Axe nm t Ton dem Schei- 
tel entfernt (Ol. X., XII.), so ist 
f = h*-At-Bt> 

Setit man A’ — A* — B»’ = 0, so 
erhält man dasjenige t bei gege- 
benem A oder dasjenige A bei ge- 
gebenem t, für welMes der Anfangs- 
pnnkt der AbscUsen in einem llyperbel- 
pankt liegt. 

Setat man in der allgemeinsten Glei- 
(hnng Vn. die Entfernung g rie ß des 
Anfangspnnkts von der Axe = A, ; die 
Entfernung p — gcot H der Projection des 
Anfangspunkts rom Scheitel = s, so bat 
man gans allgemein: 

r=k*-At-Bt^ 

In Band II., pag 180, No. 25 mit Fig. 
534 wird die geometrische Constmction 
der Parameter A nnd B bei gegebenem 
Kegel gezeigt. 

Ferner ist pag. 181 ein Beispiel, wie 
ans einer gegebenen allgemeinen Glei- 
chnng mit Zanlencoefficienten die zuge- 
hörige Hyperbel gefunden nnd geome- 
trisch constmirt wird. 

6. Um nnn speciellere Untersuchungen 
über die Hyperbel ansnstellen Ut an die 
roD Ne. 1 bin No. 4 anfgestellten Glei- 


chnngen 1 bis 19 anzuknüpfen nnd fort- 
sufahren : 

ln Fig. 718 Ut QDEF eine Hyperbel, 
E deren Scheitel, MJ deren Axe, ME~a 
= der halben Ilauptaxe, also M der Mit- 
telpunkt zwischen der Hyperbel QDEF 
nnd der links ihr entgegengesetzt liegen- 
den Hyperbel Für den Hyperbelpunkt 
ü Ut also EQ = X, GD = g. 


Fig. 718. 



Berührt L8 die Hyperbel in D und Ut 
DW normal auf LS, so ist DT die Tan - 

§ ente, DH die Normale, TG die 
nbtangente und HG die Snbnor* 
male. 

Bd. II., pag. 185 sind die allgemeiaen 
Formeln für die genannten 4 Linien an- 


Nun bat man ans 01. 14; 

8y c’ a+ X 

g 

' *-57*- iV 

Also die trigonometrUche Tangente des 

zdtg = 

<« n = — j • — (*v) 

^ a* g 

Snbtangente TG = 

( 21 ) 

Sg fx 0 a 


Di. 1 ' . CI.:i.j1( 
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T.ng.nte flr= , 1 + (/'*)> = ^ \'{^ ,)’ + (- + x) j 
Suhoormale GH = fx^fx= - (a + x) (23) 

Ä* 

Normale DH = /* | rTor’*^ = i- 1 - c* + (o’^ e») y> (24) 

a 

Ist Dlf der Krnmmuogsbalbmessei r für 0, so bat man nacb Bd. II., pig. 
188, 01. 9 bis 11, nämlich nach 01. 9: 


, _ _ [L+ (/*^)*]* _ , [o*s’ + e*(o + x)>l 

r'x ^ 

Nach 01. 10, die Abscisse 

Nacb 01. 11 die Ordinate 


i>li 


(25) 

(26) 


WJ=i=3+ 


1 + (/'*)• 
r'x " 



(27) 


Nimmt man die Abscissen vom Mittel- 
punkt M der Hyperbel als Anfangspunkt, 
so hat man 

EG = MG-ME 
oder X = u — a 

Oleichnng 15 ist 

y*=J («>-<.») 

nnd es ist nun statt Formel 20 bis 27: 
c’ u 

«*-a> 

Snbtangente TG = — — (29) 

Tangente 0r = ^)^^+c*)«>-o‘ (30) 
Snbnormale GH = ^ « (31) 

Normale DH = ^ l'(a>-(-c*)«»*-o* (32) 

Ä* 


2. dals die Differena xwischen der Snb- 
tangente nnd der Abscisse eine endliche 
Länge ist; die Hyperbel ist als Beispiel 
genommen and nachgewieaen , d^s ihr 
eine Asymptote sukommt and ^eselbe 
für die der Hyperbel za Omnde liegende 
Oleichnng ** = «’» -P 4'x* eonstmirt- Es 
ist ohne äalfe der Differenzialrechonng 
gefunden 

Sabtange — Abscisse ~ ® ~ * 

a' 


0 

woraus bir X = « diese Differenz = 

Ist (Fig. 718) ML die Asymptote, so 
ist £ der Anfannpankt der Abscisse. 
M der Anfangspankt der Asymptote, also: 

8nbtg.-» = Ä£=^, 


r=DW = 


(o* jf’ + C* Sl>)^ 


:s— (33) 




die Abscisse EJ — «•— 

a* 

fgi 

also die Abscisse MJ = — ^ — w* 

a* 

Die Ordinate WJ bleibt wie Formel 27. 
7. In dem Art »Asymptote* mit 
Fig. 100 sind dis Bedingangen erwiesen, 
unter welchen eine ,Carre eine Asymp- 
tote bat; diese sind:' 

1. dals die Cnrre eine unendlich grofse 
Abscisse znlifst und 



Soll die Oleichnng y*= o'* -p V** in 
die Form von 01. 14 gebracht werden, 
so ist XU setzen 

e* 

für o' der Werth — = • 2a = 2 — 

o* a 

für k' der Werth 

a’ 

Es ist demnach 



folglich ist der Anfangspankt der Aswh 
tot« der Mittelpunkt oewer Hypetbelo. 
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Der /_LME = d der Asymptote mit 
der Axe ist in dein Aufsati (gefunden 
1S9) aus der atlf;emein geltenden 
uleichnng 

Sobtangente (TG) x »j y {DTG) = jr 
hierein die Wertbe gesetzt und entwickelt: 


19 y = 



Für x—rK entsteht 

2*' i, 

also nach der Bezeichnung von Gl. 14 



(36) 


Errichtet man also in £ auf der Axe 
eine Normale EN = der halcen Nebenaxe 

= = »0 hat man 

in der durch MN gesogenen geraden Li- 
nie die Asymptote ML. 

8 Han findet die Lage der Asymptote 
auch aus den Gleiohnngen 29 unu 28. 
Nach Gl. 29 ist 

«> — a’ a* 

Subtangeute GT= — - — = « — — 

daher Snbtg. — 11 = — 

für w = so ist also Subtg. — m = 0 
oder Subtg. = « (37) 

Es hat mithin die Asymptote ihren 
Anfangspunkt in M. 


Nach Gl. 28 ist «j o = -j • — = • 

<i y e 




V-5 


Für w = 00 wird n zu J und es ist also (wie Formel 36) tg6 = — 

41 

9. Desgleichen findet man die Lage der Asymptote ans Gl. 21 nnd 20. Nach 
Gl. 31 ist 

. o’ S’ _o*y*-(ac*x + c>x*) 

Subtg. - Abscisse = — , • — ^ * = — — r 

^ c* o + X c’ (a + x) 

_ c* (2ox X*) — (oc* X + c* x>) _ ox a 


c* (a -|- x) 


<• + * 


Für X = 00 ist also die Differenz zwischen der Sobtangente nnd der Abscisse 
x = a=ME. 


Nach 01. 20 ist 




a-\- X 


a-^ X 


• \'2 ax + ** 


+ I 


|/!f 


+ 1 


also für X = 00 ist lg it - — .• 


10. Jede aus dem Mittelpunkt M durch 
einen Hyperbeljpunkt wie D gezogene 
erade Linie MO ist ein Durchmesser 
er Hyperbel (s. .Durchmesser“ 
mit Fig. 582 nnd 583), d. h diese Linie 
zur AMcissenlinie genommen, existiren 
Ordinalen PQ nnter einem constanten 
Z 7, die alle Ton der Abscissenlinie MO 
halbirt werden. Die Ordinalen sind sämmt- 
licb 4^ der Tangente LS für den Dnrch- 


schnittspnnkt des Durchmessers mit der 
Hyperbel, und wenn ML nnd MX die 
beiden Asymptoten der Hyperbel sind, 
so ist die zwischen beiden Mlegene Tan- 
gente LS der zu MD coordinirte oder 
conjngirte Dnrehmesser nnd wM 
in dem Punkt D halbirt. 

Dals diese Halbimng statt findet, dafs 
also DL = DS erweist sich folgender Art. 

Bei der Bezeichnung Fig. 718 hat man 


also 


MD : DS = sin MSD : sin DMS = sin (y + d) ; sin (d rj) 
MD: DL =; sin MLD :sin LMD = sin (y — d) : sin (d — y) 
ns . nt . sin (d - 1;) 

sin {y + d) ‘sin (y — d) 
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Es ist also au beweisen, dais die bei- 
den letalen Glieder der Proportion ein- 
ander gleich sind, oder mit anderen Wor- 
ten; an untersuchen, io welchem Ver- 
häJtniCi die Winkel y und n au d atehen 
müssen, damit beide Quotienten einan- 
der gleich werden: 

Uan hat demnach au nntersuchen das 
Verhältnifs 

»in ( J -1- ij) • »in ()•— J) ui« (.1 - . »in ( j- -f ,f) 
Die Klammem aufgelöst und gehoben, 
erhält man 

ein *J . cos y • cos tos *d • sin • sin tj 
oder lg ’d '■ <9 r • >3 n 

Nun ist Formel 30: igj = — 

a 

Ans Formel 28 der Ay, wenn er der- 
jenige Winkel ist, den die Tangente an 
D, für DG = y und dft> = u mit der Axe 



Kithin hat man für die Gleichheit Ton 


LD und SD 

C* C* IS 

« DG 
woraus •3n=~=„a 

Es ist mithin LD = SD. 

II. Um narhsuweisen , dafs jede mit 
der Tangente in D parallele Ordinate wie 
QP durch den Durchmesser HO halbirt 
wird, dafs also RQ = RP, kann man auf 
die rechtwinklige Coordinatengleichung 
15 zurückgehen: Denkt man sich die Lothe 
QQ' und PP' auf die Axe MJ gefällt, so 
ist nach Gl. 15 

[(«(?’)• -»T 

und (Pn’= 

Bezeichnet man die Abscisse MR mit 
SS, die Ordinateu RQ und AP mit y, und 
y, so hat man 


QQ' = QR sin j> + MRsin g — g, sin >” -f «, sin ij 
PP“ = PR sin y — MR sin = y, sin y — ss, sin ij 
MQ'= MR cos t; -f 0 A cos y = ss, cos ij -|- y, cos y 
MP' = MR cost) — PR cos y = si, cos rj — g,cosy 
Demnach hat man die Uebereinstimmung der beiden Gleichungen zu erweisen: 

c* 

(y, sin y + si, sin ij)’ = [(«, cos g + y, cos j-)> - o‘J 

c* 

(y , sin y-u, sin !;)’ = -= ((w, cos i) - y* cos yf - o*J 

A* 

Oder zu ermitteln, unter welchem Verhältnifs zwischen den Winkeln y nnd ij, 
indem man y, = y, setzt, folgende Gleichung besteht 

e* 

(y sin y ± II sin i))’ = -j [(w cos ij ± y cos j-)* — a*] 

oder geordnet; 

(«’ sin - c cos ’/) y* :fc 2 (a’ sin I) • sin y — c> cos ij • cos y) ya 

•f (o* sin *ij — c’ cos ’ij) «’ -f o’c’ = 0 (3g) 


Diese Gleichung kann aber nur beste- 
hen, wenn das mit 2 Vorzeichen reise- 
hene Glied rerschwindet, wenn also 
a’ sin IJ sin j' — c’ cos IJ cos y = 0 

oder wenn -^ = 1 • <y y (39) 

DG y 

Nun ist ‘91 = ji,g= — 

folglich ist für die Gleichheit too AP 
und KQ 



Es ist also (nach Formel 28) y der 
Winkel, den die Tangente in D mit der 
Axe bildet. 

Setzt man den Coordinatenwlnkel QRO 
= (jp, so ist (p = y — IJ. 

Man erhält also ip durch ij aasgedrückt 
wenn man in die Gleichung —, = Igg- lg y 
den Werth Ton tp einführt. 

Dann ist — , = /j ij • »y (<p -b ij) 


woraus 


_ C» — O» ty »IJ _ c* cos *IJ — g* sin *ij 

^ (n’-l-c*) »y I) («*-b e*) sin cos y 


( 41 ) 
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Daieh Cmformnuff «lUlt man noch 
die Pormol für den Coordinatenwinkel 
. (e* CO» »II - a* «n *1))* 

»ia’tc= — , — ■» 

m* »IM »II + c* CO» ’ij 

12. Um eine schiefwinklige Coordina- 
tenglekhung zwischen QK=jjj, und Mil 
= », berzustellen bat man aus Oleichiing39 
c* 

woraus durch Umformungen 

O* »IM *l| + c* ’*I 
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(ov-SJf) , 

• eoi 

tm V = ; — i — —3 =- 

CO# V = ~4' • 

' tt* M. 


• »i« *ti 


(43) 

a* »in *17 + c* CO» »ij ^ 

Setzt man diese Werfhe in die Cnordi- 
natengleichun^ No. 11 mit fortgelassenem 
Gliede ± (n* »in >j »in j-- c* roi ij co» ]■) yw, 
so erhält man redncirt und geordnet; 




j o* »in »ij + c* CO» »i; 
c* CO» •/)— o* »in’ij 


(45) 


MD> = n,< = 


, ;--r (4G) 

n’»iM ’i) 


In dieser Gleichung ist also ,WR = ii, ; 

Ä{t=Ä/’=y, ME = a, EM = r, c* ros ‘ 11 - 

Setzt man in diese Gleichung ij,-0, 12 . Um den conjugirten (halben) Durch- 

IO erhält man für MR = w, den Ltnrch- messet DL = r, gleicbfklls wie n, durch 
mesMt Ml) = n, die Axen n, e und den ^ q anstudrücken 

nämlich hat man No. IO; 


DM : D£ = n, : e, = »in (y - d) : »in (if - q) 

»in (J — n) _ rot q • lg J — »iw q 
*“ tin{y— iS)”' ~ sin y —rot ylg il"' 

Nach Kormel 36 ist lod , daher ist 
a 

c cot n — a #iii n c cot #i — 4 nn n 
r, = — r— ^ ^ 4 , s }' • n, 

m tmy cot y nlg y^ e 

r* c* cot n ... 

Nach Formel 39 ist lg y = , rot q = , • . — , mithin 
' ' o» a’ »in n 


r cot q — n »in q 
c» ro» q 


tee y a, = — n, • »in q tee y 


(47) 


a »in II 

Setzt man für o, seinen Werth ans Formel 46 nnd ans Formel 39; 

I,/c* CO» II \» l'n* rin’q + e* cot*q 

\.|» ,j„ ij/ a*tinq 

a* c* o* »in »ij + c* rot »y 

a»»iH »II 


c» CO» »i; — n* »in *ii 


and redncirt 


,_n*»in»ii + c* cot *q 
' c» CO» »II — o» »in »II 


(48) 


13. Man bemerkt, dafs der Werth ron 
c,’= ist dem letzten Gliede der Gleichung 
46. biridirt man c,» durch n,» (Formel 
48 durch Formel 46), so erhält man den 
l'oefBcienten des ersten Gliedes dersel- 
ben Gleichung. Hau bat demnach aus 
Ol. 45. 


welche mit Gl. 15, wenn statt der burch- 
messer a,; c, die Axen oj c gegeben sind, 
übe reinstimmt 

Ehen.so entstellt mit Gleichnng 14 über- 
eiustinimend, wenn man DR = r, setzt; 




• (2n, r, + X,*) 


(50) 


»^^•n.»-c» 


r t 

oder y.’= -(n,* — o,») 


(49) 


14. Verbindet man Formel 46 nnd 48 
durch Mnitiplication, so erhält man 

j , j o‘ »in »^ c* 

' “ (c’ CO» »II — a’ »in »a)» 


1.»-. 
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Der letite Brachfactor iat nach Formel 


iia’qp 

hieraaa c,* «in •</ = a’ e* 
oder a, c, sin ijr = ac (61) 

D. h. dasProduct i neier coordi- 
nirter Ualbmesaer in den Sinus 
des von ihnen gebildeten Winkels 
ist ronstant, also eieich dem Prn- 
dnct der beiden halben coordi- 
ni rte n Axen. 


Nun ist lUD - <i,; LS = 2c, MDS = <f 
folglich a, • c, • »in i]p = A MLS 
Ks ist also jedes A wie JULS zwi- 
schen den beiden Asymptoten und 
einer Tangente constant = dem 
Axendieieck 2xMRJV, oder wenn 
mau NE bis N' in IHX verlängert 
denkt = dem A WiVAf’. 


lü. Aus Formel 46 und 48 erhält inan 

‘‘"3 (.r,2) 

c’ cos — n’ iiH 


Schreibt man für a*c* den Werth 
n’ c’ sin ’i) a* c’ cos >i) , addirt und re- 
ducirt, so erhält man: 

o,* — c,’ = a* — c’ (53) 


D. h. die Differenz der Quadrate 
jezweiercoordinirten Halbmesser 
ist constant und = der Differenz 
der Quadrate beider halben Axen. 


16. Die Hyperbel ist eine KegeUchaitts- 
linie und es kommt auch dieser, wie der 
Parabel und der Ellipse ein Brennpunkt, 
oder vielmehr: es kommen den beiden 
zusammengehürenden Hyperbeln auch 1 
zusammengehörige Brennpunkte zu. Die- 
ser Gegenstand ist in dem Wörterbuch 
schon behandelt in den Art. .Brenn- 
punkt der Hyperbel, Brennpunkts 
uer Kegelschnitte“. In diesem leti- 
ten Aufsatz: die Brennpunkte der Uj- 
perhel in No. 3, pag. 423 bis No. 6, psg. 
425, mit Fig. 258 und 259. 

Das Wesentlichste hiervon mit Bezug 
auf Fig. 719 zusammengestellt ist fol- 
gendes: 

E,E’ sind die Scheitel beider zusam- 


Fig 719. 



mengehürigen Hyperbeln, M deren Mit- 
telpunkt, KE — ISE' — a. Zur Bestim- 
mung der Brennpunkte B,B’ ist 


MB=KB‘ = \'KE»Jr NP = = e = KN 


(,KE, NE, KN s. Fig. 718). 

KB = KB’ = KN = e heilst die Ex cen- 
tricität der Hyperbel. 

Zwei gerade Linien von beiden Brenn- 
punkten nach irgend einem Hyperbel- 
punkt D, nämlich BD und B'D heiisen 
zusammengehörige Brennstrah- 
len, und es ist jedesmal deren Differenz 


B‘D-BD=EE’ = 2a 

(54) 

Ist DT die Tangente in D, 
Z.BOT= ZB'DT 

so ist 

(56) 

Ist M die Abscisse für den 
MG Fig. 718) so ist 

Punkt J) 

B'D=— + a 

a 

(57) 

BD = --a 

a 

(58) 


17. Verlängert man eine Ordinate bis 
zur Asymptote, wie Gü bis U, so ist 
überall 


Ol/> — CD> constant = EN* = c* (59) 

Denn es ist KEtKN=KG:OV 


oder atc=U'.GV 

woraus QU = — u 
a 

also {GU)>=~u^ 

o* 

ft 

Es ist aber CD* = y* = -^ (w* — a*) 

daher Ct/* - w* = -?! a» = c> 

a’ 

18. Zieht man ans einem Hypeibel- 
punkt D eine grade Linie DV bis zur 
nächsten Asymptote mit der iweiteu 
Asymptote Ka, so ist KV x Dt' con- 
stant und zwar wenn EZ ebenfalls 4= MX: 
KVxDV= KZxEZ = ie* 

Cm zuerst zu beweisen, dafs K7.xEl 
= Je’ hat man 
da £Z ip KX 

Z ZKE = ^ZEK 
daher KZ = EZ 

und 

Af Z X E Z = Af Z* = (I #fV)>= J (a’ -f c’) = J«’ 


Dlgilizp^'- ■; .ciüglc 


Hyp«rb«l. 


Hyperbel. 


Bewirhoet man DV mit *, MV mit a Nun iat ÜO = MU $inS = (* + v) tini 
»0 iat, da VDV NEZ nnd wenn man ron V auf DU eine Nor- 

uud EZ = NZ »**•* denkt, 

auch BV = VY UD = i VVt i» ■t = 2ram J 

also Ät/ = JlfK+ yK=a + e mithin DC = l/C - t/0 = (a - r) linj 

Hieraus VC* - DG* = |(a + a)* - (> - r)»] ain «J = tar sin »J 

EN* r* 

oder nach Formel 59 c* = tae ai« *it = dar • „ = 4ac • -j 


woraus ae = ie’ / “ + 

und f(.i(fiich ox“ I ' + n*\nr ' 

#FxOF = a-w= Je* (60) Setit man (Fig 718) KG = x, OC = y, 

Man nennt |e* die Potenz der Hy- so ist Bogen Eü = l 

|)frbel und die Gleichung a • e = !«• die und Rogen ED 

iHeichnng der Hyperbel zwischen , ,4 + ,v« 

ihren Asymptoten. ' 

19. Rectification der Hyperbel. * „ 

Die allgemeine Rectificationsformel, Bd. II. _/j n. 

pag.191i.st: 7/1 a» 2«x + »*'’ '^ 


pag. 191 Ist: 


/öy\*~ , p Diese Formel ist nicht zu integrireu. 

+ VOx' ' Nimmt man dagegen Formel 15 


fS 

Nun iat jp’ = - j (2w* -b x*) 
daher 

Os a’ y 


, Oy c* u 

ao bat man „ = — 

OM tt* y 


1 

c*)u*—a* r * o’-(-c 


öt_| / «* si* l'i 1 “* _ I o’ + c’ 

8ii“J '*’ai*"y*'"| ^4s*’ SS* — •’ ' a* (m* - ~ 

Diese Formel ist nur zu integriren, wenn man die Wurzel im Zähler in eine 
Reihe auflöst. Setzt mau zur Vereinfachung ^ ^ = »’ so ist 
r\'»*- n*a* 

•/ M ) 'is* - a* 

Man entwickelt die Reihe ans dem Zähler durch directe successire Wurzel- 
ausziehnng und erhält 

j — j_ * ss*<i* l-l ss*a* 1-1-3 »*a* 1*1>3*5 «• o* 

"" ** ti 2-4 M* 2*4*6 M* 2-4-C-8 w* 

Ihn hat demnach 


/* s*Oss aa* p Om w*m*/* Oss w* «* p Oss 

\/\'»*-a‘ ^f/a\ u*-a* ^,/*‘'\ u*-a* 

Nun ist 

/• w Oh j 

/ = i'm’ — a* 

,/ i w* - a* 

Ow 1 w 

— ■ = — arc sec — 

mim*-m* “ « 

/* Om , l'w* — o* , 1 m 

j/,i|y_aJ m*u* 2q* a 


Digitized by Google 



Hyperbel. 


272 


Hyperbel. 


/ '* _ . V'ti»- n« I V - n» 1 • 3 

I u’ — "ö* a* «I* 2*4 a* «’ 2 • 4 • a* * 

/ • 8* _ , V «*-o> 1.5 1.3. 

* «’•** ^4.6' o‘«* "^2.4. 


ö I — o’ , 1 . 3.5 » 

. — =«rcnc — 

'\iu'—a‘ »•» o’«' z. 4.6 2 . 4 . 6 . a’ 

u. 9 w. 

Da der Bogen vom Scheitel anfängt, so ist er = 0 für tt = n. Da nnn die In- 

tegralo entweder den Factor — o’ oder den Factor sec— haben, so wird jedes 

a 

Integral =0 für u = a und die ('onstante fallt fort. 

I>io Werthe sämintlicher Integrale znsammengcstellt ergeben den Bogen 


II I IC' V*“ \ ■ wV 

(— , + i . g ■ j 

-[i + i‘s »’ + I is "* + g fj’gi IS* f . . .. j 


HM*arcter — 


?0. Quadratur der Hyperbel. Die allgemeine Qiiadraturforiuel für reibt* 
«iiikligo Coordinateu Ktcht B<1. 11., pag. 192 
y=/!/>0x-i C 

Nun i.st jr* = (.’nx + X*) 

Mithin ist die Ebene KDG = j' ^ . 1 (2ax + x*) 

Nach der allgemeinen Integralforinel 

r , — - — • 6 + 2rx r, ; 5* . / A + 2rx \ 

/, ,,^ + = ___ , + „> - --- . ln ( 4 1 4x + ex*) 


bat man 


~ + *’ “ jo’ /n (« 4- X + |'2ox 4 x’) 4 cj 


Für x = 0 wird F=0, man hat also »r Bestimmnng der Constanta 
0 = — Jo’ . /it o 4 C 
woraus C = 4 jo* . In o 

nnd vollständig 

"■ T ["-F - 1- I 

Setzt man x = ts — o so erhält man 

f’=— Inl/n’-o’- 


'■-sh'* 




(61) 

(65) 


21 . Es Ist A OitG = j (o 4 x) y = jssy 


= ^ (« + x) I 2ox 4 x’ = ^ II i '«’ - o’ 

Zieht man hiervon ab die Ebene F=EDG (Formel 61 — 62), so erhält man 
die zwischen den geraden ME, M D und dem Roge- "l liegende Fläche 


, , fl4x4l'2flx4.x’ ii4|ii’ — o’ 

MDE = Joe . logn = j oc . logn 


(63) 


22. Setzt man (wie No. II, Formel 46) den Dnrehmesser MD = a, so ist MG 

= (o 4 x) = o, CO» ij ; und da zugleich | 2ox 4 x’ = .^ y = — o, sin ij, so bat man uich 

Formel 63 

m ttni- . I a, a $in ti + c cot ti 

Ebene MDh= joc logn — • ‘ (64) 

a r 

oder Ebene ,W/)£ = joc /oyn (66) 
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23. Koltiplicirt man Zähler nnd Nen- 
ner in 

foy • jjjjj + 

ac 

so entatebt 

I c« (a -h »)» - a* y» 

’a«[c(a + x)-By] 

Schreibt man für (a + x)‘‘ den Werth 
a’, so hat man den Zähler 

c*a’ — a’ = — a’ • a’)=oV 

Mithin hat man den loj in 65 


hj 


ac [c(a-|-x) —Bl/] 


= log 


c (a -t- x) — aj 

/t/* 

( 66 ) 


Folglich nach Formel 69 
Ebene D£ZF=iac/oy.^ (70) 

Setzt man in Formel 70 für v den 

fl 

Werth aus Formel 60 = J ■ — so hat man 
noch 

Ebene DEZ V = ^ac lag • — (71) 

27. Es ist a = e cot i 

e — esiaJ (g, No. 16) 
hieraus |ac = sind» cot sin 2d 
Mithin 


nnd 

Ebene KDE = iacln — — ; — r 

c (a x) — ay 

24. Ist (Fig. 719) B der Brennpunkt, 
also MB = c, und denkt man sich zu f>. 
die Ordinate DO nnd die Linie DK wie 
Pig. 718, 

so ist A KDB — Sect. KDE = Ebene EDB 
oder 

Ebene £flB=jcy-lacin^^^?+f-^] 
ac 

= icy-iac/n— 

25. Aus No. 18 bat man 

DKx AfVrrfiZxJMZ 
Da nnn in den beiden Dreiecken KDV 
und MEZ die Winkel bei F und Z ein- 
ander gleich, sind so ist 
hKDV-.H,MEZ = DV%KY=EZyc.KZ 
wonns ^MDV=^KEZ (68) 

beides von Ebene liEDV = KEDV 
bleibt Ebene ilf/)£ = Ebene DEZ K~ (69) 

26. Diese Ebene DEZ V läfst sich auch 
durch die Linien DV = c nnd KV=i 
(s. Formel 60) ansdrücken: 

Es ist nämlich 

GU ■. CK = EN ■. EK 
oder GU : b -1- x = c ; a 

voraus OU = — (a -|- x) 

» ■ ik 

Nnn ist . * 

DD= CD - y = -1 (a-Hx) -y = 

o a 

Da nun zugleich 

DO-.DV=EN-.EZ 
oder DU : e = c : 

2»r c (a -I- x) — a y 

so ist DD= — = - ■ ' P 

e a 

Hiermit Formel 66 verbnnden gibt 
Ebene KDE = ^ac ioy • ^ 

Ul. 


Ebene DEZ F = sin 2d • log 


2t 


(72) 


Bei der gleichseitigen Hyperbel 
ist d = 45°. 

Man hat demnach für diese 

2t 


Ebene DEZ F = log - 


(73) 


Diese Eigenschalt der gleichseitigen 
Hyperbel, dafs die Ebenen zwischen der 
Asymptote nnd der hyperbolischen Linie 
nur durch den natürlichen Logarithmus 
der Abscissen und die Excentricität der 
Hyperbel als Constante bestimmt werden 
ist der Grund, dafs die natürlichen 
Logarithmen auch hyperbolische 
Logarithmen genannt werden. 

28. Es sei Z die eine, t eine zweite 
von K aus auf die Asymptote genom- 
mene Abscisse, so ist der Flächenraum 

2Z 

für die erste = ie’ ln — 

für die zweite = e’ la — 
e 

der Unterschied ist 

Ist demnach das Verhältnifs Z ; t als 
eine constante Grülse gegeben, so ist 
2 

auch ln — constant und die ünter- 

z 

schiede je zweier Flächenränme 
für dasselbe Verhältnifs zweier 
b e liebiger Abscissen sind einan- 
der gleich. 

29. BestimmnngderUmdrehnngs- 
flächen. 

Bd. II., pag. 194 steht die allgemeine 
Formel für rechtwinklige Coordinaten 

r=i,/;]/'i + (|r)’+c 

Legt man Formel 15 zu Grande 
18 
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y’ = ^ 

. , 9 y c’ u 

80 ist ^ * — 

ou a* y 

Nun ist die Oberfläche, welche ent- 
steht, wenn der hyperbolische Bogen ED 
um die Axe sich dreht: 

Fu = 2,v/y|/l-h^. 

.(-^)’ö« = 2o/| y>-b^w>8w 

= ^(«* — a)* + ^ «* Öw=2/i ^^i' *****” a*8« 

Nun ist /i e*«* - a* Om = 

Y j'e* 2 e *** ^ *** - a*) + C 


Für « = II irird F=0 mithin bat man das / für v = a 

0 = ye* a*—a*—~ ln [ra + Je* a* — a*J + C 
ac a* , 

woraus C =: — — + — /« (e + r) a 

^ £9 

und das vollständige Integral 

.. T“ i “*1 **<+ 1 

/' = 7ic -jV«*«’ — o‘ — c In 7 r"i I 

Lo’ « I» (e + ••) J 

30. Für die Umdrehung des Bogens ED um eine in M auf der Axe befind- 
liche Normale ist 


.Tigl’s, 


woraus 


[VJÜ ,n(ey + ,'eV + 




Für V = 0 wird F= 0 mithin 

c* 

0 = 2vo • — /» c* -I C 
2e 


mithin vollständig und reducirt 

F=ua[»J^- 


c’ e 


e« y» + c« 1 

c*' J 


(76) 


31. Für die Umdrehung des Bogens gleichung gehörende Abscisse ist aber 
ED um die Asymptote ML ist die Ab- Jf K -f DK cos (2(f) , die zugehörige recht- 
scisse = MV, die Ordinate = KD; beide winklige Ordinate = DK sin 2d. Beieich- 
bilden schiefwinklige Coordinaten. net man nun AfK mit x, DK mit y, w 

Die zur rechtwinkligen Coordinaten- hat man nach No. 30 die Quadraturformel 


K=2,/,.m(2J)]/l + ^-^lf,^,9(x-l-,co.2d) 


= 2n /y sie (2d) I [9 (y »ii* 2J)]’ + [8 2<J)]* 

und die Klammern aufgelöst 

• F=2n fytin (_2if) ) (9y}* + (8x )* -f 28x • 8y co s (2 J) 

= 2 ir/y tin (2 J) j + 1 + 2 g * «s (2d) 8x 

Nun ist X • y = Je’, also y = ^ 


und 


8x 4x* 
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„ NE ME „ c a „o'c 

im 2(J = 2 nn cf • cof <f = 2 • • VTÜ = 2 — . — = 2 -5- 

I _r» 


cot 


NM NM' 


Diese Werthe in die Formel für F gesetzt gibt 

= it ^ V** — 8 (o*— c*)** + 16** 0* 

Um diese Formel integriren zu können, setze «* = z 
dien ist 2x D* = 8s 
ft £ 

woraus Ox = — nnd 

2* 

F= n l^e* — 8 (o* — c*) z + 16s’ • 8s 

Es kann hierfür folgende Reductionsformel angevendet werden: 

/^-l (a + tx + rx»)" 8x = - ”) ^ 

J se"' (m - 1) ox™ o (m - 1) 

f 2-1 + ex*)" Ox + (" + *’■ + exV 8x 

y x” * o (m - 1) ./ x”' 

Hier ist a = e*; & = — 8(0’ — c*); i:=16; n=}^; m = 2, x = s. 

Setzt man zur Abkürzung die Wnrzelgröfse = fF, also 

tolutiMu Watj 

Nun ist das erste Integral in Formel 2: 

Das zweite Integral in Formel 2 


( 1 ) 


/V W'0s = 


_ -‘»•+c’+ 4s flr 


2 y F»F 


( 2 ) 

( 3 ) 

(4) 


Werden die Werthe aus 3 und 4 in 2 snbstituirt, nnd für IFJ der Werth 
1F( IF geschrieben, so erhält man 


Non 


und 


ist 

J *VW e> s 

i I« [- (a’-c’) + 4s + VIF] 


Mithin, wenn man den Zähler im ersten Integral mit 2 dividirt und log 2 mit 
zur Constante rechnet: 


^_7iacr e’ 

' ” Si*^ LT 


V'IF+ 4(a’— c*)/» 


e* — 4 (a’ — c*) 


+ 4e> fa [- (a> - c») + 4s + V >F] + C 
Zur Bestimmung der Constante hat man F = 0, 
wenn x = MZ = |« ist. 

y = EZ = I« also s = je' 

nnd >F = c«-8 (a‘-c’)»is‘+I6(^) =2«*-2a‘e* + 2c*»*=4c** 
Mithin ist 


s+eV>F j 


18* 
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0 = ^ [ - 8c* + 4 (o> - c>) /n [8c (c + e)] - 4«* [2c (e + e)] + C 
Also ToUständig und durch x aasgedrückt: 

0€* LX' 


8r (c + e) x> 


+ 4 «’ In 


4 x*-(fl’-c>) + V'»' 


2c (c + e) J 

ly bedeutet ** — 8 (a’ — c*) x* + 16x* 

Für die gleichseitige Hyperbel ist a = c, e = a v'2, demnach 


( 77 ) 


(78) 


32. Cubatur der Hyperbel. 

Der. hyperbolische Küiper, iselcber durch die Umdrehung der Ebene DEG um 
die Axe entsteht, ist nach der Bd. II , pag. 195 aufgestellten allgemeinen Cuba- 
tnrfonnel 

K = n/y’ 8x 


/•c> 

=”.h 


(2 «X + X*) 9x = jr L/'2<ix 8x +/x* 8x] 


= n -j- («x* + ix*) + C 

o* 

wo die Constante fortfällt. 

r* 

mithin A' • Ju x’ (3o + x) 


(79) 


33. Die Ebene VMEÜ drehe sich um die Asymptote ML\ dann ist, wenn 
JlfK=x, DV=y genommen wird: 

A=»/[y tin (2J)1> 8x 

Nach No. 31 ist ««(2(1) = 2^ 

.... V /’o’ c’ , «* f, ” t , /’ö»’ ^ J 

mithin ^=”J -r -^'-iöx = - o>c>y +C 

Für x = 8fZ = )e wird A = 0, mithin vollständig 


K = -- 


4x 


2e 


o’ c> 2x — e 

4* X 


oder wenn man x=— schreibt : 

4y 

<i®c* 

A = «-^(«-2y) (80) 

Für y = 0 ist x= «, also für ein un- 
endliches X ist als Haximalgrense 
«>c> 


Hyperbeln höherer Art. 

Aus der Gleichung für die gemeine 
Hyperbel (Hyp. erster Art) 

y’ = ^(2ox-|-x.*) 

kann die allgemeine Form abgeleitet wer- 
den: 

ay* = ix (c + x) 

Ein* Hyperbel höherer Art ist diejenige, 


welcher die Gleichung entspricht: 
fly'"-*- = ix’"(c-|-x)" 

Vergleiche den Art. ,Curven, IV, 
Linien dritter und höherer Ord- 
nungen* u. s. w., pag. 184. 

Die Hyperbel erster Art heifst sum 
Unterschiede von den anderen A pol Io- 
nische Hyperbel (Vergl. .Apollo- 
nische Parabel*). 

Wenn bei der gemeinen Hyperbel di* 
Asymptote Abscisse ist, so ist (s. .Hy- 
perbel No. 18, Formel 60) die C«orai- 
uatengleichung xy = ]*’ 

In dieser Beiiehung hat man höher* 
Hyperbeln von den Gleichnngsfonnen 

xV = ""4" 

Es ist xy* = ab* eine Hyperbel Ster Art ; 
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*»* = •‘*1 si 


sind Hyperbeln Ster Art, 


ry* = ah* ist eine Hyperbel 4ter Art. 

0 . i. w. Bei diesen sind ebenfalls die 
Asymptoten die Abscissenlinien. 

HyperbolUch ist sras sich auf die Hy- 
perbel beliebt, ab; Hyperbolisches 
Konoid, welches der in dem Art ,Hy- 

f erbel, No. 32 berechnete Umdrehnngs- 
örper bt. 

lyptrbolUches Cjliadroid bt der Kör- 

f er, welcher dnrch die Umdrehnng eines 
yperbolbchen Bogens mit seinen recht- 
mnkligen Ordinaten um eine durch den 
Mittelpunkt auf der Hauptaxe senkrech- 
ten Linie entsteht. Die Oberfläche des- 
selben bt berechnet in dem Art. .Hy- 
perbel ‘ No. 30. 

ünerbOltlChM Kouid, s. .Hyper- 
bolisch*. 

flyperbolilche Logarithmeo werden 
anch die natürlichen Logarithmen ge- 
nannt; die Ursach davon s. n. .Hyper- 
bel* No. 37, pag. 273. 

Hyperboloid, s. v. w. .Hyperboli- 
sches Konoid. 

Hypercoometrischo Reibe ist eine Reibe 
von Zahlen, deren Glieder mit den Glie- 
dern einer arithmetischen Reibe den Zu- 
sanunenbang haben , dafs ein istes Glied 
derselben = dem Product der ersten is Glie- 
der der arithmetbchen Reihe bt. 

2. Aus dem Art. .Facultät* geht 
hervor, dafs jedes Glied der Reihe mit 
dem BegrilT racnltät gleichbedeutend 
ut, denn jede gegebene arithmetbche 
Reihe bat me Form: 

«, o + i , a + 2b, a-t-34, « + (« — 1)6 


Hypocycloide. Diese unterscheidet sieb 
von der Epicycloide dadurch, dafs der 
erzeugende Kreb auf einer Krebperiphe- 
rie innerhalb derselben sich abwaUt, 
während die Epicycloide dnrch die Wäl- 
zung des Kreises anfserbalb auf einer 
Kreisperipberie entsteht. 

Ist (Fig. 730} C der Mittelpunkt des 
Krebes BFD vom Halbmesser BC=R, 
in welchem der Kreis AEB vom Halb- 
messer BG = r sich abwälzt und die Hy- 
pocycloide AJD beschreibt, so bt der 
kreis BFD der Grundkreis, der Kreb 
AEB der erzeugende Kreis und wenn 
von dem Punkt A ans die Beschreibung 
der Hypocycloide geschehen soll, A der 
beschreibende Punkt. Es sei, wäh- 
rend dieser Abwälzung von B ans, der 
Punkt E des Krebes AEB in F gekom- 
men und der Punkt A habe den Hypo- 
cycloidenbogen AJ durcbbnfen. Dann 
ist also der Bogen BE des erzeugenden 
Krebes AEB = dem Bogen BF des Gmnd- 
krebes. 

Von dem Kreise AEB befindet sich 
jetzt der Punkt A in J, der Mittelpunkt 
G in P, und zwar mit F und C in einer 
geraden Linie. Zeichnet man nun ans 
P den Halbkreb FJH, so bt FJ das 
Stuck, welches dem Bogen BE zum Halb- 
krebe fehlt , also = dem Bogen AE und 
folglich Bogen HJ = dem Bogen BE. Ist 
der ganze Halbkreis AEB abgewälzt, so 
befindet sich A vo D, AJD ist die halbe 
Hypocycloide, die andere ihr congmente 
Hälfte hat man sich rechb von BC zu 
denken. 

Nimmt man nun CB zur Abscbsenli- 
nie mit dem Anfangspunkt A, die Ordi- 

Fig. 720. 


Die hieraus hervorgehende hypergeo- 
metrische Reihe und die hieraus nervot- 
gehenden Facultäten sind 
« 

« X (« + 6) 
o X (o + 6) (a + 26) 

« X (o -+ 6) (« + 26) (« + 36) 
n. B. w. 

3. Ist die gegebene arithmetbche Reihe 
1 . 2 • 3 • 4 • 5 • 6 .... 

•0 bt die hypergeometrische Reihe 
1; 1-2; 1-2-3; 1-2-3-4; l-2*3-4*8 u. s. w. 
1.2.6 • 24 • 135 

Die Glieder der hier zum Bebpiel ge- 
nommenen Reihe sind diejenigen Facnl- 
läten, welche mit (1), (2), (3), (A)-.. oder 
1! 21 31 41 .... bezeichnet werden. 
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nateo rechtwinkUg anf CB, ao ist für den BGE= HPJ = so bat man 
CorTeopunkt J die Abscisse AK = x, die AK^-rc ire nj 

Ordinate /fy = *. der Winkel ÄCf sei I ^ 

tpi der zu J genörende Wälznngswinkel LPcos\jr JPcotJPQ AC 


(1) 

( 2 ) 


oder X = (K — r) cot ip - r co» (rf — ip) — (R — 2r) 

ferner JK = JQ + PS 
oder y = »■»•« (V — i/<) + (H — 0 sin 

und wenn man unter <f und tp die Bogen für den Ualbmesser = 1 rersteht: 
für Bogen BF = Hogen BE 

Ätp = r<f (3) 

Den Werth >’> = f aus Gleichung 3 in die ersten beiden Gleichungen sub- 
stituirt gibt 


c = (Ä - r) cot - r cos (— ^ f) - (Ä - 2r) 

y = rsin -f. (ft _ r) ,j„ qjj 


G) 


(S) 


3. Um nun von diesen Gleichungen auf die Untersuchung der Curve Anwen- 
doog i\x machen hat man 


9x 

H-rf . 

(R-r \ . fr \1 


htf ~ *" 

R L‘‘" 


(6) 


fi-rf 

(R-r \ (r Y\ 


-r 

Ä L”‘ 

\ r~V-^^'^‘\-RV\ 

(7) 

Hieraus 





(R-r \ 



cos 

*»= _ 

i-Ä “ f ) 

+ jÄ-r r 1 fi_2c 

(8) 

hx 

(R-r \ 

. (r \-"‘U R 'f T 

$'%n 

\-^v 

-s.n{~rr) 



Um das zweite Differenzial von j zu finden hat man 

M?-:) 


f*’y 


_a,f 


Bar’ Oqp 8x 
Nun ist aus Ol. 8 


Bx R — 2r ,/R-2r\ 


und aus G 

02 

Bx 

Mithin 


ft — rl. iR — r \ . j 

r \ 1 



ft '01 


(Ä — ’2r) coscc^ 

/ft- 2r \ 
\-2ft f) 


2r(ft-r).2co.(?-r+^l) 


1 r 

2 ft ftJ 

' 2 


R-2r 


4r(Ä-r)ro.|..,in»(^%) 


(9) 


4. Zeichnet man die Sehne JH mit Verlängerung bis T in BC, so ist 
Z PJH = ^ PHJ = 90° - = Z CHT 

mithin Z/frA = zCflT+ ip=90°- *y+i;/=90°-t<?+ ^ <^ = 90 ''- 
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Nun ist, wenn man die Tangente OJ Abscissenlinie bildet, and die an J ge- 
an der Hypocycloide bis aur Abscissen- logene Sehne JH ist die Tangente in J. 
liuie ÄC Terlingert, der Winkel n, den 6. Die Subtangente KT ist nach 
sie mit CB bildet, nach Bd. II., pag. 185 ßd. II., pag. 185, Formel 1: 
durch die Gleichung bestimmt - 


tg a = 






für die Hypocycloide also nach Gleichung 8 Djg g' bnormale, nämlich die Pro- 
lg B=col — — a jection KL der bis aur Abscissenlinie CB 

verlängerten Sehne JK, wenn sie mit CB 
„ , R—2r in A ausamroentrifit : (Bd. II., pag. 185, 

oder cot (90°- o) = cot - <f - ■ • 


voraus 


« = 90'’-- 


R- 2r 


2R 


f (10) 


Formel 4) 

(R-2r \ 


( 12 ) 


Es ist also n derselbe Winkel JTA, Die Tangente JT nach Bd II., p. 
deu die verlängerte Sehne JH mit der 185, Formel 3: 


(1) 


■ I ' + 1 ' ‘ ■ (" s/r ’)'»"• (^' 


Die Normale JA (Bd. II., pag. 185, Formel 5) 
/R-2r \ 

yco.tc[-^R- 




(U) 

Der in der Richtung JF befindliche Krümmungshalbmesser nach Bd. IL, pag. 
188, Formel 9 

+ 4r(R-r)co.i..m*(?^"^) 


(Ö) 


A-2r 


4r (R - r) cos 
R-2r 


(15) 


Die Abscisse für den Krümmungsmittelpunkt (Bd. II., pag. 188, Formel 10) 
- 4r (R - 1 ) cos II»' (— 2 ^ 'f ) ,/R-2r^^ 


irjR-r)co..^ 


■©) 


(R - 2r) lin’ 


4r (R - r) 


tR-2r \ 

l-27r^) 


• coi ^ 


2A 


= * + - iT • ' 


/R-2r \ 


(16) 


Die Ordinate für den Krümmungsmittelpunkt (Bd. 11., pag. 188, Formel 11) 

. . ^ ß*) - Jj . c«. 5- . am 

+ ^ Ä-2'' 2 \ 2R 

6. Refufication der Hypocycloide. Nach der allgemeinen Rectifica- 
tionsformel, Bd. II., P»g- I9I* 

erhält man den Bogen fR-f \ 

AJ= f co.ec <f) »*=y (-äir ») • 

also nach Formel 6 
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(5^ ,)-t^ [.» ^ (x t)] »» 

= • Ty*"“ (^' 7) • ™ f • .i. 7)87 


(U) 


Für 7 = n wird der Halbkreb abgewäUt nnd es ist die halbe Hypocycloide 
4r (Ä — r) 


AJD = 
Hierans der 
Bogen DJ = 


R 

4r (ft-r) 
R 


( . a\ »r{R-r) . ,!f — <f. 


(19) 


( 20 ) 


7. Setzt mau in Ol. 4 and 5 A = 2 r, so entsteht 


- — rcof-^— 0 = 0 


y = r »ii» + r »in -^ = 2 r li» ■£ = 2r sin i/> 


In dem Fall also, da(s A = 2 r ist, da(s 
also der Punkt C anf Ä fällt, wird die 
Hypocycloide eine anf CB in A normale 
erade Linie, die Ordinate y fällt mit 
erselben zusammen nnd wird mit Ab- 
wälzung des Halbkreises = A, A = SO’’. 

HypOttDUe (vno über', Kivcu span- 
nen) ist die in einem rechtwinkligen 
Dreieck dem rechten Winkel gegenüber- 
liegende Seite. 

Hypothese (o;ro, über, vor, Stais 
Satz). In der Mathematik die Voraus- 
setzung, die Bedingung unter wel- 
cher ein Lehrsatz (thesis) w^r bt; also 
der Vordersatz. In dem Lehrsatz: 
In einem gleichschenkligen Dreieck sind 
die Winkel an der Uruudlinie einander 
gleich, ist: 

Die Gleichheit zweier Seiten eines 
Dreiecks die Hypo thesis, die Gleich- 
heit der beiden Seiten anliegenden Win- 
kel die Thesis. 

Hypothese in den Naturwbsenschaf- 
ten ist eine Annahme über die physi- 
sche Beschaffenheit eines Stoffs oder 
über die Wirkungsgesetze einer Kraft; 
in letzter Beziehung hat sie Wichtigkeit 
für die angewandte Mathematik. Eine 
Hypothese wird jederzeit aufgestellt als 


das Product der Erfahrung bei Beobach- 
tung einer Menge von ErscheinuogcD 
einerlei Ursprungs; sie ist die Grundlage 
einer oft sehr umfangreichen Theorie und 

f it so lange als richtig, bis aus neueren 
rfahrnngen oder Forschungen entweder 
die Unrichtigkeit derselben erwiesen oder 
eine wahrs^elulichere Annahme gegen 
die Torherige sich Bahn macht. 

Eine dar vortrefflichsten Hypothesen 
der Neuzeit über die physische Beschif- 
fenheit des Stoffs, ein Product des mensch- 
lichen Forschergeistes ist die Atomeu- 
thoorie (s. ,Atom, Atomgewicht, 
Atomvolum“). 

ln dem Art.; .Festigkeit“ ist pig. 
82 von 3 verschiedenen Hypothesen nl>er 
den Vorgang beim Bruch starrer Körper 
die Rede, auf welche die Theorie der re- 
lativen Festigkeit gegründet ist. 

Die uralte Hypothese, dafs die Sonne 
und alle Gestirne um die Erde sich dre- 
hen, welche der Augenschein hervor- 
brachte, hat Jahrtausende hindurch |^- 
olten , bis Copernicus deren Unricbtig- 
eit nachwies. Die von Newton aufge- 
stellte Hypothese über die Attractions- 
gosetze, das Ergebnifs von Beobachtungen, 
Berechnungen und Vergleichungen, wird 
sich auf ewige Zeiten bewähren. 
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I ist du Zeichen für Flächen- und 
Eörperinbalt ; früher war I statt / das 
Zeichen für Integral, i ist das allge- 
meine Zeichen für )/— 1 s. ^Imaginäre 
Gröfsen*. 

Ideatlxch ist Ein und dasselbe, wenn 
es mehrere Male entweder da ist, oder 
gedacht werden soll. In der Arithmetik 
ist identisch was in der Geometrie con- 
gruent ist, also gleich und gleichartig 
oder gleich grofs und ron gleicher Form. 
Der urnndsatz : Jede Orölse ist sich selbst 
gleich, gibt den einfachsten identischen 
Satz oder die einfachste identische Olei- 
chung: A=A, welche oft in der Ele- 
mentargeometrie zu einem Beweise er- 
forderlich ist. Z. B. in dem Art. : , A xi o m“, 
pag. 263 zu Fig. 152 heilst es : Es ist 
nach Voraussetzung AC = AB 

nach Constraction AF=AG 

Termöge Grundsatz /_A = /_A 

folglich 

Btofse Gleichheit gibt keine Identität. 


Die Gleichung o’ — 5* = (o + 6) (« — 6) 
ist keine identische Gleichung-, sie kann 
aber wie jede andere analytische Glei- 
chung zu einer identischen Gl. nmge- 
formt werden. 

Ikosaeder ist einer der 5 vieleckigen 
regulären Körper oder Polyeder, welche 
zur Untersuchung ihrer Eigenschaften 
einen Artikel in diesem Wö^rbnch er- 
halten sollen. 

Das Ikosaeder wird von 20 regelmäfsi- 

f en Dreiecksfläcben eingescblossen , es 
at 30 gleich grofse Kanten und 12 fünf- 
flächige Ecken mit 60 ebenen Winkeln. 

Bedeuten m, n, iV, a, k, r und R das- 
selbe wie in dem Art.: , Dodekaeder“, 
so ist hier 

ffl = 5; ii = 3-, ?V = 20 

yo“ 

« _ wi ^ ros 36 ° _ 1 d- p5 

y ~ T 'l^ “ li« 60® ” 2 p3~ 

»IB — — 

B 

«=138° 11’ -23" 


Ä= p*(j-|--tS36°=i* I iÖ+Tpä =0,951 0565 xk 
r = p* y • cot 60° = Vj (3 -t- V5) * V 3 = 0,755 7613 x k 
Ä = r = r l'3(5-2 fS) = 1,258 4087 X r 


co l 60° _ _ i/5-f 2 15 
»/36° ~ y 15 - 


= 0,794 6435 x Ä 


k = 2Ä cot . cot 36°= Ä l/2 (1 - i J 6) = 1,051 4620 x R 
k = 2r cot -j- lg 60° = (3 - V5) rp3 = 1,323 1691 X r 
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J* = in*» CO« eo” 

= »R-cot* -y • CO« 60’ • CO«* 36’ 


= J*’j/3 = 0,433 0197 X *• 

= 1« (6-15) Ä* 13 = 0,478 7270 x Ä> 


= nr^col y • «J60" = J (7 - 3 Vö) r> 1 3 = 0,768 1084xr> 

J*=;',nlV.**«5y •co«*60'’ =iV(3 + V'6)*’ =2,181 6950 x*> 

= iniV . /l» CO«* Y . CO«» 60" . CO«* 36° = Jfl» l'lO + 2 = 2,536 1509 X Ä» 

= inlV . r*co«» Y • «S 60° = 10(7 - 3 ) 5) r* | 3 = 0,605 4056 X r> 


Ikosaedralishlen sind diejcnigon der nen 12 Ecki>uiikten noch 11 nene Eck- 
5 Polyedralzahlen , deren zu Grunde lie- punkte 4, 4, weil der 12te A schon g»- 

f endes Polyeder das Ikosaeder ist. Der zählt ist. Von den 30 Kanten haben 
nsammenhang der Zahlen mit dem Iko- schon die 5 Kanten Ab den Mittelpnnkt 
saeder ist derselbe wie der zwischen den «, die übrigen 25 neue Kanten 44 er- 
Dodekaedralzahlen (s. d.) und dem Dode- halten die 25 Mittelpunkte c, es sind 
kaeder: also 11 Eckpunkte und 25 Kantenpnnkt«, 

Die erste I. ist = 1 ; das Ikosaeder hat fosammen 36 Punkte und die dritte Zahl 
12 fünfflächige Ecken, die zweite Zahl 12-1-36 = 48. | 

ist also = 12. Verlängert man je 5 zu Verlängert mau wieder jede der 5 Kan- 

einer Ecke gehörige Dreieckskanten (wie ten Ab um die Länge od= Aa, bildet 

Fig. 565, pag. 320) Aa um die gleiche das neue Ikosaeder, so kommen wieder , 

Länge ab und bildet das neue Ikosaeder, 11 neue Eckpunkte hinzu, die 5 Eaoten , 

so erhält man zu den schon Vorhände- Ad haben bereits die 2 Mittelpuukte o, 4, , 

die übrigen 25 Kanten erhalten jede 9 , 

mittlere Punkte a, e, es kommen also j 
hinzu 50 Kantenpunkte. Die 6 Dreiecb- ^ 
flächen Add haben bereits jede den Mit- 
telpnnkt c, die übrigen 15 Dreiecksfläcben 
erhalten also jede einen Punkt, zusam- 
men 15 Flächenpnnkte; mithin kommen - 
hinzu 11 Eckpunkte, 50 Eantenpnnktc, < 
15 Flächenpunkte, zusammen 76 Punkte 
lind die vierte Zahl ist 124. 

Wird wieder verlängert so kommen 
hinzu II Eckpunkte, -h 3 x 25 Kanten- 
punkte -f 3 X 15 Flächenpunkte, in Summa 
131 Punkte und die 5te Zahl ist 255. 

Bei abermaliger Verlängerung kommen 
hinzu 11 Eckpunkte -f 4 x 25 Kanten- 
pnnkte -b 6 x 15 Flächenpunkte, zusam- 
men 201 Punkte und die 6te Zahl ist 
456. 

Die Diflerenzen zwischen den Zahlen i 

erhält man ans folgender Reihe vierter I 

Ordnung in der ersten Differenzenreihe 

0) 1 • 12 . 48 . 124 . 255 • 456 1« (5ii» - 6« -f 2) 

1) 11 36 76 131 201 i(15»»-26»-t-12) 

25 40 65 70 

15 15 15 



Ikositetrteder, (Trapezoeder, Leu- 
eitoeder) hat 24 gleiche Trapezoidflä- 
chen; 48 Kanten, von denen 24 länger 


nnd 24 kürzer sind; 26 Ecken. Von die- 
sen werden 6 von 4 gröfseren Kanten (a), 
8 von 3 kleineren (4) nnd 12 von 2 gtö- 
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&«t»n nnd 2 kleineren Kanten (c) gebil- oder rielmehr, sie erscheint in ihrer Be- 
det. Die 3 Axen verbinden die 6 grö- Zeichnung als imaginär, vorhanden ist 
Tseren Ecken, je 2 nnd 2 mit einander, sie wirklich. 

• So wie dieser einfache Fall darthnl, 

722. können reelle Gröfsen im Laufe des Cal- 

cfils als imaginäre Gröfsen erscheinen, 
nnd es kommt dann darauf an, diese 
Form fortinschalTen , welches in der Re- 
gel durch Einführung neuer Gröfsen von 
imaginärer Form geschieht, nnd daher 
ist eine Lehre erforderlich, wie man mit 
imaginären Gröfsen rechnet, die Lehre 
von der Rechnung mit imaginären 
Gröfsen. 

2 Die Gröfse (^-1 als Repraesen- 
tant aller imaginären Gröfsen arithmeti- 
scher Art wird in der Regel der Kürze 



nnd Bequemlichkeit wegen mit 
zeichnet. 

Man schreibt dann 
i ya für V'— a 

Inugin&re Grifsen, eingebildete, • (f» * v’i) für a ± A 

unmögliche Gröfsen sind Gröfsen, ” ' 

die nur in der Bezeichnung, nur der 
Form nach, nicht aber in Wirklichkeit 
vorhanden sind. Z. B. arc sin (1 -f x) 
weil es keinen Sinns gibt, der > 1 ist. 
arciine(— x) weil es keinen ne^tiven 
Sinns versns gibt Log (— a) weil eine 
negative Zahl keinen Logarithmus hat. 

F-a, wenn n eine positive ganze Zahl 
Ut, weil keine Zahl, 2 oder 2n mal mit 
»ich selbst inultiplicirt ein negatives Pro- 
duct geben kann. 

Fig. 723. 


i be- 


(I) 

(3) 


= - a I - 1 


(3) 

(«) 

( 6 ) 

( 6 ) 

(7) 


(R) 

( 9 ) 



Es ist ferner 
i = F- 1 
i> = (F-l)* = -l 
i» = (F-l)* = -lF-l = -F-: 
i« = (F-l)‘ = (-l)» = -M 
i» = (l -1)‘ = -MV-1 = F-1 
n. s. w. 

Daher ist 

p— a p— A = i’ I aA = — I ai 
a a ai ap— 1 

p^ ~ T " i» " r 
3. Wenn a -f 4i = a’ -t- i'i 
so mnfs a = a' und A = 6 ' sein. 

Denn es folgt aus der gegebenen Glei- 
chung 

a - a' = ( 6 ' — A) i 
a - a' 

woraus • = t~ , 

0—0 

Wären nun a^a', 4 ^ A’ so wären 
a-a' und A'-A reelle Gröfsen, 'also 

i = i \ eine reelle Gröfse, welches nicht 

der Fall ist. Es kann demnach nnr 


Dann ist » = 


a = a’ und A = A' sein. 

In dem Halbkreis Aflß sei C der An- . Ausnahme, 

fang»- oder Nullpunkt, AC = 1 , 0 ^ 515 « bezeichnet. 


»0 ist BC = — 1 

da nun AC ; CD = CD : — 1 
oder 1 ; CD = CD : — 1 
so ist CD* = — 1 

nnd CD = V^ 

Es ist also CD eine imaginäre Gröfse, 


also auch eine imaginäre Grülse bezeichnet. 

4 . Zwei imaginäre Gröfsen von der 
Form a+ As und a— Ai heifsen einan- 
der conjugirt. 

Es ist 

(a -p Ai) -(- (a — Ai) = 2a (1) 

(a-|-At)-(a-4i) = 9Ai (2) 
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(a + «)(o- W) =o>+6* (3) 

a + 4i _ (a + ii)* _ o* — 6* 2ai» 

~ a* +"6» “ a’ + i’ a’+ 4> 

Es sind also die Summe nnd das Pro- 
duct zweier imaginärer coujugirter Aus- 
drücke reell, die Differenz und der Quo- 
tient derselben sind imaginär. 

5. Die imamnäre Gröfse Bi läfst 
sich in ein Product verwandeln; denn 
es ist allgemein 

(a ± W) (a ± ßi) = aa — bß (aß -|- ab) i 
Ein Product zweier imaginären Orö- 
fsen, jede von der Form 4 ± fii ist hier- 
mit durch einfache Multiplication in eine 
Gröfse von derselben Form A-k Bi um- 
gewandelt worden. Man müfste dagegen 
bei specieller Anwendung 4 unbekannte 
Gröfsen a, b, a, ß entwi^eln, wenn der 
rechts stehende Theil zur Verwandlung 
gegeben wäre. 

Dagegen bat man dieselbe Umwand- 
lung mit Hülfe trigonometrischer Func- 
tionen einfacher: 

Schreibt man nämlich tia qr + « cot if, 
so bat dieser Ausdruck die Form der ge- 
gebenen imaginären Gröfse, und wenn 
A < 1 nnd B ■- 1, so kann man A = iin<f 
und B = cot q setzen. Sind dagegen A 
und B einzeln gröfser als 1 , so ist ganz 
allgemein zu setzen 


A^ Bi = Q (•«» (jc * i cof qr) (1) 
wo p eine bestimmte Zahl ist. 

Für die links gegebene imaginäre Groiw 
ist also immer das rechts oenndliche Pro- 
duct zu setzen, wenn es für weitere Eat- 
Wickelungen von Nutzen ist, nnd man 
nennt p den Modul und (siaq licoiq] 
den reducirten Ausdruck. 

Für die Keduction hat mau 
A = Qtin (f 

B = p cot (f 

hieraus A* ß* = p* 

nnd p = t (*) 

hiernach li» qr = — = ^ (3) 

^ e 

und cot q = — = W 

^ e \<A* -I- ß> 

Desgleichen kann man die Gleichung 
zu Grunde legen 

A:k Bi = i> (cot q± i sin q) 


Alsdann bleibt p = \'A* ■+• B* 


ß ß 

t> ~ -f ß' 


A 

cot q = — = 

e 

Im ersten Fall hat man 


A 


(« 

( 6 ) 


Arcltin =■ — = Are (cot = ^ - \ = ir 

\ lAHßV \ (A’-bW 

L^] = Arc(tin=-J^-^\ = q 

+ B\I \ yA-> + By 


Im zweiten Fall 
Are ^cos = 


A 

r^+ 


w 


(9) 


Da 1 d* 4 ß’ immer > A und > ß so ist in jedem besonderen Fall q zu be- 
stimmen und wird niemals unmöglich. 

6. Es ist (.4±ßi)±(d’±ß'0±(.-T’±ß"i)±... 

= (d ± d’ ± d" 4- . . .) ± (ß 4 ß' 4- ß" 4- . . .) « 

Es kann mithin jede algebraische Summe der imaginären Gröfsen von der 
Form d ± ßi auf dieselbe Form d a ßi gebracht werden. 

7. Es ist (d ± ßi) (A' ± ß'i) (A" ± ß’’i) 

= p (co5 qr ± i »in qr) • p' (cot qr' ± i »in q') • p" (cot qp"± i »in qr )■••• 

— f P ' t'” V * * **" V) ('■®* qr ’=^i»i" '/■') (cot q" ± i »in 7 ”).... 

= ?•(>'• p"--- (c«» (? 4- qr’ 4- v" + •••)=*= ' *'»(T 4- qr’ -b qr "....)] 
Producle der imaginären Gröfsen d ± ßi lassen sich also auf dieselbe Form 
d ± ßi bringen. 

d + ßi _ p (cot q + i tin q) 

A'+ B'i p' (co» qr' 4- i »in 7 *) 

_ p (co» q -b i »in qr) (ro» q' — i tin q') 

~ p’ (co» q' 4 i »in q’)(co» q’- i »in q”) 

p (cot q + i »in q) (co» q' — i »in q’) p , , „ , ■ ■ , 

_ l V U - i . co» (q - q ’)4- > *«n (q - q’)] 

p C0l*q 4-»in^q p ‘ 't t » \r t - 


8. Es ist 
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Quotienten der imaginären Groben Ton der Form A±Bi lasaen aich also auf 
dieaelbe Form Bi bringen. 

9. Ea iat (A + Bi)" = q" (cot i;r + i sin <p)" 

Denn es iat 

(ros qp + i sin (f) (cos i; , i sin qr ,) = cos (qf + qr,) + i sin (q + qr,) 

Uultiplicirt man noch mit (cos ^ , + i sin qr,) so erhält man das Product aus den 
3 Factoren = cos (qf -f qr, + qr,) i- i sin (</: + (p, + <f,) und so fort ein Product von 
n Factoren = 


cot(q + q, + q,+ T«- 1 ) + ‘ *»"(? + qr, + qn, + .... qp„_,) 

Seist man qp = if, = qf, = qr, = .... qD„_j, so hat man 
(cos qr + i sin qr )* = cos (nqr) + • **n (nr/ ) 

Demnach ist 

(,4 + Bi)" = g" [cos (n<f ) + i sin (n(/)| ^A,+ B,i 
Also die Polens einer imaginären Orüfae von der Form A -|- ßi läfst sich anf 
dieselbe Form A + Bi bringen. 

10. Dab log(A+Bi) sich in die Form A + Bi bringen läfst, ist folgeudermaben 
in erweisen: 


Es ist Bd. III., pag. 67 


X 


1 ■^(2)*(3) + (4)*--(n) 


( 1 ) 


Rd. II., pag. 145, Formel IV. 

a» o» n' , n» 

*-'' = "-(3) + (5)-(T) + (-9)— • 

Daselbst Formel V. 

COSO-1-- +--J-- + -)-... (3) 

Setzt man €fi für x in Formel 1, ferner (f für a in Formel 2 und 3) so erhalt 
man 

rr.* rr^i rr* 


= = 1 ± 2-* - » ' ^ ± T . 

1 (2) ^(3) ^(4) (5) (6)^ (7) ^(8) 


t ftn (f = gc« 


2? 4 . f i‘ _ 2l‘ + 2 !* _ + 

(3)'^(5) (7)^(9) (11)^- 


ff* ff* ff* gp* . 

“ (T) + T4) ~ (6) ('s') “ lö + • 


(4) 

( 5 ) 

(6) 


Addirt man nnn Formel 5 nnd 6, so 
erhält man Formel 4, mit den oberen 
Zeichen und demnach ist 
«4" = cos qr + i sin qr 
Snbtrahirt man Formel 5 von 6, so 
erhält man Formel 4 mit den unteren 


Zeichen, also 
«“4’' — cot qr — i sin qp 
woraus c* = cot q ^ i sin qr (7) 

Nnn ist e die Basis der natürlichen 
Logarithmen, /ne=l, folglich: 

* qri = log (cos qc ± i sin qp) (8) 


also log g * qi = log Q (cot q * i sin qr) = log (A ^ Bi) 


Also log (A ± Bi) = log g^ qi (9) 
also ebenfalls von der Form A ^ Bi. 

II. Es läfst sich nnn auch beweisen, dafs 
sin (A ± Bi) = einer Grobe A' + B'i 
desgl. dasselbe von Cosinus, Tangente 
und allen übrigen trigonometrischen Func- 
tionen; 

Ans Formel 7 No. 10 bat man 


e4" = cos qp -t- i sin qp 
e“4" = cot qr — i sin q 
durch Addition und Subtraction hat man 

cosqp= 4(c4" + e^4-t) (jj 

= ( 2 ) 

dnrch Division beider Gleicbnngen in 
einander 
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I -1 

i(e*'+e-'^0~r(«’^' + r) 

col a = ^ ^ _L±_e'ti_ 

ei»’ _«-■»■•• 1 

S«tzt man in Formel 1 und 2 für q den Werth Äi, daun ist 
cof Äi = ^ (e®' * + e- ^ («-»4-8+») 

= 2T<^* *■’ = h 

Nun ist 

»in (A + Bi) rz tin A ' cot Bi -)■ cot A • sm Bi 

= (,+« + e- «) _ (e » _ e- «) 


2 ' 2i 

= ^(e* + p-«) + "|*^(.»-e-«) = ^'+ß’i 

Ganz auf dieselbe Weise erhält man 
cot {A + Bi) = cotA- cot Bi - sin y4 • sin Bi = 


= ^ («« + e- «)- (e «- e- «) = -<'+ «’i 
£ 2 
. cs I l>•^ »»»(d + fi*) A'+B'i 

“> = iHiA+m = TO-i = ^- + «'• 

«» (Ci + Bi) = ^ . Ä i 

sin(cl + fii) cl’ + Ä't * 

= ^J+Bi) = 

ceserCci + ßi) = ^j_ =(^. + ß.i)-» = + ß.i 

12. Ist arceot(A + Bi) gegeben, .so ist 
wenn man (No. 10, Formel 7) in «1** = cot </■ + • tin tf 
fSr Cf — arc cot x setzt 

e'""'”>"=*+ij 

hierans i • arc cot * = /n (a- + i y'l — *’) 
nnd 

i arc cot (d + ßi) = ln f(d + Bi) + t )/l - (d + ßi)*] 
nnd nach Formel 6 

arc cot (d + ßi) = -|- /n [d + ßi + i (d' + ß'i)] = 4- In (d, + ß,i) 
und durch Anßösung in eine Reihe 
orc c»t (d + ßi) = + Ä, = d , + ß,i 

Ist arc sin (d + ßi) gegeben, so ist, wenn man für tf = arc sin x setzt 
"" ^ = i/r^ + i£ 

i arc tin x = ln (ix + V 1 — **) 

arc sin (d + ßi) = /n [i (d + ßi) + ) 1 - (d + ßi)>] 

= /n(di - ß + yfl-A* + B^-2ABi) = d, + ß,i 
Für ß = 0 hat man aus No. 11 nnd 12 
i drc cot A= In(d + iv'l — d’J 
i Are sin d = in (id + )'l — d*) 
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IS. Die Formeln 7 No. 10 and 1, 2 No. 11 eignen eich dazn, die Summen 
mehrerer unendlicher abnehmender Reihen in einfamien Ausdrücken anzut;el>eu. 

Z. B. Die folf^ende Reihe, in welcher a-r: einem ächten Bruch ist: 

, ,si«2(£ , , «in V , a«in(na) 

+ * -(2) +'13T^ 

Der Kürze wegen soll die Summe aller unendlichen Glieder der Reihe durch 
das allgemeine Glied mit rorgesetitem Summenzeichen an.sgedrückt werden , so dafs 

— ~ ^ so ziel wie y bedeutet. 

(") 

Setzt man nun in Formel 2, No. 11 für <jc den Werth nij , so erhält man das 
allgemeine Glied dieser. Reihe 

i’ A. - f! . - j r^: ± r 

(■) ^ (n) 2» 2iL(") (") J 2i [ (n) (n) J 

und wenn man für n hintereinander die Werthe 1, 2, 3, n setzt und .sämmt- 

liche Gleichnngen addirt, so erhält man 

y=J (T)“""’^=2tL/ '(T)- -w~\ 


U»9 

ß 


Nnn ist Formel 1, No. 10, wenn man 
auf beiden Seiten 1 subtrahirt 


1 +(2) + (3) + --(n) 


oder t‘ 


-=y^ 


oder wenn man für x die Werthe 
it’* nnd ar«~"*’ setzt 


_ f(xe'*y 
J in) 

J (») 


Hieraus 


* ( xm* 

y = 7r:i* — « 

» 2« '■ 


,->■»>- 


) 


Setzt man die Werthe aus Glei- 
chung 7 No. 10 .so erhält man 


I ri tirt <p __ — ari sin ip 

_ r r (cos j (ros *p i sin -P)l ^ r eos »p ^ • 

,__Le -e J-e 

Der zweite Factor sGmmt aber mit der rechten Seite der Formel 2, No. 11 
überein, wenn man statt <f den Werth a-sin<;r setzt; demnach ist 
y=e^‘'"‘^.iin(xsin(f) 

14. Es sei gegeben 


* = 1 + ar eot qp + x' 


1 “i?? j. ,i ££L!f 
(2) ^ (3) 


■ + * 


„ cos N (f 

' ~Tnr 


In Formel 1, No. 11 für qi den Werth nrf gesetzt und mit - multipiicirt, gibt 

V**/ 


r,“' = £) fe) +S •■'■*] 

_ ■ , (»-'^"1 

“*L (") (») J 

A" 

— 1 ^ angewendet, indem man für x die Werthe 


Wieder die Formel 
xt'* und setzt, gibt 


(«) J (n) 

i> — 

S = i(,~ -b.« ) 

nnd mit Hälfe Ton Formel 7, No. 10 : 

, _ ^ i«ti« t) ^ ^(ces ♦ i«« e>)J 
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Dieser 2te Factor stimmt aber mit der rechten Seite der Formel 1 , Mo. II 
überein, wenn man statt <f den Werth a sin (f setzt. 

Demnach ist » = «*'“*'*’• coi (* sin qr) 

Beupiele zu Mo. 13 nnd 14. 

Es sei * = I ; <f = 30° also Bogen cf = ln 

Nnn ist also y = e*'“®®'’stn(isin30°) = e^' *stn (|) 

Hieraus ln y = Jl'3 + ln sin 21° 29' 9" 
nnd In s = iV3 + In cot 21° 29' 9" 

In y = 0,6495190 - 1,0043814 = - 0,3548624 
In t = 0,6495190 - 0,0720246 = 0,5774944 
hieraus loy ir y = 0,845 8852 - 1 ; y = 0,70127 
loy 6r 4 = 0,250 8026; 4 = 1,78157 

15. Essei e = = sin qp + *’fin 2(/^ + x’iin 3qp + x" tin n(f 

X = einem ächten Bruch. Han soll die Summe r = /x" sin ntp bestimmen. 

Es ist nach No. 13 

= 2i 

und x" sin "7 - ^ [(*«"*’)" — (*«~"^)*] 

nnd /x” sin "<F = ^ •X*«”'')" “ 


Nun ist aber io der Beihe (s. Bd. III., wenn man nun a = e 
pag. 151, Formel 4) 

0 + 0 « + »«’ + <»«' 

wenn e < l ist, 


/o«- = ^o 

Für fl = oo ist e" = 0 und 
/• ■— 1 ® 

=— « 


4 setzt, so ent- 
steht die Reihe 

4 + 4* + 4* + .. . s" in inf 

und 

1-4 

Setzt man hierein für i die Werthe 
x«'4' und xe~'* zieht die 2te Formel von 
der ersten ab und multiplicirt beidersei- 
tig mit ^ so erhält man 

® 2i 


/•» . 1 / \ 

Jx stn n<r = -- I r- r- I 

2. Vi 


Nimmt man x zum gemeinschaftlichen Factor, bringt beide Brüche auf ge- 
meinschaftliche Benennung nnd reducirt, so erhält man 


tn . * «’>-«—> 


2i 


1 + x’ — 2x 




Nnn ist nach Formel 2, No. 11 der Zähler =sinqr, und nach Formel 1, No. 11 
der Bruch im 3ten Qliede des Nenners = cos qr. 

Mithin hat man 


Y^x 

1 + x’ — 2x cos qr 

16. Auf dieselbe Weise erhält man 

IV = 1 + X cos qn + X* cos 2 qr + X* cos 3qt + x” cos «qt i» iwf 

_ 1 — X cos qp 

1 + X* — 2x cos qp 


Immensnrabel, unmefsbar wegen der selbst die der uns zunächst befindlichen 
Gröfse des Raumes. Die Entfernungen nur geschätzt werden kann. Immeatn- 
dsr Fixstern« von uns sind so grofs', oaik rabel oder nnmelsbar ist aber nicht nn- 
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eodikh; Di« Entfernang iwiaebee zwM«n 
dta w«ite«ten tod uns befindlichen Fix- 
sternen, Ton denen der eine im Westen, 
der sndere im Osten steht, ist nicht un- 
endlich, weil man die Endpunkte der 
Länge sieht. 

lopils ist die Einwirkung zweier Kör- 
per auf einander mittelst eines Stotses, 
anch der Stofs seihst. Br wird gemes- 
sen mit dem Prodnct der Masse mal der 
OsKhwindigkeit des stolsenden Körpers. 

lajialll?« Kraft ist eine Kraft, die 
snf Stofs wirkt. 

licldeu ist der Einfall eines Licht- 
stiahls anf die Oberfläche eines Körpers. 

Iicideuwlnkel, s. t. w. ,Eiufalls- 
»inkel ■. 

IlCOBUOenstinbel sind Grölsen, die 
kein gemeinschaftliches Haafs haben, als 

* t 

yi and 1 2 (rergl. , Com mensurabel*). 
In Potenz incommensurabel heilst 
bei Euklid incommensurabel im Quadrat. 
Im X. Buch heifst seine 2. Erklärung; 
IncommensnrabeleUröfson sind, für welche 
sich rar kein gemeines Maafs ^den läfst. 
3.Erkl.: Gerade Linien sind in Po- 
tent commensurabel , wenn ihre Qua- 
drate Ton einem und demselben Fläcben- 
nnm gemessen werden. 4. Erkl.; In 
Potenz incommensurabel aber, wenn 
sich für ihre Quadrate rar kein Flächen- 
ranm als gemeines Maafs finden läfst 
Kerner sind folgende Zeichen einge- 
Inhrt: 

An B heifst : die Linien A und B sind 
commensnrabel. 

A LI B, sie sind incommensurabel, 

A rr_ B , sie sind blofs in Potenz com- 
mensnrabel, 

A u* B, sie sind in Potenz incommen- 
sarabel. 

Lehrsatz ö heifst; commensurabele Grö- 
Len (Linien) A, B verhalten sich wie 
Zahlen. Lehrs. 7 hellst; Incommensn- 
rabele Grüfsen A, B verhalten sich nicht 
wie Zahlen zu einander. Satz 9 heifst; 

1. Die Qnadrate gerader in Länge com- 
mensurabeler Linien A, B verhalten sich 
wie Quadratzahlen, und Quadrate, welche 
sich wie Quadratzahlen verhalten, haben 
in Länge commensurabele Seiten A, B. 

2. Hingegen die Qnadrate gerader in 
Länge ineommensnrabeler Linien A, B 
verhüten sieh nicht wie Quadratsahlen ; 
und Quadrate, welche sich nicht wie Qna- 
dratzahlen verhalten, haben nioht in Länge 
commensarabele Seiten A, B. 

in. 


Satz 11 ist eine Aufgabe; Zu einer ge- 
ebenen geraden Linie A zwei andere zu 
nden, von denen die eine ihr blofs in 
Länge, die andere aber zugleich in Potenz 
incommensurabel ist; Auflösung. Erst- 
lich; Nimm 2 Zahlen B, C, wel^e sich 
nicht wie Quadratzahlen verhalten nnd 
mache B : C = [J A :QO, so sind A and 
JJ blols in Länge incommensurabel. 

Zweitens; Nimm zwischen A und Ü 
die mittlere Proportionallinie £, so sind 
A nnd £ in Länge und Potens zugleich 
incommensurabel. 

Denn da A ; £ = £ ; 0 
so ist auch A ; 0 = QA : □£ 
folglich sind wie A nnd 0 anch QA und 
Q£ incommensurabel, also die Linien A 
nnd £ in Potenz incommensnrabel. 

Incomplexe firfifsen sind solche, die 
zu keinem f omplex vereinigt werden kön- 
nen (s. .Complex*), als 3 Thaler und 
7 Pfund. 

Incrament bei veränderlichen Grölsen 
ist die Gröfse des Wachsthums, der Zu- 
nahme, wie Decrement die Gröfse der 
Abnahme; für beide Bezeichnungen sagt 
man jetzt allgemein; Differenz. 

Index (Zeiger) ist bei den Reiben die 
Stellenzahl, daher bei den Logarithmen 
die Characteristik , die Kennziffer, weil 
diese als ganze Stellenzahl für eine Po- 
tenzenreihe betrachtet werden kann. An 
Winkelinstrumenten ist Index der mit 
dem Nonius verbundene Schieber. 

Udirect (ungerade) ist dem direct 
(gerade) entgegengesetzt; beides wird vor- 
nehmlich von Verhältnissen gesagt. Je 
gröber A ut, desto gröfser ist B, ist ein 

f 'erades , ein directes Verhältnib; je grö- 
ser A ist, desto kleiner ist B, ist ein 
ungerades, ein umgekehrtes, ein indirec- 
tes Verhältnifs, Je mehr Arbeiter desto 
mehr Arbeit ist ein directes Verhältnifs; 
je mehr Arbeiter desto geringere Zeit zu 
Vollendung derselben Arbeit ist ein in- 
directes Verhältnifs. Bei gleichen me- 
chanischen Momenten ^'•r = »•p ver- 
halten sich die Kräfte oder Massen P, p 
indirect wie deren Geschwindigkeiten 
y, o; nämlich P ; p = r ; K. Darum nennt 
man indirecte Verhältnisse solche, bei 
welchen die znsammen gehörigen Oröfsen 
in ungleichnamigen Gliedern zu stehen 
kommen. 

ladirecte Bevegong, retrograde, 
röckl äufige Bewegung der Planeten 
kommt bei den beiden nnteren Planeten, 
dem Merkur nnd der Venus vor. Di« 
Planeten nämlich laufen all« nach «inerl«! 
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In {nfinitnm. 


Seite hin gerichtet nm die Sonne, nnd 
iwar Ton Westen öher Süden nach Osten. 
W'enn nun die beiden nnteren Planeten 
swischen Erde nnd Sonne oder in der 
Nähe ihrer unteren Conjniiction eich be- 
finden (8. C'onjiinction), so scheinen eie, 
besonders da sie ihrer ^öfseren Winkel- 
i;esc'bwindi|;keit wegen voreilen, die ent- 
gegengesetzte Howegnng von Ost nach 
West zu machen. 

Inftnitesimalrechnaig ist die Differen- 
zialrechnung nach einer zu Grunde ge- 
legten besonderen Anschauung und Me- 
thode der Kebandlnug. Der Ilanptgrnnd- 
satz dieser Methode ist: Ei ne unendlich 
kleine Urüfae verschwindet gegen 
eine endliche Oröfse; eine unend- 
lich kleine Gröfse der zweiten 
Ordnung versch windet gegen eine 
unendlich kleine Oröfse derersten 
Ordnung; überhaupt eine unend- 
lich kleine Oröfse einer höheren 
0 rdn u n g V e rsch wi n d e t ge gen eine 
unendlich kleine Oröfse einer nie- 
dereren Ordnung. 

Die Inünitesimalniethode ist die älteste 


Methode nnd diejenigen Mathematiktr, 
welche ihr angehört h^n nnd noch in- 
gehören, werden InfinitesimalisteD 
genannt. Folgendes Beispiel wird di« 
Methode wohl klar darlegen; man It» 
nur zuvor den Art. „Differenzial* 
No. 1 hie 7. 

Wenn eine veränderliche Gröfse z um 
eine unendlich kleine Gröfse A' 
f -h A:e eich ändert, so ändert sich eia« 
von X abhängige Function fx in /(jr-tAel 
Dann sind in dem Quotient 
f (j- +__A •«•) — fz _ f'f 

(x-l-Äe^)-Ax Äe' 

der Zähler wie der Nenner unendlich 
kleine Gröfsen. Wie aber 

100 OOG” lOOOOOOO* 
ist, so kann auch der obige QuoUtat 
beider unendlich kleinen Gröfsen «in« 
nicht unbedeutende endliche Oröfse wer 
den. 

Es sei fx = X*, so ist nach dem bino- 
mischen Satz 


(a-H- As-)"-*“ _ , n-n-1 

= »X -f ; — X 

A* 1-2 


A*-i- 


» • 1 « — 1 

1 . 2 


• 11-2 
. 3 


s 


A** + 


Nun sagt die I-methode: Das Glied 
mit dem Factor Ax" verschwindet gegen 
das Glied mit dem Factor A*"~'; dieses 
verschwindet gegen das Glied mit dem 
Factor A"“* u- *• f- Endlich verschwin- 
det das zweite Glied der Keihe mit 
dem Factor A* gegen das erste endliche 
Glied, nnd dieses nun ist das Differenzial 
der Function x". 

Die strengere Gronzmethode sagt:i*x"~* 
sei der Grenzwerth der Function x" un- 
ter der Bedingung, dafs die Urveränder- 
liche X um die sehr kleine Gröfse A* 
wächst oder abnimmt. Denn da A* 
kleiner genommen werden kann, als jode 
noch so klein gegebene Gröfse, also auch 
jede« Product mit dem Factor A-c kleiner 
werden kann, als jede noch so kleine 
Gröfse, so ist das zweite Glied rechts 
kleiner als jede noch so kleine Oröfse 
und ebenso ist die Summe sämmtlicher 
Glieder vom 2ten Gliede ab kleiner zu 
machen als jede noch so kleine Gröfse. 
Demn.ach ist 

(x-fA x)*-*" „-1 

' r “ 

A-c 

kleiner als jede noch so kleine Oröfse 
und folglich wx’’ ’ der Oreuzwerth der 


Function x” bei einem Waehsthum oder 
einer Abnahme von x um die sehr kleis« 
Oröise A*. 

Die Methode von Lagrange, die Nnll- 
reebnung ist noch schärfer, sie l»bt 
A* = 0 werden, alsdann bat man 

(■r-t-A*)'*-*"^ O 

A* 0 

nnd dieser jeden Werth vertreleuiie 
Quotient ist in dem Fall ffir A* = ® 

f leich dem ersten Gliede wx"“’ der r«lil! 
etindlicben Keihe. 

InfleilOBSpnnkt, s. v. w. „Wendungs- 
punkt“, s. ,Cnrvenlehre‘IV.,pzg. 
188 . 

Inhalt einer Fläche ist die Samm* 
der Flächeneinheiten, welche die Fläf!» 
in sich begreift; Inhalt eines Kot- 

g ers, eines körperlichen Raums di' 
umme der Kubikeinheiten, die der Kör- 
per in sich begreift. 

ln inflnitam, abgekürzt in iuf. ist i° 
den Reihen die Bezeichnung, daf> di« 
Anzahl der Glieder unendlich setu seif 
dafs die Reihe bis ius Uuendlicä« 
sich erstrecken oder fortgesetst gedeckt 
werden soll. 
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Isiere Glieder ei>er Propsrtion, <. n. 

jinfsere Glieder“. 

lenere Winkel, s. u. .äaUereWin* 
iel*. 

lutmmeit, Werkzenj' und Appa- 
rat lind Geräthe, mit deren Hülfe durch 
die leitende Hand des Arbeiters nätiUrbe 
Gegenstände herrorgelrracbt werden. I o - 
strument und Werkzeug nnterschei- 
den sich Ton Apparat, dafs jene bei- 
den einfache Oeräthe sind, die mit den 
Händen erfafst und geeignet geleitet, 
gehandhabt «erden, ainn Handhaben ; wäh- 
rend der Apparat ein aus mehreren ein- 
relnen Tbeilen zusammengesetztes stand- 
fihiges Werk, ein Bauwerk ist und wel- 
rkes znr Maschine wird, wenn dessen 
Tkeile durch äufsere auf sie einwirfcende 
Kräfte ihre Lage gegen einander mittelst 
Construction planmäfsig ändern. Werk- 
leog nnd Instrument unterscheiden 
sich, dab jenes ein Geräth des Hand- 
werks, dieses ein Geräth der Kunst ist. 

Brechstange, Maurerkelle, Zimmeraxt, 
Schmiedezange sind Werkzeuge; Model- 
Krstifte, Lanzetten sind Instrumente, 
bamptkessel , Pestillirtrlasen sind Appa- 
rate; Krahne, Pumpen, Bohr- und Schnei- 
dewerke sind Uaseninen. 

Apparate, deren Handhahung eine bo- 
sondere Kunstfertigkeit erfordert, heifsen 
Instrumente. Ein Leierkasten ist ein 
musikalischer Apparat, Klavier und Or- 
gel sind musikalische Instrumente. Die 
Atwoodsche Maschine, die sogenannte 
Electrisirmaschrne sind physikalische Ap- 
parate; Barometer, Thermometer, Aräo- 
meter sind physikalische Instrumente. 
Eine Taschenuhr ist ein Zeitmefsinstru- 
ment, welches ans zweien in einander 
wirkenden Maschinen be.steht. Theodolit, 
Boussole, Niveau und alle die Mefsvor- 
richtungen, welche des Stativs oder über- 
haupt der nothwendigen fe.sten Aufslcl- 
Inng wegen Apparate heifsen sollten, 
hei/sen Aen so wie Kette und Stäbe 
Mebinstrumonte. 

lltegral. l. Allgemeines. 
Integral einer gegebenen Function 
ist diejenige Function, von welcher die 
gegebene das Differenaisl ist. 

Jede Fnnction, die znr Auffindung ihres 
Integrals gegeben ist, mub demnach als 
ein Differenzial betrachtet werden; also 
ab eine Gröfse, die von einer Fnnction 
durch eine mit dieser geschehene Aen- 
demng abgeleitet worden ist, and es bt 
die Aufgabe ^UUt, aas der abgeänder- 
Un Function oieuripränglicheFanc- 


tion, die primitive Function, die 
Stammfuuetion in ihrem ungeändeit 
befindlich gewesenen Zustand aufzufin- 
deu, die gegebene geänderte Fiinctiou iu 
integrum herzustelTen , das Integral 
zu tiaden. 

Von einer gegebenen Function das In- 
tegral finden heibt die Function in- 
tegri ren. 

Wie die Forderung des Differenzirens 

ausgedrückt wird durch »o wii«! die 

Forderung des Integrirens ausgedrückt 
durch ffx • Ox 

Jenes d ist ein etwas abgeändertes 
lateinbehes d (Üifferenzbl), dieses ein 
etwas abgeändertes lateinisches langes s 
(Summe), wofür früher ein / gesetzt 
wurde. 

Wenn = fx 
Ox 

so bt ffx • Ox = qx 

In den Forderungen 

fqx • hx 
fqyfx - hx 

Bedeutet Ox, dab die gegebenen Dif- 
ferenziale qx, qyfx aus den Stamm- 
functionen in Beziehung auf die Urver- 
änderliche x abgeleitet worden sind. 

Da.s Integral fqx’öy 
heibt, dab das Differenzial qx auf die 
ürveränderliche y genommen worden nnd 
dab X eine von y abhängige veränder- 
liche Grübe bt. 


In der Coordinatongleichung für die 
Hyperbel pag. 363, No. 3, Gl. 14. 

y* = (2ox -1- X*) 

ist die DifTerenzialgleichung 

y 9y = -i (o + x) Ox 

fl* 

bierans 

ft y _ c’ a -|- X 
ftx ~ a’ y 

Es ist also in dem rechts befindlichen 
Ansdruck das Differenzial von y in Be- 
ziehung auf die Ürveränderliche x gege- 
ben; soll nun dasselbe integrirt werden, 
so ist die Forderung zu schreiben: 

und man erhält das Integral y durch die 
Ürveränderliche x ausgedrückt. 

Entwickelt man dagegen aus obiger 
Goordinatengleichnng das Differentiil 
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80 Ut der rechts befindliche Aosdmck 
das Differensial von x in Besiehang anf 
die Urveränderliche jr und man erhalt x 
durch y aasgedrückt mit der Forde- 


rung: 


Es ist 




Öoy 

8j 

das 

8T 


a 


a 


hieraus ist gegenseitig; 

/« «4 s" - ‘ (« + ia'O” 8s = (« + 4s*)‘ 

In dieser Form ist aber eine Integial- 
formel als Normalformel nicht aufiost«)- 
len: Man hat den Coeffieient aiaibitia 
schaffen und m statt m — 1 au letieii. 
Alsdann erhält man eine Normalfoimel 

(a+ ia-r 8. = 

oder 

/s" (a+ 4s"+‘)" 8* = 


Es ist also /•= dem Product aus a 
in die Veränderliche = ax, auch = ay, 
anch =<u u. s. w. 

Es ist mithin die Hinzufügung der Ur- 
veränderlichen unerläfsHch und die For- 
derungen werden geschrieben; 

fa 8*; /a8y; fa 8s. 

2. Das Integriren ist dem Differenziren 
so entgegengesetzt wie das Dividiren dem 
Multipliciren. Denn wie das Einsineins 
ans dem Einmaleins unmittelbar sich er- 
gibt, wie z. B. aus dem Satz: 6 mal 7 
ist 42 sofort der Satz hervorgebt 7 in 
42 freht 6 mal, so geht unmittelbar ans 
der Differenzialformel (104) 

8 >ia X 
-^-coix 

die Integralformel hervor: 

/ces » • 8* = fits X 

Ans der Differenzialformel (105) 

8 CM X 


Behufs der Zusammenstellung von p- 
ordneten Integralformeln und um mit 
Hülfe dieser wieder Integrale von Fuik- 
tionen anderer Form ableiten so können 
mnls demnach ein wissenschaftlich be- 
gründetes Verfahren angewendet werden 
können. 

Der Inbegriff der Regeln, nach «ei- 
chen die Integrale ans gegebenen Dille- 
renzialen entwickelt werden, beifit die 
Integ^ralrechnung. Diese zerlällt wie 
die Dmerenzialrechnnng in die Lehre von 
Integriren algebraischer und tcanacendea- 
ter Functionen; entere wieder io die ra- 
tionaler und irrationaler, ganzer and ge- 
brochener Functionen. Ferner wird dd- 
terschieden das Integriren gesondeiter 
und angesonderter Functionen, der Fnoc- 
tionen mit einer und mit mehreren ver- 
änderlichen Grölsen. 


3. Constanten der Integrale. 


Es ist 


8 <u 

8^ 


Die Integralformel 

/— eilt X 8* = CM X 

Wie man in geordneter Tabelle Diffe- 
renzialformeln zusammenstellt, um diese 
für Fälle, wo Differenziale von Functionen 
ähnlicher Form zu bestimmen sind, als 
Fnndamentalformeln zu benutzen , so ge- 
schieht dies auch mit den Integralmr- 
meln. 


_ Es ist aber nicht angemessen, Formeln 
für negative Functionen aulzustellen, 
und da 

8 (— CM X) 8 CM X 

“ 8T~ 8i““*'"* 

so hat man die Integralformel und zwar 
eine Ilauptfundamentalformel 
/•in X • Dx = — ces X 

Die Differenzialformel (65) ist 


8 (ox -P 4) 

Demnach ist fa-bx = ax 
und dasselbe /a • 8x = ox -p 4 

Ueberhaupt ist fa • 8x entweder = sr 
oder ox -p einer constanten Gröfss, 
so dafs die vielen Integrale /salii 
durch constante Gröfsen von ein- 
ander unterschieden sind. 

Es fragt sich nun, ob eine Fnnctioii 
mehrere Integrale haben kann, deren Cn- 
terschied nicht nur constant ist, sondern 
der auch in einer Function der Verän- 
derlichen bestehen kann. D. h. ob iw<> 
und mehrere verschiedene Functionen 
derselben Drveränderlichen ein nnd das- 
selbe Differenzial haben können. 

Um dies zu antersuchen seien 
y = (fx und s = fx zwei verschiedene Func- 
tionen von X, deren Differenziaie Mäan- 
der gleich, also 
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8_» 

d»~ 8» 

Dt Bon gltiehe INanctionen nar gleiche 
DifneaiUle haben können, eo üt auch 

8 *’ 8 »* 

lud tu demtelben Grande 

8>_^ 

8x* 8x* 


15» 


8*t 

SP"- •• 


Die Gleichheit dieur FnnctioDen be- 
steht bei jedem Werth ron x, also auch 
fnr X = 0. Demnach ist 


a-&). 

©.-(S). 


Nnn ist nach Bd. II. , pag. 389 die Mae 
Lanrinsche Reihe 


jf = 7-x = (jr), + 
i = ^x = (l), + 



Zieht man nnn eine Reihe too der an- 
deren ab, so fallen sämmtliche nnterein- 
udet stehende Glieder ron den ersten 
Didereuialen ab gegen einander fort und 
es bleibt 

f-t=ffx-fx = y,-i. 

Da aber in den Fnnctionen y, nnd a, 
die Teränderliche x = 0 gesetzt ist, so 
rind und s, eonstant , der Ontersehied 
iwiachen y nnd s = jr — s besteht also in 
Mser constanten Grobe. D. h. 

Wenn zwei Ton einander rer- 
■ckiedeneFanctionen gleiche Dif- 
ferenziale haben, so kann deren 
Vereehiedeaheit nnr darin beste- 
hen, daft der Unterschied beider 
Fonctionen eine constante Gröfse 
iit. Und gegenseitig: 


Die Integrale einer and dersel- 
benFunction können nur ameine 
constante Grölse ron einander 
Terschieden sein. 


Um an diese möglicher Weise noch 
hiturunfügende Constante sich an erin- 
nern, schreibt man in jedem besonderen 
Fall /(p'x = anstatt /ijp'x = mx; 

die Ermittelung des Werths der Con- 
stante (C) geschieht der jedesmaligen Na- 
tur der An/gabe entsprechend. 
Beispiel: 

F(f = lg(tt + (f) 

nnd fq> = 

ce« (o -t- (jc) • eo$ a 

Nnn ist 

= 8 <y (o -b <p) = sec \a -b qp) 


8^ 

8qp 


= 8 


si» <f 

cot n • cot (s -b qp) 


cot («-bqp) • ces qg -b sin (g-b<p) • siit qp 

cot a • cot \a -b qp) 

cot a , 

j— — r = sec "(o -b <f>) 

cot a -001 + 


Beide Fnnctionen F<p nnd f<p 
einerlei Differenzial. 

Es mub demnach 


<y (o -b qp) - 
eonstant sein. 


sin qp 

et» tt • cot (a + (f) 


haben 


Zur Untersuchnng ist diese Differenz 
nnter einerlei Nenner zu bringen nnd zn 
schreiben 

stn (a -b qp) • cos u — sin qp 
cos « • cos (a -b qp) 

Der Zähler nmgeformt gibt 


nna>eosa>eosqp-beos*a*sinqp — sinqp 

= sin n (cos a • cos qp — sin n • sin qp) = sin o • cos (a -b (f) 


Der Unterschied Ftp — ftp ist demnach wenn man Ton zwei oder mehre- 
_sina-cos(n-)-qp)_^ renlntegralen.dieauseinerFunc- 

~Msa.cos(n + a>)“*^" ‘>0“ entwickelt werden können, 

4. Es Ut demnach erwiesen, dafs «1»» «»“« Integral ron einem det 
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anderen abzieht, die Differenz 
eine Conatante iet. 

Ans diesem (imnde betrachtet man 
auch ein negatives Integral als den Sub- 
trahend eines Integrals, dessen Minuend 
eine Constante ist. Z. B. 

/sin X = — cos X = cos A — cos x 
ConstantorFactor eines Integrals. 
6. Wenn (Differenzial No. 10) 

(fx = Afx 

so ist “ (f/* X = A • f X 

»0 ist gl ~ ^ ± fx ± qx) ~ 

daher gegenseitig JXF'x * fx q 'x)S 


94 Integral. 

Folglich ist gegenseitig 
fq ’x • fix =/,d f'x • f)x = A/fx . fix = A(r 

D.h. Wenn eineFunction fx einen 
constanten Factor hat, so ist de- 
renIntegral=demFactormaldem 
Integral der Function: z. B. 

fA cos X = Afcos x = A lin n 
Algebraische Summe zn integii- 
ren. 

6. Wenn (Differenzial No. 9) 
y = Fx dt fx ± qx 

QFx Qfx Qqx 

Dx gx 9x 

=fPx • 9x . 9x ^fq ’x • 9x (l) 


D. L Das Integral einer alge- 
braischen Summe von Functio- 
nenist=deraIgebraischenSumme 
der Integrale der Summanden. 
Prodnete zu integriren. 

7. Wenn (Differenzial No. II) 
y = n • t = fx > qx 

so ist 


9 (fx • qx) = fx • ^’x + qx • fx 
Also gegenseitig 

fx • qx =/[fx . (z’x -1- <^x . f x] 

= //*• qx+fqo: • fx 
Setzt man nun q'x = Fx • Öx 
so ist qx = /Fx • 9x 

Diese Wertbe in die letzte Gleichnng 
snbstitnirt, entsteht 


fx/Fx . Ox =/fx . Fx . Ox +/(/x/Fx • Ox) Ox 
woraus /fx . Fx ■ 8x = fx/Fx . 9x -/[fx/Fx . 9x] 9x (2) 

D. h. Das Integral eines Products zweier Functionen ist gleich 
der einenFunction multiplicirtmitdemlntegralderanderen, minus 
dem Integral desProducts aus dem Differenzial der ersten Fnnction 
mnltiplicirt mit dem Integral der zweiten Function. 

Beispiele. 1. Zu finden: /sin x • cot x • 9x 

Es ist /sin X • cos x • 9x = sin x/cos x • 0x — J |^ P/*** * /cosx • 9xJ 9x 

Nun ist /cos x • 9x = sin x ; = cos x 

Daher bat man 

/sin X • cot X • 9x = sin x • sin x — /cos x • sin x • 9x 
hieraus 2/sin x • cos x • 9x = sin ’x 

folglich /sin x • cos x • 9x = |sin ’x 

2. Zn finden /x*9x 
Schreibt man x . x’ für x* so hat man 
/x • x’ • 9x = x/x’ • Dx — 


Nach Differenzialformel 32 ist 
9x“^ 

also gegenseitig 

/■J Ox=ix» 


also /x’ 9x = X • ^x* — /[I • Jx’ 9x] 9x 
= 4** — AA’ 9-v 

woraus J/x* 9x = Jx* 

nnd /x* Ox =r 4** 

3. Zu finden /I =/x> • — , 9x 

X * 
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Diffeteniialfonnel 35 Ut 

9»-‘ = - 
1 _ l 

oder " T ~ ~ »’ 

/’l 1 

»Iso gegenseitig J i>~~T 

Mithin "j) ‘ t) 


Integral. 


= -x + 2/*- — »x = -x + 2/I •6x = -»: + 2c = x 


und » — l = I» al»o » = « + 1 setit und 
mit m + 1 dividirt. Alsdann hat man 


II. Integrirung algebraischer 
Functionen. 

A. Rationale Functionen. 

Nach No 3 ist ' . . ■ o 

y<»9x = «x (3) pjj fn nach und nach die Zahlen 1, 2, 

8. Zu finden das Integral einer Poten* 3, 4.... gesetzt entstehen die Integral- 
Ton X, als formein 

y =1 Jx^ 9x yx • 9x = ^x* 

Die *5te Difterenxialformel ist /x> . öx = Jx* 

also gegenseitig **• *' 


I. O. 

9. Setzt man in Dilferenzialformel 35 


MzÄ dl’vS ae^-ET^ent suhtmCir, so e.hhlt man 

gleich, wenn man <;px = x also Öif x = 9x Diffeienaulformel 29 




8t 




«+i 


and 

oder 


gegenseitig 

y,- (»+l> 8, = _ .L ^ 

Für x + 1 den Werth «. also für u den Werth m - 1 und x für s geseUt gibt 
r -m _ /L* - - - ^ 

^ ® y x"* «-1 


(m - 1) X 


,m— I 


Setzt man für m nach und nach die Integral Ton x * ist in 

S- •«!»!»•<.■• Dl.» 

9 logti t = — = s 

i 


üeber dieses In^ral, 

s. No. 10 

/x-»8x=y^= 





_ Jx-» = - 

/x-'öx=/^ = 
a. 8. w. 

-lx-^=- 


‘8a 


- also gegenseitig 
1 /t~‘ 8» = I«J« » 

also /x-' Ox = y ^ = loyn x 


( 6 ) 


integnreü, aas lu aeriuwu* 

oder mehrgliedrigen Function der DrTor- 
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äoderlicheo * beateht oder eine compli- 
cirte Functioa Ton * als Factor enthalt, 
so ist es oft erleichternd, diese mehrglie- 
drige Fnnction durch eine einfache neue 
Veränderliche (») auszudrücken. 

Es sei allgemein die Aufgabe das In- 
tegral zu finden: 

« =/jf 8* =frf x • 8x 
und man habe Veranlassung <fx = fi zu 
setzen, so ist die Aufgabe 

II . 8x =/fs • 8x 
In dein Integral fi erscheint nun s 
als urveränderhch und es entsteht ans 
einer ^nction fs ron s zunächst immer 
nur ein Difierenzial f».8s, nicht aber 
ein Differenzial wie fi • 8x (s. Differen- 
zialformeln 1 bis 12, pag. 279). Man hat 
demnach zuerst das Integral n Ton y in 
Beziehung auf die Veränderliche z zu be- 
stinunen. D. h. man hat zu integiiren 
/»•8.=/fs.8z 
Nnn ist ans u =/y . 8x 
8« 

bx = 0 

Es ist aber (s. .Differenzial*, No. 
16, pag. 263) 

8ii _ 8 « 8x _ 8x 
8s 8x 8s ^9s 

also beiderseitig auf s als Urtariabele 
integrirt; 

u=/yBx=J'(sp)&, 
oder(s. »Differenzial* No. 17, pag. 263) 


*=/yBx=f^yB. 


Oder wenn ^ = so ist 

/jf.8x = /7^x-8x = ^^fs. (7) 

oder 

fy'hx=f(fx-Bx=J'-^-Bi (I) 

\8i) 

Diese beiden gleichgeltenden Formeln 
7 nnd 8 sind also die allgemeine Vor* 
Schrift für das Verfahren beim In* 
tegriren einer Function, wenn 
statt der UrTerande rlichen eine 
neue Veränderliche eingefnbrt 
wird. Die Regel ist also: 

Nachdem die Einführung der 
neuen Ve randerlicben geschehen, 
multiplicire das dadu rch entstan- 
dene Resultat mit dem Differen* 
zial der^ersten ürveränderlichen 
als abhängig reränderliche ge- 
nonimen in Beziehung aufdienene 
Veränderliche, diese alsUrTetän- 
derliche betrachtet. 

Oder dividire das Resultat mit 
dem Differenzial der neuen Ver* 
anderlichen^in Beziehung auf die 
erste Uryeränderliche genommen. 

12. Zu finden /y 9x -b x)** 8x 

Setzt man o + ar = z, so hat man nach 
No. U: 

/5f8x=/s”'8x= y'(‘"|{)8s 

Nun ist 8s = 8(o + x) = 8x 

l-'.i 


Mithin /y 0x =/z” 8* = — = 

m-f l NI -b 1 

13. Setzt man in No. 12: m = - 1, so hat man 

/y 8x =yi;o + x)-‘ 0* =/,-* 8z = f» z (s. Formel 6) 

«l»o yi:o-bx)-‘8x= y’^ = /,(a-f-x) 

14. Für X = — X hat man ans No. 19. 

/yBx=Jla-x)”dx= 

Nnn ist 8s = 8(o-x) = -8* 


folglich fy 8x =/(- ,”•) Bt = - /z" 8i = - 

m -f- I 

oder fja - j)” Bx = -^“~ 

m + 1 

16. Han erhält nach No. 10. 

/p8x=yio-x)-> 8x = J'^ = -ln(a-x) 


(9) 


( 10 ) 


(11) 

( 12 ) 
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wonns s- = 


daher 


/, 0 *=yy.*&»= 4 ^^ 


IC. Zn finden /) 8» =J[a + 4*)” 8» 
Setzt man (a + bx) = t 
so üt 8a = 8 (o + hx) = i 8x 
8 »_ 1 
8a 6 

gin+l 

r+T) 

also 

+ = (13) 

17. Reihenentstickelang. 

Das Qeseti No. 1 1 TcranlaCst, dals ge- 
rebene rationale Fanctionea durch die 
dort Torgeschriebene Umformung irratio- 
nal werden. Z. B. Es sei lu finden 

/» 8* =y(a 8x 
Setat man « -I- x" = s 


so ist X = (a — «) * 
und 

9x = 8(a-o)‘" = i(a- 
8x t 

woraus = 

8a ^ 


•)" 


8a 


mithin 

/Sf8x = 


a (a - o) 


a(a-«) " 
Um also das gegebene I su finden mufs 
man auf die Einführung einer neuen Ver- 
änderlichen Teizichten. Han kann jedoch 
das 1 mit Hülfe des binomischen Satzes 
io eine Reihe entwickeln, und wenn dann 
Bs als bestimmte Zahl gegeben ist, so er- 
hält man ein geschlossenes Integral. 


Denn man hat (« -b x")” = «" -t- ” «"" » x*" -l- .... 

folglich /(a -1- »-)" 8x =/a" 8x + ma"- Vx” 8x -f- a” ~ Vx** 8x -b . 

I • « 


1 . 2 . 


^a/»<"-‘)'’8x-b/x* 


’8x 


Z. B. Für m s 2 ist 

yia + x")’ 8x =/o« 8x -b 2a /x" 8x +/x*" 8x 


= »’* + *-^l + '2»-bl 


Xa -b x")’ 8x = a«/8x -b 3a>>" 8x -b 3a/x*“ 8x -b /x*” 8x 

I+i 


x**^‘ x*^* 

= ^, + 3a»_+3a— -bgj^j 


. iiax"“* -b x" 


(U) 

(16) 

(16) 


n. s. w. 

18. Zn finden /ySx=/x"(B-bx)f 8x 
Nach dem binomischen Satz hat man 

(a -b x)" = a" -b a, a"~'x -b a, a"~* x’ + . 

olglieh 

x" (a + «)" = a" x" -b aa"-' x”"*-' + a.a"“* x"+* -b aax"+— ‘ -b x"-^ 


Jedes einzelne Glied integrirt nnd die 
Integrale snmmirt ergibt das rerlangte 
Integral. 

19. Zn finden 

/,8x=/x"(a-bx">’ 8x 
Entwickele nach dem binomischen Satz 
(s + X*)*’ in eine Reihe , mnltiplicire je- 
des Glied derselben mit x", integrire je- 
des dieser Glieder, so gibt die Summe 
der Integrale das verlangte Integral. 

2. Reductionsfoimel. 

Es sind bis jetzt 2 Hnlfsmittel ange- 


geben worden, um zusammengesetzte ra- 
tionale Integrale zu finden. 1. Die Ein- 
führung einer neuen Veränderiichen fNo. 
11) und 2. die Entwickelung in eine Reihe 
(No. 17). Ein drittes Hülismittel bietet 
die Formel No. 2 
ffx • Fr • 8x 

= fx fFx • 8x — f[fx/Fx • 8x] 8x 
durch welche man snccessire, nämlich 
mit Wiederholung eines nnd desselben 
Verfahrens zu dem verlangten I gelangt, 
indem man das gegebene Differenzial auf 
ein einfacheres zomckbringt, redncirt. 
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weshalb die Formel die allgemeine 
Reductionsformel genannt wird. 

Eine Anwendung darou ist bei folgen- 
der Aufgabe zu machen i 

21. Zu finden 


fybx 


-fl 


0 + -T? 


Schreibe Cy 9x = /x" (n + x)"" dx 
Alsdann hat man nach der allgemeinen 
Reductionsformol (2) 


/x'" (a + x)-" 8x = x"’J\a + x)~" 8x -/[Ox"' -ßa + x)“" 8x] 8x 


oder 


n — 1 


„,_ 1 . (a + xr"-^* 

J. " /• 


-w-M 

,(o-|- xr‘'— , m 


8x 


(a-hxr^"~”öx 


(17) 


Man sieht, dafs man auf ein Integral tion. Behandelt man nun dieses letztere 
kommt, in welchem die Exponenten m Integral auf dieselbe Weise, so erhilt 
und n um eine Einheit niedriger sind, man 
als in der zu integriren gegebenen Fnnc- 


/r" (« -f X)- <-') 9x = - x" -> + + — i/x" - * (fl + x)-‘--»>9. 

fl * “ — '' 


» - 2 -' 


Fährt man so fort, so erhält man end- 
lich oder (a -1- x)~*; und zwar das erste 
oder das zweite zuerst, je nachdem m<n 
oder n < m ist. 

Ist m < n so entsteht zuletzt das noch 
aufzuiüseude Integral 

(a+ 

Jla + x)-l'öx=-^^fi^ 

p — 1 

und das verlangte I ist vollständig (ge- 
schlossen) geftinden. 

Ist m > n so erhält man als Schlufs- 
glied fxf (a -f x)~* Ox 
und dies ist nicht anders anfznlösen, als 


— ; — schreibt und mit x-)-s 

X -I- a 

in x>‘ so lange dividirt, bis man auf ein 

Glied als Ergänzungsglied kommt, 

welches = a" ln (x -1- a) ist. 

Hit der Summe der bis zu diesem letz- 
ten Qliede erhaltenen Integrale ist das 
verlangte I ebenfalls geschlossen gefua- 
den. 

22. Beispiel. Es sei m = 2, n = 2, also 
zu finden. 

fy Ox =/x* (a -1- x)~’ Ox 


Han hat /y 8x = - x> p .p 8x 


oder 


-M 


y 


a-f-x 

X* 

x + a 




-f 2x — 2a ln (x a) 


x’ 8x 


(a -b x)* X -b a 


*’+®“-2a/»(* + «) 


(18) 


Von der Richtigkeit des 1 überzeugt Dann ist x = s — ib 
man sich durch Huckdifierenzirung. Man und da Dx=:8z ist, so hat man 
findet 8x Os 

»•3 


23. Zu finden /y Ox = / ^ i 

y a + 6x -b X* 

Man setze s = x -b I& 


a -b 4x + x’ 




Setzt man unter der Voraus- 
Setzung, dafs iä*>a ist 
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»0 iit, wenn A, B unbeetimmte Coefficienten bedeuten 

J — C* ^/'5+C J — c' 


Nnn sind A und B so in bestimmen, 
dafs ® 


B=h ^="rc 


yl (4 — c) + fi (5 + c) = 1 Demnach ist 

alsodals(.4+Ä)s + (ß-^)c=l f P* __i_ f^L.+ l- f— 

Es kann aber diese Bedingung nur er- J o + ix+x’ iej 4+c 2c J s-c 
füllt werden, wenn (^ + ß) 4 = 0 ist, weil jjun ist DifferensUlformel 84 
4 rerschwinden muä; dann hat man gt 

, 8 log* 4 = — 

= V 8» 

hierz nß + ^ = 0 

folglich = + + = 

SeUt man nun für s und c die ursprünglichen Werthe, so erhält man 

1 

1 . 

log* lü= 

* + ^6 +j/--a 

nnd redncirt 

r 8^ ^ 2 x+t-t/t»-^ (,o) 

y o + ix + x> y '41 _ 4a 2 x + 4 + f 6 ’ - 4« 

24. Ist jedoch a> li’, so hat man 

a — ^=c^ gesetit : 

4 

0a: ^ 04 _ 1 ^ ^ ^ ^ 

Nun ist DiSereniialfotmel 120 

&4 

8orc(tj = sj=Y:^, 


mithin ist 


1 ®(c) 8s 1 , 4 


Hierein die Werthe s = x + li! c* = ^ gesetat und redncirt 

/• 8x 2 2x + i 

y o + ix + x> j 4a-i» v'4o-6‘ 


25. Ist drittens a = l4* so wird 


r _8x 

y + »* * * 


/'x + y4„ zweien besteht, denn es ist 
26. Zn finden /jr8x=y _^^^^,8x ^ ^ / • d 8 

Uan sieht, dafs diese Aufgabe ans ~Ja+bi!+x* Ja + bx 
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Jf = » 

2 


D« 2t« Integral ist »her schon in No. . , , 

23 bis 25 für 3 Terschiedeoe Fiile be- 
stimmt worden, wenn man dasselbe dort j « „ 

mit A mnltiplicirt, ojr_os 

Setst man für das anftnlösende erste o.»,. , . ** 

Integral wie No. 23 Setst man ferner ±c ^ a 


* = » + T 


so hat man das erste Integral 


/ ' g 8» A' 3 ) _ f »8s h r »s 

J a-\- hx J s’ ± c* 2,/s*±c* 

Diem getrennte sabtraetiT« I ist eben- Also nach der 84ten DifferenxiaUbrrnel 
falls No 28 anfoelöset, nnd man hat su /■ s 9» 

dem noch anfznlösenden Integral / ~ (A) 

J Hieran gehört das Integral 19 mit 

SU addiren db Integral No. 23 mnltipli- ~ “«'«pWcirt, nimlicli 
cirt mit (A -W). A-|5 s — c 

Nnn ist für den Fall (s* — c*) im Nenner 2e "s+c 

= i nnd es ist mithin, wenn ii* > a ist, das 

**-c* %/ «*-c' verlangt« I = (A) + (S), oder 


/ (x+ A)bx , , , . . A - 1* . s — c 

./ «+ ix-bx* 2c s-b c 


= 1 7e (o -b 4x + X*) -b — In- 

b4*-4a 


t h* 

t*-bV- 


1 k* 

* + 44 + y -j- — < 
Für den Fall («’ -b c’) im Nenner hat man eben so 
/• s9s , /•2s 9s . , 

J = * J = *'»(»* + c’) = *?"(« + ** + *•) 

Hieran das Integral 21 mnitiplioirt mit (A - 44) gibt 
/'(x-bA)9x , ,, ,9(A-44) , 2x-b4 

./ x-b4x-bx» )/4a-4* l'4a-4* 

Endlich drittens für a = 44* ist 

P X 9x /'s 9s /'9s 

J a+hx^,^'^J s> ~y s 
hieran (A — 44) nul dem Integral 20 gibt 

/{x + A)9x /'(x + A)9x , , , A -44 

yiT4*+x*-y 7rbW-='"^*+**^-7Ti4 

27. Zn finden /» 9x = § — — 

y *(«■ 


(23) 


(24) 


(26) 


9x 


A (« -b 4x -b X») -b Äx = 1 
A« “b A (4x *b X*) "b Hx — 1 


i + 4x-bx’) oder 

Es ist am geeignetsten, wenn man den „ , 

Broch de« gegebenen Differenxials in 2 Setst man nnn Ae = 1 also A = — 


8nmmanden~serlegt, io welchen die Fae- . . . . , , _ . “ 
toren des Nenners die Nenner sind. *° erhalt man A (4 + x) -b B - 0 


Man hat 

1 _ _A ß _ 

* (o -b 4x + x>) X o -b 4x -b x’ 
nnd folglich die Bedingung 


nnd hierein 


A = — gesetst 


Digitized by Googli 


Iot«gr«l. 


Integrml. 


8 x 1 h + x 1 

x{a+bx + x*)~ alm a + hx + x'\ 

M.. 

4['-'-‘/rrfc.-/r4lTpl 

oder — [/m X - einem der 3 Integnle 33, 34, 35, wenn min 6 etatt A eehreibt.] 

f y , ^ = — r<»x-t>ii(«-t-tx + x’)- 4 - f r^yril 

y x(a + 4* + **) aL 8^o+4x + x*J 

~ 3a a + 6x + x> + ix + x*l 

indem für du letzte Integral die Formel SO, 31 oder 33 genommen arird, je nacbdem 
i> . i> , i‘ 

— > a oder -y <x oder - 7 - = “ “*• 

444 0 

88 . Zn finden fy 8x = ^ 

y(o+ ix + *>)’" 

Setzt man wieder a = x 4 - |i < 

IO bat man wie in den rorigen Anfgaben 

^ (x+ A)8» ^ ^ /•_ »8» ^ -y)»» 

(»’tc*)** (»’t o*)” •' (»’t«’)“" •' (»’t«*)" 


Um du erste Integral zn finden, setze man 
s’ X c* = /I 

so ist 3s • 8s = 8u 

. 8.U 


Diese Wertbe eingeffibrt, ist 
/'S 


y(s*Te>)”* J JfT 


Nnn ist nach Integralformel 5 
i/u-"8/4= j'4— = 


y (s> X . 


3(«- l)^i' 


3 (ei - 1) 


8(«s- l)(s>xc‘r“‘ 


Cm du zweite Integral zn finden, mnls tionsformel 3. (s. No. 30). 
man duselbe anf das Integral einer Func- ^ 

tion derselben Form znrückfnhren, wo m Setzt man nnn A - — = Fx= B-, 


einen geringeren Werth hat, so dafs man 
bei wiederiioltem Verfahren anf die Form 

— kommt. Hierin dient die Rednc- 


fX= TT (s* X 

(»»xc»)" 


so hat man 


fFx 9i = fis 




8/x _ 

8T" 
r Bbt 
J (s« X 0* 


(*’ T «*)“ 


(s'x 

y<l«xe*)"'^‘ 


X As 8s 
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: + 2 «, 
(»• T «•)"■ 


‘ T c* 


ß. , „ r ßo* , /• ßöi 

= F 2m / ± 2m c’ / —7, 

(j* T r*r ./(i>Tc»r y(j>Tc>)”’+* 

Hienus das letzte IntegnI entwickelt gibt: - 

ß Os _ /• ßs Os _ 2m - 1 r II Os 

,1 ^ fl)»- -t-> “ \/ 2m c> (s* T «•*)” ^ (‘* =F c’)'” 

Setzt man nun m - 1 statt m, so erhält man die Reductionsformel 

r B 8 : ^ 2« ^ / • ßOs „g. 

/ (s» ± c-»)"' ~ ^ 2 (m - l)c» (s> T c’)* 2 (« - 1) c\/ (»i ^ c*)""’ * 


Vertnittelst dieser Reductionsformel ist langt man endlich auf ein Integral 

nun das Integral der Function auf ein ' ß Os , , . , , , ,, , 

anderes derselben Form reducirt, in wel- / 
ehern der Exponent um 1 geringer ist. 'iß und 18 aufgelöst Ut. 

Setzt man in das letzte Intein'al dann «..«ft — ft- :»♦ c«. v-«« «k«* 

. . t * ** u-i* nun Ü.T = ci» ist, so kann man oone 

wiederum m - I statt m so erhalt man ^^eiteres für . seinen Werth in x aus- 

dieses zuruckgefuhrt auf ein I mit dem (27 + 28 ) 

r.xponent m — 2; und sofortgefahrenge- 


A 


(JT + A) Ox 
(a + Äx + x>)" 


l 1 

(^- 1 ) 

|(»+14) 

2(m-l)(a + 4x+x*)"-' 2(m-l)| 

(¥-^) 

|(«+ix+x«)’'-* 


2 )^'^ 

2 („ _ i)(^ _ „) V (« + 4-+ r>) ” ■ 


22. Das Integral ans einer gebroche- 
nen algebraischen Function zu finden, 
wenn deren Nenner in ein Product ron 
binomischen und trinomischen Factoren 
sich zerlegen läfst. 

Das Verfahren besteht darin, dafs man 
den gegebenen lirucb in lauter Tbeil- 
brücbe zerlegt, Ton jedem Theilbruch das 
Integral sucht und sämmtliche Integrale 
addirt. 

In dem Art. „Functionenlehre“ 
No. 4 und 5 ist gezeigt, wie man. einen 
Bruch, dessen Nenner ans 2 Factoren 
besteht, in 2 Theilbrüche zerlegt: Der 
Nenner des einen Theilbruchs ist der 
erste Factor nnd der Nenner des ande- 
ren Theilbrnebs der zweite Factor des 

S egebenen Nenners, die Zähler der bei- 
en Theilbrüche sind aufzufmden. Von 
diesem Satz ist schon No. 23 dieses Art. 
Anwendung gemacht worden. 

Hat nun der Nenner der gegebenen 
Function mehr als 2, z. B. n ungleiche 


Factoren, so nimmt man den ersten Fac- 
tor als Nenner des ersten Theilbruch.s 
und das Product der übrigen (n— I) Fac- 
toren als den Nenner des zweiten Theil- 
brnchs. Man findet den Zähler des er- 
sten Theilbruchs nnd mit demselben die- 
sen Bruch selbst Wiederholt man nun 
das Verfahren mit den übrigen (n — 1) 
Factoren dos Neuners, so erhält man nach 
und nach sämmtliche Theilbrüche der 
gegebenen Function. 

Beispiel. 

2 x’+ 7 x + 3 . „ 

Es ist N — — — — --- in 3 

(x + 1) (x - l)(x + 2) 

Theilbrüche zu zerlegen. Demnach sei 

“x + l+fx- l)(x + 2) 

hieraus 


A (x - 1 ) (x + 2 )+ ß(x+ l)= 2 x>+ 7 x + 3 
Um A zu finden mufs ß rerschwinden, 
demnach ist x + 1 = 0 also x = - 1 zu 
nehmen, und dieaan Werth in die Be- 
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din^ngsgleichnDg eingesetrt viid 

- 2i4 + 0 = - 2 


woraus 
und cs ist 
Hieraus 


A ^ l 

2j’+"j- + 3 _ 1 ß 

+ 1) (x- l)(x + 2) “ * + 1 (j- - 1) (* - 2) 

2x» + 7x + 3-(x-l)(* + 2).l = ß(x+ I) 


„ x> + Gx + 5 

woraus ß = — = x + 5 

X + 1 

Der iu 2 Theilbrüche noch zu zerle- 
frende Bruch ist demnach 

x + 6 _ C_ D 

“{x-l)(x + '2')~i-l‘‘'x+2 
bieraas 

x + 5=C.(x + 2) + 0(x-l) 


Setzt man wieder x= + I, so hat man 
X + 5 = C . (x + 2) 
und C = 5 = 2 

und setzt mau x = — 2, so erhält man 
x + 5 = 0(x-I) 

+ 3 * 

und D = ^-: = -\ 

— J 


mithin hat man 


2x* + 7x + 3 ^1.2 1 

(TTl H-c - 1) (x + 2) ^ X + 1 X - 1 ~ J -T2 


t 


Man übersieht aus diesem Beispiel das 
erforderliche Kechnenrerfahren, ohne dal's 
mau nütbig hat die Oleichungen aufzu- 
itellen. 

Man setzt nämlich nach einander jeden 
Factor des Nenners z=0, das x welches 
daraus jedesmal entsteht, setzt man in 


die übrigen Factoren des Nenners und 
in den gegebenen Zähler und dividirt 
diesen durch jeiie.s Product, so erhält mau 
in dem Quotient den Zähler zu dem zu 
Null gemachten Nenner. 

In dem vorigen Beispiel ist 


daher 


daher 


daher 


2x» + 7x + 3 ABC 

(x + l)(x- l)(x+2)“x + l'''x-l'*’x + 2 
X + 1 = 0 gibt X = — 1 

2x^+7^3_ 2-7 + 3 _-2_ 
(x - I) (x + 2) “ (- 2) X (d ij “-2“ 
X - 1 = 0 gibt X = + 1 

2x‘ + 7x + 3 _ 2 + 7+3 _ 12_ „ 

(x+ l)(x + 2)" 2x3 “ 6 

X + 2 = 0 gibt X = — 2 

2x* + 7:^3 _ 8-14 + 3 _-3_ 

(x + ])(x~ 1) “ (-:iy^ (-”3) ■ + 3 ~ 


30. In No. 6 des Art.: Fnnctionenlehre diese Potenz als Nenner eines einzigen 
ist nachgewiesen, dafs wenn 2 oder meh- Theilbruebs genommen werden murz. 
rere gleiche Factoren im Nenner sich be- Dagegen kann man solchen Bruch 
finden, diese zweite oder höhere Potenz ! fx \ . 

in so viele Brüche mit der Wurzel zum | in Theilbrüche zerlegen von der 

Nenner als der Grad der Potenz beträgt < 

nicht zerlegt werden kann, und dafs Form 


fx _ A 

(.f^y (»*r 


(T 


x)"-‘ 


r + 


+ — 
ifX 


wie folgendes Beispiel: 

3x»+2x + 5 ,, , , , , .4 , ß ^ C 

Die drei letzten Bruche noter gleiche Benennung gebracht and die gleichen 
Nenner fortgelassen entsteht 
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3i* + 2x + 5 = .4 + Ä(j'-S) + C(x- *)> 
Setxt man x = 2, so rerschwindeo B and C and man bat 
3. 2* + 2- 2 + 6 = 21=^ 

hioraas 3x> +■ 2x + 6 - 21 = J* (x- 2) + C(x - 2)> 


oder 


3x» + 2x - 16 


= 3x + 8 = Ä+C(x-2) 


X - 2 

wiedemm x = 2 gesetit, verschwindet C, und man hat 
3-2 + 8= 14 =ß 

hieraus 3x + 8 — 14 = 3x — 6 = C (x - 2) 

„ 3x-6 
C=- :: = +-3 


woraus 

Es ist mithin 


X — 2 ' 

3x> + 2x + 5 


21 


14 


3 


(x-2)* (x-2)*^(T:^^x-2 

31. Nicht immer sind die Factoren des Nenners Binomen; auch trinomische 
Factoren kommen vor. Z. B. soll folgender Bruch behufs der Integrirung in 2 
Factoren aufgelöst werden ° 

2x» + 1 _ 7 _ X , B 

(x-2)(x»-2x + 3)“(x -y) + x*-2x + 3 
. , 2x* + X — 7 +3 

so hat man ^xTs x = 2) = ^ = i = A 

1 


ferner 

mithin 


Der erste Bruch ist also 

X — 2 

(2x» + X - 7) - (x» - 2x + 3) x> + 3x - 10 


X — 2 

2x’ + x-7 


x-2 
1 ^ x + 5 


= x + 5 = B 


(x — 2) (x> - 2x + 3) X — 2 X* - 2x + 3 
Sind aber statt eines Trinoms 2 und mehrere als Factoren im Nenner und 
sollen (Be einfachen, wie hier imaginären Wurzeln als Factoren genommen werden, 
so ist die Arbeit mühsam. 

Es ist hier x> — 2x + 3 = (x - 1 + v - 2) {x — 1 - V— 2) 

Man bat also die beiden Bräche 

C D . . X + 6 


x-l+F-2 •x-l-V-2 


anstatt 


X* - 2x + 3 


Setzt man nun in den Zähler 2x*+x — 7 tionalen gleich, so erhält man 
den Werth von x = l±v-2 und den- Nenner x’-2x + 3) den Zähler 
selben Werth für x in den Nenner (x— 2} 


für den 


so erhält man 


- 8 ± 5 F- 2 

- l±V -2 


Setzt man diesen Bruch =x + y|/— 2 _ , i 

nd entwickelt, setzt Hns Ratinnale Hem * — 1 + J 


- 8 ± 6 F— 2 

- 1 * F- 2 

Setzt man nun, um C zu fiuden 


und entwickelt, setzt das Rationale dem * — * + l ® ® an finden 

Rationalen und das Irrationale dem Irra- ^ ~ 1 ~ 1 ~ 2 , so bat man : 


6 + F 


: - 1 + F- 1 
6 - 1-2 


6 

2F-2 
6 - F- 2 


= i(l-3F-2)=C 
= ia + 3F-2) = fl 


und man hat 


X - 1 - F- 2 - 2 1 - 2 

2^+x- 7_ 1 4(1-3F-2) 4(l + 3F-2) 

X* - 2x + 3 X - 2 X - 1 + F- 2 - 1 - F- 2 


32. Die zum Integriren gegebene Function ist von folgender allgemeiner Form 


y = 


_ j4ar** + A, A^ * + Am 


x" + a, x"-’ + a, x"-* + . . . . a. 


-1 *■ <■ 
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Es ist hierbei in bemerken, dafs der 
Coefficient von x" im Senner, wenn er 
= o gegeben sein sollte, durch Division 
^t a jederzeit in I amgeändert werden 
kann, wie hier als geschehen zu den- 
ken ist. 

kerner ist zu beachten, dafs wenn die 
Function nach einer der hier vorange- 
stellten Integralformelu integrirt werden 
soll, die Function eine acht gebrochene 
sein mufa , so dafs der höchste Exponent 
« des Zählers kleiner sein muls als der 
höchste n des Nenners. 

Sollte nun m>fi gegeben werden, so 
ist der Zähler so lange mit dem Nenner 
zn di^diren, bis ein Rest entsteht, des- 
sen höchster Exponent von X kleiner als 
■ wird. Die gebrochene Function wird 
^ann in eine ganze Function -f einer 
acht gebrochenen aufgelöst. 

Wird nun ein Bruch, dessen Nenner 
ans_ einer polynomischen Function der 
Veränderlichen besteht, zum Integriren 
gegeben, so hat man in der Summe der 
Integrale seiner Tbeilbrüche, die nach 
Toranstebendeii Anweisungen sämmtlich 
zu entwickeln sind das Integral desselben. 

Ist die Function in Buchstabengröfsen 
gegeben, so kann die Zerlegung dos Nen- 
ners in Factoren unmöglich sein; alsdann 
ist auch deren Integrirnng unmöglich. 
Ist die pgebene Function mit bestimm- 
ten Zablencoefficienton versehen, so ist 
der Nenner Jedesmal ein Product so vieler 
Factoren, als der höchste Exponent der 
veränderlichen Einheiten enthält; dage- 
gen können diese Factoren irrational und 
aarweise unmöglich sein. Erstero sind 
ann mit beliebiger Genauigkeit annä- 
hernd zu finden. Hat man nun einen 
derselben gefunden und man dividirt mit 
demselben in den Nenner, so erhält man 
eine Function der Veränderlichen, deren 
höchster Exponent einen Grad giedriger 
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ist, von der man nun auf dieselbe Weise 
einen zweiten Factor näherungsweise 
sucht u. s. f. 

Statt dieses sehr weitläufigen Verfah- 
rens ist es besser zu versuchen, ob man 
die Function in eine möglichst conver- 
girende Reihe entwickeln kann, deren 
Glieder dann einzeln zu integriren sind 
und deren Summe dem wirklichen Inte- 
gral möglichst nabe gebracht werden 
kann. Hiervon No. 63 und weiter. 

33. Eine Function kann übrigens nur ■ 
dann ein Integral haben, wenn sie selbst 
das Differenzial dieses Integrals, wenn 
sie also überhaupt das Differenzial einer 
Function ist. Da es nun Functionen 
gibt, die aus keiner anderen' Function 
als Differenzial hervorgehen, so haben 
diese auch keine Integrale. Vergl. den 
Art.: »Differenzialgleichung,“ No. 

pag. 287. Ein näherungsweises Inte- 

E ral ist dieienige Function, welche ein 
ifferenzial hat, dessen Werth dem Werth 
der gegebenen Function nahe kommt. 

B. Irrationale Functionen. 

34. Irrationale Functionen sind jeder- ' 
zeit WurzelgröCsen, die nicht anzugeben 

sind, als Vx + a, y{x + bx^’". Irratio- 
nalzahlen wie 71 , ln a sind constant, 
fnbx ist = na-;//na0x ist = ;v /n a ;»tngx, 
logrfx sind transcendente Functionen. 

Die irrationale Function der einfach- 

— m 

steu Form ist x"' = (/*• Diese und alle 
übrigen einfachen Functionen in Poten- 
zen mit gebrochenen Exponenten werden 
integrirt, wenn man in den Integralfor- 
meln für rationale Potenzen statt 
des ganzen den gebrochenen Exponenten 
einsetzt. 

»i-t-l 

Formeid i.st: fx"' Dx = 

Man hat demnach 


.(V-) 


/r " 0* = - 

m 

Aus Formel 5 entsteht 


m -b n 


-t-l 


fx "Qx=/-=- 

Aus Formel 9 entsteht 


m — n » ^ „ 

1 '_<W — ft 


(29) 


(30) 


fa + x)” öx = — — (a-b») " 
m X ^ 

UL 


(31) 


20 
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Ans Formel 11 



m 



J[a-xrbx = -;~ia-x) " 
Aus Formel 13 

m-k-n 

• 

(32) 

yta + 5x)^8x= - 

m + » 0 


(33) 

Aus Formel 14, 15, 16 




?a 

!' dr 


+ . 
+ . 


• 1 “ 

• + «„ 


bx=arj'tix + ma”'-\f xP 8* + »,«’" 

/ ■ ("-»’■ /* üj 

* P 8x+mX'“V»''' 

/ ■ /" ». — 

X P Ox +y X P 8x 

yc+x’p) =av9»+2«y»^ ax+yip ^x 


8x 


(34) 


= o*x + 


3ap 


tn-t-p 

P 


3ii+p 


<36) 

(36) 


wt +p r m +*p 

.«-V » 


X P 8x+..(37) 


n +p'" 2i« + p 

y L + *p) 8x = fl*x + J^J^ '' +2i^» +3^* 

35. In No. 18 ist /x” (« + x)" Ox dadurch gefunden, dafs (a + x)" dnrch den 
binomischen Satz in eine ^ihe entwickelt worden ist. Demnach mufs bei diesem 
Verfahren n eine ganze Zahl sein. Man findet demnach: 

/ * m r — 

X P (a + x)” 8x = a^y X P 8x + w,a” 

Beispiel: 

/x^ (a + x)* 8x = /x^ (a* + 3a ’x + 3a x* + **) Ox 

= a* /x^ 8x+ 3a’/x^ 8x + 3a/x^ 8x +/x^ 8x 
= Ja *x^ + f a’ x^ + }a x^ + x^’ 

= 2x^ (Ja* + Ja* X + Ja»’ + i*!»*) 

36. Han kann das I. No. 35 nach mit Hülfe der allgemeinen Redoctionsformel 
2 finden. Man hat: 

m 

J' X P (a + xf Ox = X P y a + x)" 8x ~ J'\^^ ’ A« + *)" 8*] 8* 

/7« 

H+ 1 t/ VP 


= xP 


( a + x)'"«-n 
»+1 / 


_ V (ad-x)"-*-‘ 

n + 1 p (a + 1)^ 


bx 

+ x)" + *8x 


nit dem um 

nenten nichts gewonnen und man mufs weiter amformen. Setzt man 

deshalb in die Integralgleichung » - 1 für n und “ + 1 *® «rhilt man 

yx^-^’ (a + X)"- « 8. = x^-^’ - ^/xf(a + x)- 8* 


Da — eine gebrochene Zahl ist, so ist mit dem um 1 Terminderten Ezpo- 
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Hieniu du letzte Integral entwickelt gibt die ursprüngliche Aufgabe 


r — — 

y (a + *)»8x = -^*»’ ‘ 

m + p 


(a + *)" - 


"P 

m +p 


0 


+ 1 


(fl+x)"-’8x (38) 


In dieser Formel wird also der positive ganze Exponent n in dem neuen In- 
tegral um 1 geri^er. Nun kann man das letzte I wiederum auf ein 1 zurückfübren, 
io welchem der Exponent von (« + «) um 1 geringer, nämlich =n — 2 wird, und 
10 fort bis man ani den Exponent = 0 kommt. 

Beispiel (obiges No. 3ö) (n + »)’ 8x wird nach Formel 38 
Jx^ (a + x)*— I /x^ (« + x)> Ox 
Nnn ist nach derselben Formel 

/x^(« -1- x)* 8x = fx^(a -t- x)>— I/x^ (a x) 8x 
desgleichen 

{« -f x) 8x = Jx^ (a -b x) — J /x^ (a -t- x)“ Ox 
Es ist mithin 

/x^ (a x)> 8x = |x* (a + x)* — J J x^ (a -|- x)> + x^ (n + x) - , J J ,x“ 

= Ja*x^ + la*x^ -i-|ax^ -H*’ 

-iJa'x*- IJax* -i}* 




11 

s 

11 


(a + x)*8x = la’x^ |a* x^+ Jax^ x • 


venn man n + x = i 


welches mit dem Resultat No. 35 über- Die Anflüsnng geschieht nach No. 35 
eiostimmt. dnrch eine Reine, we 

37. Die Formel No. 18, anf irrationale setzt. 

Functionen angewandt, hat man noch zu Dann ist x=s-a 
besUmmeni ^ • 0x = 8s 

/x"(a + x)'^ 8x 


y'x’” (a + X) '* 8x =y*s '' (s - a)" 


8s 


Nnn ist (s - a)*' = s" — tws" 


. _i_ — — 8 -1 

I + m a* — I 


Tmsa"*-‘±a” 


Hiernach jedes Glied mit s'’ mnltiplicirt nnd integrirt 
y sP (s-a)"8s=y s»' tii-maj tP Os + m,a>ys»' 8s-... 

T*a"“V/»^'^‘8s±a”l /" ^ 8s 

Für s den Werth (a-bx) gesetzt: ' • • • 

f - f f --»-«-l 

y x‘"(a-bx)P8x=y (a+x)P bz-ixaj (fl->rx)P 8x S > 

f —+m-i 

-b », o*y (a-bx)P 8x- 

T Bia’" “l/(a -b xj'P ‘ 8x ± a^y a + x)P 8x 
Beispiel; Zn finden /x* (a -b x)* 8x Es ist nach Formel 89; 


(39) 


20 » 
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/*• (a + Sx =ßfi + x)^ 9x — iaßfi + x)^ 9x + o*/(a + x)^ 9x 

= H« + *)^-*a(a + x)^+|a*(o + x)^ 

= 8 ( B + x)* [, 8 jO* — Aax + jx>] 


38. Dasselbe /x*” (a 4- x) '' dx kann auch mit Hülfe der .allgemeinen Reduc- 
tionsformel gefunden werden. 

Uan erhält unmittelbar 

yl" (B + x)^ 0x = *” /(B + 9x - /(„ + Oxj Ox 


— M r 

I {a+x)’’ m_ / ^m-\ 

— +1 -+l‘ 

P P 


— + I 

(b + x) f 9x 


(40) 


Das letzte I wird wiederholt auf ein 1 lurüokgeführt, in welchem der Kxpo- 
nent von x immer nm 1 geringer und endlich =0 wird. 

Beispiel (aus No. 37) 

/y Ox=/x*(a + x^ 9x zu finden. Es ist 

/» 9x = -■ _ .1/r (o + x)^ Ox 

= J*’(b+x)^ - l/x (u + x)^ Ox 

/x (b + x)^ Ox = Jx (a + x)^ - j /x®(x 4 x)^ Ox 
folglich snmmirt 

/x> (b 4- x)^ Ox = Jx> (B 4 X)^ - X (B 4 x)^ 4- ,‘o‘j (B 4- x)^ 

= 2(a4x)^(,|jB>-,^Bx4fx«l 

/ * m ^ 

(a-\-x)f* Tix ist in geschlossenem Ausdruck 
nicht aufzuIGseu. Denn luau erhält durch die Reductionsmrmel 

*** ". + 1 


/yOx = 


X ^ (u + X; 


\a + x)l‘ 

K:+>r 


— 1-1 


Das letzte I ist aber nur aufzulösen, Ul dort rorgeschrieben, die Potenz (’b4x")'’ 

— — "* 1 “ _L 1 in eine Reibe zu entwickeln. Demnach 

wenn entweder 1 oder 1 eine • 

f p kann man nur folgende Aufgaben losen: 

ganze Zahl ist. D. h. wenn entweder r ^ 

— oder — eine ganse Zahl ist. Eben J (** + 8* 

? P 

so führen Substitntionen auf nicht ge- 
schlossen zn lösende Hülfsintegralo. 

40. No. 19 bat die Aufgabe 

/x" (a 4 x">’ 9x • y X » \b 4 * ■■ / öx 

WO m, H, p ganze Zahlen sind nnd es Man erhält 

/ * IW ^ ^ 

xT (o + x")P9x=:y x^ fa»’4p,a^-'x'’4p,B^*V"4....pBxO'''>”4x'"] 

m 

Nun wird jedes Glied der Reihe mit x* muitiplicirt, jedes Product einzeln 
integiirt und sammtUche Integrale addirt. 
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Es Ut mithin 

— r — r — 

** {a \ J ** hx\fflP~^J x'^ bx 

, /* —+J» 

+ P» 1/ 8* + 

Man erhält ferner 

fx-'L+ *~y bx = 4^fx" bx + ~ bx 

r 3fl 

+ Pi«'’~V* ^ 8* + 

Endlich 

y*'^ c + x~y 8x= o»’y'x T 8x + ~ sx 

• /* "* « 

+ ' 8x + .... 

Beispiel lu Formel 41 v 
Zn finden /y 8x=/x^(o + x*)* 

Man erhält x^ [J«* + }a’ x* + x‘ + ^x*] 

Beispiel so Formel 42 : 

Zn finden /y 8x =/x’ (o + x^) 

Man erhält x* [ja* — | o’ x* + Ax^] 

Beispiel an No. 43 

Zn finden /y 8x =Vx^ (o + x^) 

Man erhält x^ f§ o* + <i’ x^ + Ja x* + Jx^) 

41. Für den Fall, dals anch p gebro- J. 

chen ist, hat man für so Ut x = (s-n)" 

/yöx=fx'"(a + x")'’8x _I 

die FaUe an bestimmen , in welchen das 8x = i (i - al " 

L geschlossen anangeben ist. n ' ^ 

Setze a + X* = s Mithin ist 

/»8x=y (,-o)- sP.i(s-a)- 8s 

/* üif _i 

= i /s''(s-o) - 8s 

Nach der allgemeinen Bednetionsformel ist nnn 

wi m-4-1 

M n 

_ — ~ — r m < 4-1 

sP(s-n) » 8, 

m + 1 m+l*' V» 

Mnn ist aber das letzte I nnr geschlos- TOsitire Zahl ist, nnd 
, m+ 1 . dingnng, unter welcher 

sen an bestunmeo, wenn ^ eine ganae geschlossen anangeben 


( 41 ) 


( 42 ) 


( 43 ) 


8s 


( 44 ) 


dies Ut die Be> 
' das gegebene I 
ist. 
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Beispiel fx^ (o + ^ 


Hier ist s = <i + x’ 


i 


also 


X = (5 - a)* 


und f)x = J (» — a)~ ^ Os 
ferner ist m = I; HTz|;p=i 

Man hat demnach nach Formel 44 


L+i 

= ?s^ (s- <•) — j’o iji^ • di — a/i~ * 8s) 

— Z ‘ ’ 1 

= |s* -}o5*-IJs' + las* 


= 1!» ‘ =1! («+**) • 

Alle Functionen derselben Form, in welchen 


m + 1 


eine ganze positire Zahl 


nicht ist, können nur durch Reihen näherungsweise aufgelöst werden. 

/ - — /* X”* 

42. Zu finden /y 8x =y x** (a + x) ^ 8x = / 8x 

(« + *)’ 

wenn m eine ganze positive Zahl ist. 

Es gilt die Formel 17 wenn man für n den Werth — setzt. 

9 


/y 0x = - x' 
Beispiele. 


(« 


IzlIi — l + _J!L_ yi™-» (o + x)~ ^ '/ 


-=--1 




8x 


/ X 8x _ 
1' (a + x) 

J 


j(x - 2o) 1 n + X 


— - = A (3x> - 4ox + So*) l'a + x 

po + X 


43. Zu finden /y 8x 


=y*x''(a + x) 


(■*5) 


wenn is eine ganze positive Zahl ist. 

Man erhalt keine geeignete Be- 
ductionsformel, denn durch jede der- 
selben kommt man anf ein letztes Glied 


von der Form 



Dies ist aber 


nur zu integriren, wenn 
Zahl ist, wenn man 


m 

— eine 
P 


ganze 


dann x — durch 

P 

X -l- o dividirt und so viele Glieder ent- 
wickelt, bis mau endlich eins ohne x er- 
hält. Dieses Ergänzuugsglied ist dann 

y -^^ = ln(a + x). Ist nun — gebro- 

a-i- X ' ' i> 


eben, so ist eine Auflösung ganz un- 
möglich. 

44. In allen bisherigen allgemeinen 
Aufgaben für die Integrirung des Pro- 
ducts eines eingliedrigen Factors x*" mit 
einerzweigliedrigenFunction(a-|-x),(rt-)-x") 
als Wurzel einer Potenz ist die Bedin- 
gung für eine Auflösung in geschlosse- 
nem Integral erkannt , dafs der Exponent 
(/>) der zweigliedrigen Function eine ganze 
positive Zahl sei; daher wenn der Exponent 
p gebrochen ist, die vorgenommenen Um- 
formungen, durch welche eine andere 
zweigliedrige Function mit ganzem Ex- 
ponenten erzeugt wird. 

ln No. 41 ist durch solche Umformung 
möglich gemacht, dals die geschlossene 
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IH 1 

Aaflösung geschieht, wenn — ^ — eine po- 
sitive ganie Zahl ist, wenn also m = kn — 1 
ist, wo k eine ganze positive Zahl be- 
dentet. 

Ist durch Umformung ein ganzer Ex- 
ponent der zweigliedrigen Function nicht 
Lerznstelten, so muls, wenn der Expo- 
nent der eingliedrigen Function nicht 
schon einen ganzen Exponent hat, durch 
Einführung einer Hölfsfnnction 
ein solcher heivorgebracbt wer- 
den. Sodann wird durch Rednction die- 
ser Exponent immer um 1 vermindert 
bis zu dem Werth =0, wo dann das 
letzte I die einfachste Form f(,a -f 
erhält. Nur in den wenigsten Fällen ist 
es möglich, dieses letzte I geschlossen 
anfzulösen, und dann mufs eine nähe- 


oder subtractiv, eine Umformung jedes- 
mal überlegen und ausführen ist zeit- 
raubend; es ist daher nothwendig, für 
alle möglich vorkommenden Fälle Re- 
ductionsformeln zu haben, welche die 
Umformungen ersparen und diese sollen 
io Folgendem entwickelt werden: 

45. Die Formel /x"’(a + hx"y’ 
soll durch Reduction integrirt werden. 

Die allgemeine Reductionsformel (2) ist 
ffx‘Fx öx= fxfFx 9x— yi/x/Px8*]9* 

Han setze Fx = x” 

fx = (a + tx")P 

so ist fxfFx 9x= ■ 


und 


m -p 1 

f'x = nbf (a -p Ix")*’—* • x"“ * 


rungsweise Reihen-Integrimng geschehen, " “ _ „jp 

wovon der folgende Abschnitt handelt. fxfFx 9x = — — x (a -p ix F 

Die Exponenten m, n, p sind nun zum . ^ 

Theil entweder ganz, georochen, additiv Demnach ist . 

/X- (a -P ix»)*' 9x = (“ + **">*"* 

Es ist aber auch 

/x" (a -P ix»>' 9x =fx” (a -P ix»)*’-' (o -P ix") 9x 

=/ax’" (a -P ix»)*’-* 9x -P ßx” (o -P ix")**-* 9x (B) 
Setzt man die beiden Werthe A und B einander gleich, schafR das subtrac- 
tive Glied auf die andere Seite und reducirt, so hat man 

fax- (o -P ix")*-* 9x + + b)fx-^ (a -P ix")*'-‘ 0x =±1—^*— 

Oder das erste Glied links entvriokelt, mit a dividirt und p für p - 1 geschrieben 

. x’"+*fa + ix'')*’+* 

/*■" (a -p ix»)*’ 9x - 

_ i. . »P + "+"*+* li—i-" (a + 6x">’ 9x (46) 

a m -p 1 , , 

Diese Formel ist als Reductionsformel brauchbar, wenn m und n entgegenge- 
setzte Vorzeichen ^ben, weil dann i»-p»<«, das zweite 1 also einfacher wird. 

Beispiel. Zu iotegriren 
fjß Bx =Jx ^ (a -p 6a>^)^ 9x 
Nach Formel 46 hat man ' 

/y Bx = - x“i (a + bx^)^ + ^fx~^ (« + 8» 


r>a» lAtlt« 1= f ^ ^ ÜX X UUVMvaa »so ».w _ 

uas leizw i ^ ^ hält aber eine geeignete Reductionafor- 

läfst nur eine unvollständige Entwiche- mei, wenn man in die Formel 46 .»• " * 

Inng in Reihen zu. _ für n schreibt und das zweite I entwickelt; 

46. Sind i» und n von einerlei Vor- dann hat man 
Zeichen, so ist m-pa>'w die For- 

fx" (a -P ix»)*’ Ox = «”-'•'*''(‘» + *‘^7— - 
fx pa-pix/üx- + + (ap+m-pi)i 




ix*)t 


Ox 


mel fuhrt auf eine nisammengeeetitere 
Function als die gegebene ist. Man er- 

-t.-- Usa/Ill 
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Beispiel. Zu integriren 

' * /j 8* =y*~ ^ (o — 4*~ 

/y 8x =r — x" (o + 4x~ - 0 = 


7 - 4 


(a + 4x 


47. Die gegebene Fnnction kann auch 
dadnreb reroinfacht «erden, dab man den 
absoluten Zableuwerth von p vermindert, 
so dafs dem subtractivem p etwa.s addi- 


tives und dem additiven p etwas sub- 
tractive.« binzugesetzt wird. 

Setzt man nun in Formel 47 statt p 
den Werth p — 1 und statt m den Werta 
m -I- n, so erhält man 


/x"-^" (a -b 4x")f-‘ Öx = ^ -I- A”' (« + 9* 

(np + m+ 1)6 (np + »n -1-1)6 

Setzt man diesen Werth von /x*’"'"" (a + />x"V’-’ 9x in die Formel 45, A 
statt des letzten Integral.«, so erhält man die Keductionsformel 

/x’"(a-b4x''y0x=---^‘’ + **^^.-_"P“-- ./x’"(a-b 4x"^^^ (48) 

Entwickelt man ans dieser dritten Reductionsformel das Integral des letzten 
Gliedes und schreibt dann p 1 statt p , so erhält man die 4te und letzte Bednc- 
tionsformel 

/r'"(a-b4x")'’ 0x = - + y + "y " ^ /x" (a+4x">*+^ 8x (49) 

"(p-fl)a fi(p-bl)a 


Diese Formel wird angewendet, wenn 
p subtractiv ist. 

48. Die letzten 4 Hauptrcductionsfor- 
roeln (46 bis 49) auf eine gegebene Fnnc- 
tion nach einander angewendet, führen 
die Integrirung auf das I einer Function 
zurück, bei welcher der gebrochene Ex- 
ponent des Binoms ein Achter Bruch ist 
und m nach einander immer um n ver- 
mindert seinen einfachsten Werth erhält. 
Ist man auf diesem Wege zu der ein- 


fachsten Fnnction gelangt, so dafs die 
fortgesetzte Anwendung der Reductions- 
formeln diese wieder zusammengesetzter 
machen würde, so mufs zur unmittelba- 
ren Integrirung der in der einfachsten 
Form erhaltenen Function geschritten 
werden. 

Beispiel /y 9x =Jx^ (a -(- x^) ^ 9» 

Hier ist zuerst Formel 47 anzuwenden, 
und man erhält. 


/y 9x = — ^ x^ (a -b x^) ^ -b 2a,./x ^ (a-bxO ^.8x 

Da nun in dem zweiten I x einen ächten Bruch zum Exponenten hat, so 
mufs zur Rednetion von p mit Hülfe der Formel 49 geschritten werden und 
man hat 

/x- K«+x*)- l8x W + ± [x*(«+x»)- « 4/*- i (a4x'i)- *8x] 
oa 

Wendet man nochmals Formel 49 an, so erhält man 

/x-i(<.+x*)- » =- ^x*(«+x*>-3n/x- *(«+x*>8x 
Oft 


Diese Form ist für das letzte 1 die 
einfachste. Entwickelt man nun das Bi- 
nom, multiplicirt jedes einzelne Glied 

mit x~ so erhält man eine nach x 

steigende Reihe; schreibt man x^ als er- 
stes Glied, so erhält man eine nach a 
steigende Reihe. Das 'I wird aber um 


so genauer und man bedarf um so we- 
niger Glieder, je convergenter die Reihe 
wird. Deshalb schreibe man 

al(ij + l)‘für(« + x*)i 

entwickele binomi.sch und multipliciro jc- 
- * 

des einzelne Glied mit x *, so bat man 
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Zafx~ * (a + 8x = 3o* Vi“ * (^ + l)‘ 8x = 


Das ate Glied ist = 

3a* l-3-7.il [3 + (a-2)4] 

4 ”->' 1 -2 -3 -4.... 


17 ■+■ (a-2)20 
12 ~ 


Die Reihe ist also nach x genommen ziemlich bedeutend conrergent. 
hat demnach 


nnd 


/y 8x = — jx^ j^(a + x^) ^ + I" (“ + — I / der Reibe. 

m (a+x^) =s, so ist die Summe der beiden vor dem letzt 
lammern befindlichen Glieder 


4x» 


/y 8* =— (290 + 24x^) (o -i-x^) * — I / der Reihe. 

49. Wie das letzte Beispiel, so sind 50. Zu finden 
die wenigsten irrationalen Fnnctionen , . _ f* xbx 

dieser nnd anderer Formen in geschlos f<J 0 x= s 

... . .. e. . I 0 + 4x» 


senen Integralen zu erhalten. In den 
foinnden Anfgabcn sollen diejenigen M®" s®*®® " + 4x’ = z 
Fälle betrachtet werden, wo eine ge- 2Ax8x = 8z 

scblossene Integrimng möglich ist. Diese 
Fälle beschränken sich anf den Werth 

also 


8» 




a = 2 . 


24 8x 


8x 


1 /• X Sx 1 , — j— ; 

also # — -j- l'a + 4x’ 

./i'a+Ai* l> 


Han kann auch einfacher setzen: 

f'~=^= =yx(o + 4x*)~ ^8x = iy(«+ 4x*)~ ^ 24x • 8x 
J p'a + 4x* 24 


= i/(a + 4x>)- * - 8 (« + 4x*) 8x = 1 = J , 


24 


24 


äl. Zn finden 






j. ' y + x* = s4 X 


1/0+ 4x* 

Diese Function ist nicht anders zu in- gg ^{^4 hieraus 
tegriren , als dafs sie in eine rationale 

Function verwandelt wird. Schreib des- -^ = z’-f 2xs 

halb * 

I 'a + ix’ = y i • y + "4 ** 

, . ' * woraus X = — „ — 

nnd setze 2s 


Man 


I sie 


(80) 


+ ix» 
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hieraus 


und 


a , 0 h 

_4x -» + - 27 - 27" 


9x = J 




2 .> 


Folglich diese Werthe in die gegebene Formel gesetzt : 

oder 

- * Vk) + U ,'4] + c 

Han kann das letzte constante Glied In yt mit zur Constante zählen ; dann 
hat man auch 

=- 1» 0^7+47* -* + c 

J t'o+ix> 1» 

58. 17m die gegebene Function / und * = 

rational zu machen kann man auch Mithin 

+ *’= Vn’ + x> = o + xz setzen. 1“+® “® + 


(51) 


8nz 

l-z> 

2o»’ 

1 - z> ~ “ i - z> 


l+z’ 


Durch Quadiirung entsteht 
x’ = 2«x» + x’ »• 
woraus x = 2nz + xz’ 


und 

8x = 2a 




Hiernach 


d-»’)’ 


(l-»V 


dz 


/• 8x _ 1 /* s» _ 1 /; 1 + z» a 1 

J l/a“ i*’” ^ V I 7^* ■ + 

^ r ht i f öz _i fl hi 8z \ 

■ V 6y 1 - Z» ybj (1 + z) (1 - z) ~ ybj b (1 + z) 2 (1 - Z)/ 


= ^.L[b.(H-z)-l,(l-z)]=l/aiA; 

X 

Diesen Werth in die letzte Formel gesetzt gibt 
V a* + — o 

— 1 + |/a* “ « 

* + « 


f i Xn-1—^— = 1 

J t'o 4 6x’ V “ j V'o’ 4 ~ X — o* 4 - 


_ yb 4 y» 4 4x» - ya ^ p 


(52) 


1 4 X yb — y'a 4 4x* 4 V» 

53. Diese Formel stimmt mit der Formel 51 nicht überein. Denn mnltipli- 
cirt man Zähler und Nenner des Logarithmus mit dem Zähler, so erhält man 
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— Va) * _ (» I 6 + Ka +*»*~ I <»)* 

{* t'4)* — (l''a + 4x> — V’a)’ 2 ya (| a + &*• — ) a) 


Multiplicirt man in dom letzten Qnotient Zähler und Nenner mit (| o + 6x’ + ( a)j 
so erhält man redndrt 


6i* }/a +4a* + äx* y t 4x* + x t'A 

ix’ t'a ~ V'o 

nnd demnach ist 


/; 


&x 


— I e 4- hx* + ^ V j _ 1 (i'a + 6x’+ x t 0 — ln l'oj (53) 

V'a + äx* l'* V« yh'^ ^ ^ ^ ^ 


Es ist aber No. 3, pag. 393 naohgewie- der abgezogen immer nur constante 
sen, dals wenn von einer und derselben Reste geben. Nun ist das erste I (51) 
Function zwei oder mehrere ron einan- , » Ir, — -j— , . , _ 

der renchiedene Integrale aufgefundon •'F “ jzj L‘" U <• +*••■ •rlolj+t- 

werden I eo können dieselben Ton einen* oder die Formel vor dem 1. 51: 


/jf öx = — i [la ()^o+ ix* - X t'i) + ln l'i] + C 
Das zweite I No. 52 

/y 8x = [la (i'o +4a* + X F*) - ln F»] + C 

Mithin muls die Differenz 

la (j/a+4x*+xV'i)+ /a()^a + ix* - x fi) 
eine constante Orölse liefern. Nun ist aber die Summe der Integrale = dem I des 

Products 

= la (|/a 4- ix* 4- X l'i) (k'o 4- i*’ — x t'i) = lna 


Mithin stnd beide I zwar sehr verschie- 
den, aber beide richtig. 

/ ' 8x 
, - 

('a — ix* 

Verfährt man, um die Function ratio- 
nal zu machen, nach No. 63, so wird 

für ^a — ix* geschrieben F i T" ~ 


= piV'a’ — x*=Ki (« — »») n- »■ **• 
man kann, wie No. 53 bis zum Schluis 
geschehen , entwickeln. Da diese Arbeit 


also wenig Hübe macht, so soll hier ein 
anderes Verfahren gewählt werden. 

Man setze l^n’ — x* = s (a — x) 



Beiderseits qnadrirt und mit (n — x) 
dividirt, ergibt 

o -f X = s* (n — x) 
o(z*-l) 

woraus x = - . , - ■ 

4*4-1 


nnd Ox 

Mithin 


, /-s ■. / o (s* — 1)\ 2oi 

, n.(s*4-l)2s-(s»-l)2z_ 4os ,, 

<?+17 

... . /* 9x /* 4a> 8s 1 /’ 8s 

^ J (*’+ >n " J ^ 

V z*4- 1 ' 

= 2 arc(«j = s) = 9 arc {tg= 


Mithin nach Differenzialformei No. 120 
8x 


/i 


nnd 


fS t = \ Arc (tg = 

J ix* V 4 V * * l'o - X yh) 


(64) 
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5 5. M an kommt auf eine andere Formel, wenn man fni — x* den Werth 
( 1^1 — setit. Dann ist 

/'_»x f 8x ^ i_ f ^(~^) 

J ]^a — a/ |y^ ( ^ )* I ' I X y 


Nun ist nach der Differenzialformel 118 


— - Are .i« ( ^ ) = ~ Are {.in = x|/A) 

r \ a / Aach diese Formel ist von der 5 


und für o den Werth j/-y gesellt 


( 56 ) 


Mithin 




64 Ter- 

9x ^ schieden , jedoch sind beide wieder nnr 

— j ~ yt **" „ um eine Constante unterschieden. 




Nämlich 


2 . |/^'a+x|/Ä 1 • / l/^\ n 

-rr Are (ff I -7 - — Are I = C 

yb ^ r \'a — x\b yb V ^ a / 

o«»« 2 Are Are .in (x|/-i) = C^ 

Setzt man Und wenn man Zähler nnd Nenner des 

. ... 1 /I «+ * V* letzten Brache mit ya — x F* multipU- 

Arelgy “ 'I'’ cirt and redacirt 

. . i/Ua+xJ/i 

Zu dem g^ebenen doppelten Bogen 

2rf< gehört die Tangente ron 2(p , und es ist Setzt man nun Are sin xl/ — = ip 
' „1 / pg + xt ö ' « 

,-g^_ > ya-xl6 so ist finij. = xl/- 

' “ (/« - xpi Hieraus folgt 


lg\li = 


sin \p 


V- 

r a w\/b 


Also 


yi — sin ’ip V<‘- i*’ 

cot tp = 'S [y (lA- y) = ‘S'8'r 


Mithin ist — eol \p = tg 2q> 
oder eol (n — if') = lg 2q> 

oder . 


Es ist mithin li' ~ y = 


odbr 


tp-2(f = - 


d. h. Are nn (x]/ ±) - 2 Are /, 


56. Zu finden Jy Dx 


= /*^ 
y v-a + 


+ 5 ? 


Setze wieder -r- = o* 
5 
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10 hat man 

Seti e ferne r 

V'x* — o* = * — » 
oder (''»* — «» = (»— o) 1 

Für die erste AnDahme erhält man 
— n> = — 2*» + »* 


«orans x = - 
und 


1>+B» 


2> 


2» 


n , 2»’ - (»’ 4 <■*) — o* . 

Ti = 

Hieraus hat man 


J |/i*^ J »»’ « - » ‘ 


und 


r ^x_ 
J 


1 X v'i — F— o 4" ä»’ 

, = 7 I» W—, 

»ä r* 


, =- , |li»(’xF/<-l -a4**'i-i»l *1 (.'■'C) 

F-«i4-4i* I* I* 

wo das letzte Glied Im ( ä auch rar allgemeinen Constante gezogen und fnrlgelas- 
aen werden kann. 

Für die zweite Annahme 


F** - W* = (x - o) z 

-gesrhieht die Herleitang wie No. 54 und mau erhält 




= V* + F» + 1 * 1 4 - ya) 


(57) 


(58) 


Beide Integrale 56 and 58 sind wieder von einander verschieden. Pafs deren 
Differenz constant üt, beweifst sich wie folgt: 

Cs ist die Differenz beider Integrale = 

D = ^ [f"(x yb — F~ o 4- 4x*) — Imyh-yi in (F* F4 4- F® + F® F4 — I o)I 

— ln yb als Constante und den Factor -77 als constant fortgelassen, ist 

F» 

O = In (x yb — F— a 4- 4 **) 4 I» (F* F4 4" F“ 4- F® F4 — F")* 

= In (x I 4 — F— « 4 - 4x*) 4- In 2 (x f4 4" V ~ «4-4 x*) 

= In 2 [x f'4 — F~ <• 4 - 4x’] [x F4 4" 1 "■ <» 4- 4x*J = In 2 n 
wie No 3 verlangt. 

/ • 8x 

-== 

F— o — 4x* 

/ ■ 8x r 8x 

' = — F — 1 / — - . ' : 

F-“ l • F® 4" 4x* J F®4* 4x* 

so bat man das I nach No. 61, 52 and 63 (Formel 51, 52 nnd 53) wenn man jedes 
dieser I mit — F^ moltiplicirt. 

58. Zn finden /y 8x - f 

J F<»4-4x4-ox* ■ 

(Vergleiche No. 23) 


(59) 


Setzt man ~ ~ ^ erhält man 


itt (. 

i» li 


i4-4x4-cx« = «4-4(s-^) + c(s-^)’ = a-^4-«* 
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Schreibt man dalni hi die Formeln für i den Werth c, so erhält man, da 
öl bU 69 für « den Werth (<. - nnd Fun"cUon*‘’ 

' A.-.« fet k.* 


Aus Formel öl hat mau 


/| /~i» ~ ■ Ä '*[ “ -fc + ‘ 

Für i den Werth * + ^ nnd für 8» den Werth 9* gesetzt 
/" -==^ = - F [i WixT^» - i+®"1 

l'a + 4a: + cx> tc L' ' ^ 2 J e J 


J'fl + 4a: -f- cx' 

I Aus Formel 62 hat man 


f- 

a' \ 4 


^ /d — I 4ar — A* -f 2 1 c + 6x ^ cx* 

+ Ax + cx* > « A + 2cx + V'4ac — A* — 2 Vc 


Aus Formel 53 hat man 

=^ln\ j/r+^ +Tx. + 

a/ l^a 4* Ax + cx* Vc L 2} c J 

Aus Formel ö4 hat man 

Ox 


|/4flc - A* + A -f 2 cx 

la+6x — cx* 1^ ^ |^4ac — A* — A — 2cx 

Aus Formel 65 hat man 

/ * 9^ 1 ^ . 2cx — A 

~ := ; : .. = -r- Are stH 

|rt+Ax — rx* ]^4ac b* 

Ans Formel 56 hat man 

/77TTk7=;= ■ V- (“ + £) + «’) 

(indem man hier für a den Werth a+^ setzen mnls) 

4c 

Hieraas 

r 9x l,/4 + 2cx , ; i\ 

*/ j/ — a 4x + cx* Fc V 2c / 

Ana Formel 66 nnd 67 hat man 


(60) 


( 61 ) 


(62) 


(63) 


(64) 


(65) 


r_ _ 2 fl 2«x+4+l'4*+4ac 1 '2rx+4-j'6*+4ocl 

— + y ■ — 2-,c — J 

IS Formel 69 bat man 

r ~”^ 

»/ y—a — 4x — cx* */ j/a + 4x+cx* 


Für das letzte I -wird Formel 61 oder Fx = 9x 

62 gesetzt. go jgt 

59. Zn finden J^a + 4x* 0x > 9x = x 

Setze in die allgemeine Reductionsfor- 4x9x 

mel 2 fx = 

ffx Fx □= f mJTx 9 x ~Jlfx .fFx 9x) 8x F» + **’ 


fm = Fa 4* hx* 


Mithin 
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/k^« + *x* . 8 . = ,/« + »«• . . 

J I^a + Ax* 

=*}/«+A** — yi^o+ix* ÖX+ 

%/ \'a -f Äx* 


Kienvt 


2 yi'«+ 4 x*ftr = »^^a+6x* + a f 

4 / l'a + 6 ; 


/l'ö+l? 8x =Y V^a + ix> + -^J'- 


j'a + 6x* 
Ox 


oder 

oder 


/o + 6x* 

Statt dea letzten I die Formel 61 oder 52 oder 53 gesetzt; gibt 
yi^a + 4x>8x* Jxl^a + *«*— [j/o + ix* - x J/i] 

= ix + V/gg _-_lV. 

®V 6 X V& — + l'a 

= |x 1 ''«+ 6x* + ^ In (l^a + ix* + x J'i) 

60. Zn finden 4x’ 8x 


Setie hier /xc^a — ix*; fx=8x 
also • fx = ; /Fx 8x = x 


M bat man 


V^a— 4x’ 

= 1/j:^* • * +/^% 

= *l/rnP- Ä^Sx+ a 

%/ Yü — 6 x* l’ Ä “• 


4x* 


- - - y, 9X 

— X 4x* — yj/fl ~ 6^ Öx + o / . ...^ .- 

J ya— *x* 

alao /v/a-hx* = Jx l/ä^4x» + y 
. Für dal letxte I Formel 54 gesetzt, gibt 


/j/a- 4x* . *x »/a- 4x» + ^ iirc (g 
Für das letzte I Formel 56 gesetzt, gibt 

= *x /a-»** + drc »in (x ^ ^ 

61. Zn finden yV 8* =y^“ + ** + ®*’ 0 * 

Schreibe, irie in No. 58, x = z — so erhält man 

«c 


( 67 ) 

( 68 ) 

(69) 


(70) 
(71 A) 
(71B) 


/,8* = y(o-j^) + cz« • _ 

51 

8«Ut man nnn a — ~ für a in No. 59, go erhilt man 
4o 

, ^ _ (* + 9rx) V^a + 4x + cx’ 4ac — 4* P 8x 

/FÖX= ^ + gp y v/a + 4x + cx> 


(72) 
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womit das I auf Formel 61 und 62 turückgeführt ist. 

62. Zu finden /y f)r =/ \'a + i» ci* 8x 

Verfahre hier wie ad 61, setze aber, weil c subtractiv ist, o + — für a und 
b 

* = 4 + Yg' Formel 70 


J ]' (" + D" V (“ + rD - “ + K“ + H) f\ 


dz 


also 


l(-Ö- 


/( a + bx-cx*8x = ~ |(2cx- 6) l'a + ix— er* + {(4oc+ 6>) f— — 1 

+ — cx’J 


(73) 


C. Von der Integrirung in Reihen. 

63. Eine gegebene zu integrirende Func- 
tion ist oft von der Beschaffenheit, dafs 
die bisher aufgefundenen Regeln des In- 
tegrirens nicht im Stande sind, das I 
vollständig oder geschlossen darzustellen. 
Vornehmlich ist dies der Fall bei den 
zusammengesetzten irrationalen Functio- 
nen, und aufser den im vorigen Abschnitt 
aufgeführten Fällen gibt es nur noch 
wenige, die wenn sie sich nicht auf jene 
Fälle zurückfübren lassen, eine vollstän- 
dijre Integrirung gestatten. In solchen 
Fallen mnfs man sich mit einem I be- 
gnügen, welches dem gesuchten I an 
Werth möglichst nahe kommt. (Vergl. 
No. 49 in Beziehung auf die in No. 48 
geschehene Beihen-lntegration.) 

Um solche Näherungs -I. zu erhalten, 
entwickelt man die gegebene Function, 
oder wie es in No. 37 geschehen ist, den 
schwierigen Factor derselben in eine 
Reihe, die nach Pbtenzen der Orveränder- 
lichen fortschreitet, dergestalt, dais jedes 
einzelne Glied der Reihe sich vollständig 
integriren läfat. Integrirt man dann diese 
Reihe, indem man jedes einzelne Glied 
integrirt, nnd die Glieder des I conver- 
giren, so hat man in der algebraischen 


Summe dieser Glieder das I um so an- 
nähernder, je mehr Glieder der Reihe 
man nimmt. Das Verfahren, eine Func- 
tion auf diese Weise zu integriren heilst: 
Integrirung durch Reihen, Rei- 
hen-Integration. 

Dagegen, kommen Fälle vor, wo es 
nicht gelingen will, die I. -reihe conver- 
gent zu machen (vergl No. 44), und es 
Ist ein Mittel erforderlich, um auch in 
s ol c hem Fall das 1 näherungsweise dar- 
znstellen. Dieses Mittel besteht darin, 
dafs die Function zwischen 2 Gren- 
zen für bestimmte Werthe der Ur- 
veränderlichen integrirt wird. 

64. Setzt man nämlich in ein Integral 
statt der Urveränderlichen 2 auf einander 
folgende bestimmte Werthe derselben, 
und zieht die zugehörigen Werthe der I 
von einander ab, so nennt man den Un- 
terschied beider Werthe ein bestimm- 
tes oder begrenztes Integral oder 
einen Iiitegralwerth. 

Die beiden bestimmten Werthe der 
Urveränderlichen heifsen die Grenzen des 
I, und die Forderung für die Bildung 
eines solchen 1 drückt man aus: Es soll 
das I zwischen zwei bestimmten 
Grenzen genommen werden. 


Z. B. Es sei zu finden 


Satz: 


/(-f-r 


so hat man oach dom bioomiseban 


/(" ‘•Pf- 

• + ^üb"-^ 

• J J x"" 

also Glied für Glied integrirt: 


na” ‘b _n,a”~ ‘ b‘ n,a”~^b‘ 

(2 

»I — l 


Ijx"-* (2i»-l)x*’"-‘ (3m-l)x’'"-‘ 


ab” 


(«m-in-l)x<”-‘)"‘-* (nm-ljx""-* 
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Um nnn das I zwischen 2 bestimmten Grenzen zn nehmen, z. B. für « = I 
nnd ar = a, hat man 


/(-f-r 


bx für s = 1 


", 


«• — 1 

fni X = <1 




2i"- 1 


-"-» 4 « o"- ’4>-.... — 


2 m- 1 


(fl— l)m— 1 mii — 1 


a — — - a 
m - 1 


'4»_- 


'4>- 


2 »i — 1 ~ 3 m — 1 

L- _ <n— I)/n-|-3 ^ «m+1 

(h— l)m—l wm — 1 

Zieht man Ton der zweiten Reihe die erste ab, so erhält man das zwischen 
x=l und x^a genommene begrenzte I rediicirt und geonlnet. 


= i)+ 4a"-"'(o"-‘ - 0 + _ ,) 

+ 0 + —.+ ; 1) 

3m 1 ^ *) w^”l 




Für w = 3, m = 3 erhält man das begrenzte I 

a* - 1 ä» a* - l 


65. Allgemein hat man also Folgendes : 
Ist f = fx irgendein I, welches zwischen 
zweien Grenzen a nnd 4 genommen wer- 
den soll, so sind die zagehörigen Werthe 
der Function 


»' = fa 




nnd das begrenzte I hat den Werth 
f"-y' = ß-fa 

Han kommt also zn dem begrenzten I 
anch, wenn man in dem allgemeinen I 
die CoDstante dergestalt bestimmt, dals 
dessen Werth für die eine Grenze a =0 
wird and wenn man hiernach für x die 
2 te Grenze 4 als Werth für x einsetzt. 
Dann hat man die Bestimmnng 
fa + C (Constante) = 0 
mithin C = — fa 
nnd das vollständige l = fx — fa 
Wird nnn für x die 2te Grenze 
setzt, so hat man 
das begrenzte l = fh — fa 
In dem Beispiel 


nnd das vollständige I 

= o*(x-l)-«4(i,- 

Wird nnn in diesem vollständigen I 
für x = a gesetzt, so ist der Integralwertli 
zwischen a nnd 1 

1 » — 1 4 « - 1 


= o’(a — l)-f 4 


a ^5 


«e- 


Man kann demnach die Forderung; Ein 
bestimmtes I zn nehmen anch ausdrucken, 
indem man sagt; Das I soll in seiner 
Constante so bestimmt werden, dafs das- 
selbe für einen bestimmten Werth der 
Urveränderlichen verschwinde nnd hierauf 
für einen zweiten bestimmten Werth der 
Urveränderlichen angegeben werden. 

Wenn ein I für einen bestimmten 
Werth der Urveränderlichen verschwinden 
soll, so sagt man anch; das I fange mit 
diesem W'erthe an, man drückt diese 
Forderung dadurch ans, dals man den 
Anfangswerth rechts des Integralzeichens 
unten beifügt; 


/(“ + r*) - r* - Ä + 


soll für X = 1 der Werth des 1=0 wer- 
den. Han hat demnach 

o» _ o4 - 4» + C = 0 
woraus C = — o* -f «4 4 4» 

m. 


-I- bx drückt die Forderung 


dafs 


Ox für x = l ver- 


schwinde. Eine zweite Grenze der Ur- 
veränderlichen , bis zu welcher das I ge- 
nommen werden soll , wird oben dem 
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I-zeicJien angefügt : die Forderung für das 
Beispiel rrürde geschrieben werden 



66. Wenn x, ; x, x, x, . . . x^ auf 
einander folgende bestimmte Werthe der 
Urveränderlichen x in sehr geringem Ab- 
stande von einander sind. fx, fx, 

....fx^ di? Werthe der Integrale der ge- 
gebenen Function für die Werthe x, x, 
....x„. Ferner 

Fx, = fx, - fx„ 

Fx,=fx, -fx, 

Fx, = fx, - fx. 


^*»-1 = ^^»-1 - ^*«-8 

- K-I 

Die Integralwerthe zwischen den Gren- 
zen fx, und fx,-, fx, und fx,; ....fx„ 
nnd 

so ist offenbar die Summe Fx, -f Fx, 
-|- Fx, -f ... Fx„ der Werth des Gesammt-1 
zwischen den Werthen x, nnd x„. Ad- 
dirt man nun die unter einander gestell- 
ten Summanden und deren rechts ste- 


henden Werthe, so beben sieh unter die- 
sen immer Je 2 gleiche mit entgegenge- 
setzten Vorzeichen versehene Glieder ein- 
ander auf und man hat 

2. Fx„ = fx„ — fx. 

Setzt man fest, dafs für x = 0 auch 
fx = 0 werde, so hat man 
fx„-i-C = 0 

woraus C = — fx. 

Es ist sodann 

Z - f*, = F.x" = fx„ -f C 

Ans derselben Darstellung geht hervor, 
dafs der üesammtwerth des Integrals 
ZF„,x" zwischen den Grenzen x„, nnd x^ 
= - f^m 

Demnach ist der oben erklärte Inte- 
gralwerth zugleich der Gesammtwerth des 
zwischen den Grenzen genommenen 1. 

Wenn fx —ff^x 9x x J'x^ Dx = |x^ 
so ist f,xxßfi = o 

f,* = * • 1 

f,x = I. 32 = 6,4 
f,x>=5,4 

Beispiele von Reihen-Tntegrirnng; 


UBeispiel. Es ist = ‘ + i»’ + | x' -|- , 

Beiderseits integrirt gibt 

, , x> 1-3 x>, 1 . 3.5 
„rr„nx = x + i.- + ~.- + ^^^. - + 

2. Beispiel. Es ist --i-; = 1 — x* -f x‘ — x* x* — .... 

1 -f x’ 

Beiderseits integrirt 

Arc-Igx = x- ix> -f Ix‘ - Ix' -|- {x* + .. . . 

3. Beispiel. Es ist + T + + •• • 


Hieraus 


/e' = x-l-— H 1 ~ 

•' 2^1- 2-3^1. 2.3. 4 


-b. 


Eine interessante Reihenintegrinmg ent- 
hält der Art. ,Fall. D. durch einen 
Kreisbogen*, Band III. pag. 72. 

III. Integrirung transcendenter 
Functionen. 

A. Exponentialfunctionen. 

67. Die Exponentialfunction n' zu in- 
tegriren. 

In dem Art. ,Differe nzial * ist pag. 
266 entwickelt 

Formel 5. = « 

Dx m 


Formel 6. 


8. 


Dx 


• ln a 

log a 
log e 


9. 


Öx 



öx log^ e 
Die Bedeutung der Bezeichnu^en ist 
dort angegeben. Von diesen 4 I^rmeln 
ist die von allen Nebengrülsen uuabhän- 
gige Formel 

Ox 


- = Ina 
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Bedeutet « die Basis des natürlichen 
/a* In a Ox — ln afa^ Ox •**> ^®'l 1» « = 1 


nnd /a*' Sx = - — 

In a 


(74) 


ist, 

/«' <)x = e' (76) 

68. Die Function »" • n* lu integriren, 
Es ist also das I der Function n'= wenn n eine ganze positive Zahl ist. 
dieser Function selbst, dividirt durch den Setzt man in die allgemeine Reductions- 
naturlichen Loganthmns der Basis a. formel 

Ist » = Ix, so ist /• / a r, « 

- , fifX-fxQx = qxffx Ox - / ffx Ox 

fa* Ox=fa‘ ^ n»= - (i6) „ , 

'Os Ina qx = x •, fx = a , so hat man 


/x’ . Ox = x" . ^ -/»x"-‘ ~ 9* 
' Ina •' Ina 


— X • z j — Jx a ox 

IH a ln a- 

Das snbtractive I nach derselben Seductionsformel aufgelöst nnd so fortge- 
fahren, bis man endlich auf ein I=/x°a'0x kommt, gibt das I 

, . X* »'■ r wx"-‘ ■ (« - I) x”“* «(n- 1)....3 . 2 • n ,,,, 

/x" a’^Ox = j— X- -j— +- ' ' (77) 

/a a L f» « ((« o)» (/„ „)» J 

tfV 

G9. . Die Function — zu integnren. 

x" 

Für die Rednctionsformel ist hier 
qx = x~" ; fx = a^ 

Diese Werthe eingesetzt ist 




= - ’LJZ.Z 4 . hl X- »-H Ox 

n — 1 n — 1 


Das gesuchte I ist also wieder auf ein um 1 geringer geworden. Das so erhal- 
I zurückgeführt, welches mit dem gege- tene I durch dieselbe Keductionsformel 
henen von einerlei Form ist, und in wel- aufgelöst, mit dem neu erhaltenen 1 des- 
ebem der subtractive Exponent von x gleichen und so fort ergibt 


/x-"o" 0 x = - 




_n+a 


II — 1 " (« — 1) (a — 2) ' 

x-‘a*(/aa)" ’ 


t +; 


“ (a-I)(a-2)(a-3) 

(fa a)"-‘ 


a''(/Bo)*— ... 


fx *a'^Ox 


(78) 


(a-I)(a-2)...2.1 ‘ (a - 1) (a - 2) ... 3- 2 • l' 

Dieses letzte I, worauf das obige Verfahren zuletzt hinführt, läfst sich nicht 
geschlossen integriren, die lutegrirung mufs durch Reihen geschehen. Nun bat 
man aber 


folglich ist 
'a' 
and 


- =‘+-r*+ TT2-*’+I72.3* +• 


a' = ?! = 1 + -I- + 

X ^ 1 ^ 1.2 ^ 1 . 2 - 3 ^' 


J 


a* - ; x’ (fa a)> X* (fa a)’ 

0x = /«x + x/«a + -;_-2^^.f 


J/aa)” _ 

1 • 2...a 

x^-'ffao)^ 
1 • 2 - 3.... fl 

x'"(/ao)"' 


2.3.4...... 

21 * 


( 79 ) 
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Dieses letzte I Glied für Glied mit 
dem Coefficient des I, Formel 78, multi- 
plicirt und zu den Torher);ehuDden Glie- 
dern addirt gibt fx~" Qx 
R. Logarithmische Functionen. 


Vorbemerkung. "Es ist in dem Fol- 
genden nur der natürliche Logarithmus 
(ln) aufgeführt; der briggische Logarith- 
mus (log hr) verhält sich zum natürlichen 
Logarithmus der Art dafs 


log br a = 


1 

JtoJvl 


lna = 


Ina 


: 0,43429 .../na 


Gm also das Integral eines briggischen 
Logarithmus zu finden hat mau 
yiog br X Oar = 0,43429 . . ,Jln Oa* 

70. Die einfachste logarithmische Func- 
tion ist ln X. Nun ist aber unter den 
Differenzialformeln nicht eine Function 
aufgeführt worden , die ln x zum Diffe- 
renzial hat und auf welche hier zurück- 


gegangen werden könnte. Aus diesem 
Grunde mufs man entwickeln, und be- 
hufs der Entwickelung die Function 
ln X • öx aus 2 Factoren ln x und Dx 
bestehend denken. Dann hat man in der 
Reductionsfoimel 

fyx fx öx = tfxffx öx —Af 'xffx) öx 
qx = lnx und fx = öx\ mithin 


fln X • öx - ln X • X ~ J ~ • (* ö*) = X ln x~ /öx 
folglich ßn xöx = X (ln X — l) 

71. Die Function x" ln x zu integriren. 

Hier hat man <ix = lnx und fx^xn-, mithin 

fx" ln X öx = Inx- / {-. --- - Öx 

n-)-l ./\xB-fl/ 

= -— lnx--^ rx" öx 

II 4- 1 fl -b 1 

woraus fx"lnxöx = — — f/iix 1 

I« -f 1 L n-t-1 J 

72. Die Function (/» x)"* zu integriren. 

Man hat wie No. 70 


(80) 


(81) 


ßln x)"' öx = (Inx)"" x-fm (ln x)*-‘ . — . x Öx 

X 

= (ln x)”* X — m ßln x)”" “ ' öx 

Durch wiederholte Reduction des jedesmaligen neuen I kommt man endlich 
auf //n X öx wenn nämlich m eine positive ganze Zahl ist, und man hat das ge- 
schlossene I. 

ßln x)"’ öx = X [(/n x)™ — m (ln x)" “ * -|- m (m — 1) (/« x)'" — 

T X (iB — 1) . . .. 3 • 2 • X fln X öx] 

= X [(/n x)"* - m (ln x)”-* -b m (m - 1) (/« x)"*“* - 

T »» (»» — 1) . ... 3 • 2 (/b X — 1)] (82) 

Ist m eine gebrochene Zahl, so ist Auflösung in geschlossenem I nicht möglich. 

73. Die Function x"(/«x)'" zu integriren. 

Hier 'hat mau wie No. 71; 

x«-i-t I 

fx" (ln x)” öx = -~ (ln x)~ -fm (ln x)" -i- • öx 

n + 1 xn-tl 

In dem gewonnenen neuen I ist der Exponent n dersellie gebliehen, der zweite 
m aber um I geringer geworden. Es entsteht demnach die Formel 82, wenn man 
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diaMlbe mit x" maltij>Iicirt und die aus den Integralen Ton x* herrorgehenden 
Nenner •••• Gliedern zufügt. Man bat dann 


^ m(m-l) («-»)... .3-2 ^ _ _J_\ 

(n + 1)" ' " + !' 


oder 


/,- da X)- Sx = [da xr - ^ d- xr-‘ + !^\fa x)-* 




_l m(o» — 1) ...3>2 


(n+1)' 


,m— 1 


fax + (-!)' 


, m (fb — 1) ... 3 - 2* 1 


(» + D" 




(83) 


Dieses I ist nur geschl(»»sen integrir- und 0e* 0z = e* Dz = Ox 
bar, wenn ta eine positire ganze Zahl ist. 


0x 


Demnach ist 

74. Die Function zu integriren. 

Setze /ax = z Dieses I ist ^us Formel 79 zu ent- 

^ i.« nehmen, wenn man e für a, also /a b = 1 

• “* setzt: 


/•«» 0z 

J Inx J z 


yS^ = '-‘ + ‘+2T8 + 2T^ 


+ ...+ 


tu I (fnx)* 

= la (la x) + IB X + + - — — — 

2 -2 2 •3*3 

x" 

75. Die Function zu integriren. 

(fax)" 

Aus der Reductionsformel 

/x- (1. ,r öx = (fa X)" - j^/x" (fa X)" 0x 
hat man das letzte I entwickelt: 


2 • 3 • 4 . . . m • m 
, (inx)" 


2 • 3 • 4 . . . m • m 


- («<) 


a+1 


/»• (fa x)"-‘ Sx (fa X)" - ^/** ((» x)" &x 


(A) 


Hierin — * + 1 statt m gesetzt gibt 
»-H 


/x- (fax)-" 5x = (fa *)-"+» - -^/x" (fa x)-"+‘ 0x 

— iB + 1 — m + 1 

Dies letzte I hat also einen nm - 1 geringeren Exponent für In x und kann 
nach nnd nach reducirt werden bis zu dem I =/x'‘ (fa x)~ ‘ 0x. Man erhält 


(B) 


/; 


x*Sx 

(lax)" 








■a -1 L(fa x)" ^ (ni - 2) (fax)" ' (la - 2) (« - 3) (fa x)' 

(a + l)"~* 1 (a + 1)"-» 

■'■(ia-2)(ai-3)....2-lfaxJ ■*‘(ia-l)(m-2)...2"iy fa 


a + 1 


(a+1)» . 


Ox 




Dtf letite I i8t durch Formel 79 aufj^elöst, wenn man nach No. 74 amformt. 
Kimlicb /n x = a. Bann ist 


yx"8x_ y’ Ce «)■•«". 8z 

Setzt man nun e''"*'* = o, so hat man J' 


■8x 


nach Formel 79, 
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G. Tiigonometrisclie Functionen. 

76. Die Function tinr zu integriren. 

. 0 COI * , 0 CO» » 

C.S ist — jr = — »iMx, also ^ = <inx 

Sx dx 

daher /»in x 9x = — co» x + C = Constante (C) — co» x 

77. Die Function co»x zu iutegrireu. 

9 »in X 


Es ist 


Ox 


folglich fcoi X 9x = »in x 

78. Die Function lg x zu iutegrireu. 

9 cot X 

„ . . »in X 8x 

Es ist i« X = = 

cot X cot X 

daher ftg x hx — — ln cot x = ln — = ln lec x 

cot X 

79. Die Function cot x zu integriren. 

8 »in X 


_ . , , cotx 

Es ist cot X = - — = 

»in X 


8x 
sin X 


daher /cot x • dx = ln »in x 

80. Die Function xc x zu integriren. 

1 cot X 8 »in X 


Es ist tec X = - 


cot ’x 1 — »in ‘ 


daher /tec xhx = i ln - - 

1 — »in X 

/tec xhx= iln cot’ — — — = ln cot - 
81. Die Function coiecx zu integriren. 


= ln lg 


1 n + X 


Es ist coiec x = - 


mithin 


sin X sin ’x 


»in X 

1 — cot *x 


0 cot i 
8x 


( 86 ) 


(87) 


(* 8 ) 


(89) 


(90) 


/cotec xQx = -iln -V+ '"5 = * ln = H« 

1 — cotx ’ 1 + cotx * 2co»*(Jx) 

= ilnlg^(ix) = lnlg(ix) 

82. Die Functionen sine x und cotcx zu integriren. 

Es ist sine x = 1 — cos x 

mithin /»ine x 9x = x — sin x 
desgleichen ist 

/cose X 9x = X + cos X 

83. Die Function ^ tu integriren. 

sin X • cos X ° 

9 sin X 8 co» 

1 »in ’x + cot ’x 


(91) 

(92) 

(93) 


Es ist 


folglich 


sin X • cos X 

9x 


»in X • cos X 


. »inx co» X _ 9x 9x 
cot X »in X sin x cot x 


. , . , , »in X 

= ln s»n X — ln cot x = ln : 


ln lg X 


»in X • cot X cot X 

84. Die Function »in "x zu integriren. 

Es ist »in “x = sin "~’x • sin x 

also /»in "x 9x = - »in "“’x • cot x-\-/[n- 1) »in "~*x . cot >x 8x 


(94) 
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' = — CM X »ii» ’*"** + (■ — 1 /(»•!• " *x — »m"x)9x , • 

= — cof X im "—'x + (a — 1)/»«» "~*x Ox — (n — l)yiin "x 8x 
Du letzte Glied auf die linke Seite geschafft und mit n diridirt 

f$in "x 8x = ^ cos X si» "~’x + — - /lin "~*x Ox (96) 

als geeignete Reductionaformel. a • > ’r ^ 

lat ■ gerade, so kommt man zuletzt auf Setzt man - x - s, so ist x — — - z 

fs«a “x • 8x =/8x = X , a _ s» 

lat « ungerade, so wird das letzte I f ~ 

=/zi» X . 8x = - CM X ist daher 

85. Die Function eos"x zu integriren. /cot "‘xBx = — fsia"» • Öt 
Es ist CO. X = sie (y - x) 

/tin "z Oz = — — CM z • lin "~*z + — -fiin “~*z Oz 

fl fl 

and indem man — 8x für 8z setzt: 

/cot "x8x= + — li» X • cm"“'x + - — - /cot "~*x • Ox (96) 

fl ft 

86. Die Function ig "x zu integriren. 

Es ist Ig "x = Ig "~*x • »g *x = lg"~^x («ec ’x — 1) = Ig . tec ’x — Ig "~*x 
Daher als Reductionaformel 

ßg "x 8x=/lg"~*x-8 lgxbx—/lg"~*x 8x = -ßg"~^x 8x (97) 

87. Die Function col"x zu integriren. 

Schreibt man wie No. 85 coi x = ig “ zrj, setzt ^ — x = t so hat man nach 
Formel 97 

-z 8z = -/<g "-*s 8z 

mithin (- 8x für 8z gesetzt) 

/col "x 8x = - - /cot “-*x Ox (98) 

fl * 1 

88. Die Function sec”x zu integriren. ^ 

Es ist »sc "x = »ec *~*x • tec *x = »sc"~*x • b lg x 

daher /.se"x8x=/.»c"~*"8lgx8x=»cc'*“*x lg x —/b iec'‘~^lg xbi 
= tec "~*x Ig x — (h — S)/tec 8 »sc x • (g x 8x 
= tec "“*x Ig x — (n — i)/tec "~^lg >x 8x 
= tec "~*x lgx — (jt — i)/tec "x 8x + (n - i)/tec "~*8x 
Du erste I der rechten Seite auf die linke gebracht und mit n — 1 diridirt gibt 

/tec ”x bx = ^ /tec -»x . 8x (99) 

89. Wie eot”x ans lg "x findet man aus tec"x\ 

. ft ft cotec X col X fl — 2 ■ n j a . . 

/cotec "x 8x = ; (- -/cotec x 8x (100) 

' fl — 1 n— 1 

90. Die Funetion »iii”xeot”'x zu integriren. 

8riit"-«-ix 
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daher fiin "x • coi "'x Bx 


=--r 

n+l L 


J n+ 1 


6 <i» 




CO» ‘x ■ (in 


»+l 


-f 


Öjc 
0 cot 


• hx 

>l-l_ 


•+'x. öxj 


"+1L J Ox 

/ h cot ■’^X 

J — g- «in '"*■** 9x = - (m - l)/ro, ->x • »in "+=Ox = 

-(m-l)/coj’" ~-x «i»"a-(l-co»*x)Ox=-(iM-l)/coi"' -*x»in"x+(in-l)/co»'"x»in"xOx 
folglich 

/»in "x cot "'x 9-c = -;|:j [c«« "■ ~’x sin "+'x + (», - l)/co» "■ “*x »in "x öx 

— (m — l)fcos ”*x «in "x 9x] 

Das letzte I rechts auf die liuke Seite gebracht und reducirt 


ftin "xc£n*"xOx 


coi'"-^x»fin"‘*‘’x m- 1 


n -f w 




(101) 


In dieser Reductionsformel ist der Ex- 
ponent des Cosinus um 2 geringer ge- 
worden. Die Reduction wiederholt an- 
gewendet führt bei geradem m auf 
/»in "x cos" 9x =/»in "x 9x 
welches nach Formel 95 bestimmt wird. 
Bei ungeradem m entsteht zuletzt 
/»in "x • cot X 9x =fiin "x • 9 »in x 9x 
_»in"+'x , ^ 

“““ “'® Integnrung ist eben- 


falls geschlossen. 

91. Dieselbe Function »in"xeof"'x ist 
zu integnren , so dafs der Exponent des 
Sinus mit der Reduction vermindert wird. 


Han setzt cot "’x = 
und hat 


9 CO» 

h x 

{m + 1) «ifi X 


a;«. X.«- »» ft __ /• • M— 1 

JHH XCOt XOX=— /jlfl" ‘x Ox 

m -f 1 

= i)»in"-’xco»”' +=x 9xJ 

= t- *•" “>• + (» - "“*«• c«. ”'x 9x - (n- 1 )/sin -X co. "x 9x] 

woraus 


f 1 -f " ^ )/»*" 00 » ""x 9x = — 

\ m -f- 1/ 


»in 


X CO» 


m -f- 

endlich 


/»in "x cot ”'x 9x = — i 


m 1 
n-I 


- H — VT /*'" " **■ CO» “x 9x 
Wl *t* 1 


+ ■ ” /*i« " "*x 9x 


m-f r» 

Ut n eine gerade Zahl, so entsteht durch wiederholte Reduction endlich 
fcot^xbx, welches nach Formel 9C integrirt wird. Ist n ungerade, so enUteht 


zuletzt fcot ”x »in X 9x = - fcot “x • 9 co» x9x = — ! 


. m-M 


m-l- I 


92. Die Fnnction zn integriren. 

cot"‘x ® 


An» Formel lot das letzte Glied entwickelt ist 
/»in "x co»’"~®9 

Hierein für m den Werth - in i 2 gesetzt gibt 
/»in "x co»~’"9x = - 


+ — T/»in"a-co»'"x9x 
m — I 


- *•" X -m-l-2-n „ 

_ „ , , H -r- /»'« * cot 

~ m + 1 - j 


,-» 1 - 1 - 2 , 


9x 
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oder 


r Ji»"* 

J 


0x=- 

(m - 1) eot‘ 


^T— 1+ = 

m — i m 


w-2 r 
-1 


Ox 


( 103 ) 


93. Die Function * tu integriren. 

(in X 

Entwickele dis letzte Glied ans Formel 102: 

I + n 


} »,5. (in“ 'co(x'""*'*x , I 

*x coj "x öx = : )- - 


/(in "x roi ”'x Ox 


n — 1 ' n — 1 

Setze n = — n + 2, so erhält man 

— (in~""*"*xco('""*''x m - n + 2 . . _«+» 

X cof X öx = : 1 TT“/»" ^ 


/sin 

oder 
■'cos ""x 


-»+1 


-n + 1 


"x 8x 


/- 


0x = -. 




(n- l)(in"-*x 


+ - 


m — 2 r cot ”x 8x 

• -1 J jÖT" '‘7 


( 104 ) 


Für Formel 103 und 104 gelten dieselben Bemerkungen wie für Formel 101 
nnd 102. 

94. Die Fnnction x"iinx zn integriren. 

Es ist /x" iinx 8x = x"/»ixx8x— yt0x"/iinx8x)8x=— x" coix + n/x"~’ro(x8x 
= — x" cot X + nx"'"'/co# X 8x — n (n — l)/x"~* sin x8x 
= - x" cot X + nx"~* tin X — n (n — 1) /x"~’ tin x 8x 
Hit der Reduction so fortgefahren entsteht 


/x" tin x8x =— x"cot X + nx" * tin x + n (n - 1) x" ^ coi x 

— n (n — 1) (n — 2) x"~* tin x — n (n — 1) (n — 2) (n - 3) x’*~* cot x 


+ + 

Dnrch dieselbe Rednctionsweise erhält man 


95. fx" cot X 8x = x" tin x + nx" * cot x — n (n — 1) x" ^ tin x 

-n(n- 1) (n- 2) x"-’ cot X + + --... 

D. Cyclometrische Functionen. 

96. Die Function tirctinx zu integriren. 

Es ist /drcttn X • 8x = ilrc tin x/8x — /[8 >4rc tin x/8x]8x 


= X ilrc tin x 


/ “ X 8x _ 
Fl — X* 


X .drc tin x — i/(t — x*) 




Mithin /Are tin x 8x = x j4rc tin x + Fl — x> 

97. Die Fnnction Are cot x zn integriren. 

Wie ad 96 verfabreu, ist 

/ * ^ 

— 

Fi-x« 

= X Are cot X + — x*j~ ^ (— 2x 8x) 

Mithin /Are eoixBx = x Are cot x — \'l —x* 

98. Die Function t4rc • lg x zn integriren. 


( 105 ) 


(106) 


(- 2x) 8x 
(107) 


(108) 


Es ist /Are lg X »Sx XX Are lg X —fx‘b Are ljxT)x = X Are lg X -/x • * ^ 

• ....... » I ^ 

(109) 


. , , /*2x8x 

= xArclgx-iJ ^ 


daher />4rc /j x 8x = xy4rc /y x — I^ln (1 + x>) 

99. /Are cot x 8x = x Are eol x — /(8 Are cot x/8x) 8x 
= X ilrc cot X -f 


h 

V *+*’ 
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daher fArc eol x Ox 
100. /Are lecxQx 


= X Are col X + J ln (1 + x*) 

= X Aretec X — /(ö ilrc tec x/dx) 9x 

= X Are lee x 


r X • 8x 
J X J^x’ — 1 


woraus fAretecxöx 

101. /Are eosee x Ox 

mithin /Are eoue x 8x 

102. /Are tint X Qx ■■ 

woraus /Are linr x Ox = 

103. /jlrccoae X Dx = 

woraus /Are eoit x Ox = 


= X Are see x — /n (x + ) x’ — l) 
/* X Ox 

= X Are coiec x + / — 


l^x* — 1 

= X Are eotte x + M (x + }/x’ — i) 

. . /' X öx 

: X ilrc illlC X — / 

V 2x — X* 

; X y4rc iine x + ) 2x — x* — Are iinv x 

: (x — 1) Are »ine x + j'2x — x* 

. /* X Ox 

: X ilrc eon x + / — 

•/ y^x — x’ 

(x — 1) ilrc coic X — j '2x — x’ 


( 110 ) 

( 111 ) 

( 112 ) 

(113) 

(114) 


iDtegralformel ist ein Ausdruck, der am gebräuchlichsten sind. Am Schlufs 
das Integral einer Function von bestimm- der Tabelle sind Erläuterungen für die 
ter Form angibt. Hier folgt eine geord- Entwickeinng der complicicteren Formeln 
neteZusammenstellung derjenigen, welche hinzngefägt. 


iDtegralforaeln. 

1. Von algebraischen Grüfsen. 

A. Von rationalen Qröfsen. 

I. /öx = X 

/A Qx = A /Ox = Ax 
/(f 'x Ox =/d(f X • Ox = IjCX 
/Arf 'x • Ox = il /<f’x • Ox = Aqx 
/{(f 'x± fx) Ox =/rp'x • Ox ± /f’x • Ox => qrx 4: /x 
/(/X ‘ fx • öx = (fx/fx • Ox -Jlcp'x /fx • Ox) Ox 
= l-r/ifx • Ox - /{rx/qx • Ox) Ox 
JlAqx) • (Bfx) bx ~ A • B/qx • fx • 9x 
/(/ X ■ /x • Ox = qx • fx — /fx • q>’x • Ox 
/qx • f'x • bx + /fx • u.'x ■ Ox = u X • /x 

/'r- it_ 


/' 


’ fx.q.'x - qx-fx _ V 


(■/■x)«’ 


II. /x” Ox = 


x"+* 
n+ 1 


(11) yi<px)" y’x Ox = 




/Ax*Ox = il/x''Ox = il^— (12) 
n-fl 


/x*8x = ix*- 
/x« 8x = ix* 
>*Ox = Ix^ 


IlI.y-=/x 8x = -_ J -AJ 


hx 


.. *)* 
-il 


(17) 


rAhx_ . rhx_ 

J X" "V 

y (?x)" 


il , 

(n-IiP^ 


(n-l)( 9 x)— ‘ 
Ox = ^ 

X 

.-3 


:0x 


(n-1) ((fx)" 


(19) 




rOx 

»/ 


(1) 

( 2 ) 

(3) 

( 1 ) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 
(9) 

( 10 ) 


(13) 

( 11 ) 

(15) 

(16) 


( 20 ) 

(21) 

( 22 ) 

(23) 

( 21 ) 
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IV. Ox =; in (± x) 

f 9jr = /n(tiix) 

J 

A 

fl 


<fX 

= i. /« (« i; 4 *) 
a ^bx b 

' 3 ^?-'= ll«(a* 4 <,x) 


y a ^ b(fx b 
•Setzt man 6 = 1 , so erhalt mau 


/ 


a X 

(f’x • Ox 
a =t <fx 


= /«(«* x) 

= /» (a ± (jf x) 


r 

9x 


* Z’ 0' + 

J X 

" (a + 4x) 


«y x'"-‘(a + 4x) ' 

r 

Ox 

1 

1» * 

J X 

(a+ 4x) 

a 

« + 6x 

r 

Ox 

1 


J * 

>(a + 4x) 

a 

\ X a X ) 

f 

Ox 

1 

r '+* ‘‘ln“ 

y * 

‘(a + 4x) 

a 

L 2x’^ax B> 


oJx"' 


■Setzt man 4=1, so erhält man die Formeln 

8x _ 1 r Ox 1 rOx 

yx^Ca + x) »y »"-'(o + x)'^ »y x"‘ 

=-'»-A 

^x(a + x) a a + x 

r Ox . ± 

y *’(a + x) a V X a • X / 

r 8-r - W 1 I 1 > 

X* (a + x) a \ 2x* ax a* x / 


VI / " . i. 

•/ af*”(a — 6x) ® a/ x”~*(a— 6x) ** •/ x”* 


.1/n 


a — 4 x 


X (a — 4x) 

/ - Ox _ 1 r 1 4 X •] 

J x»,{a-bx) aLx a a-4xJ 

J a^{a—bx) a L2x’ ax a* "a— 4xJ 
Für 4=1 erhält man 

r hx _ 1 r / * 9x 1 

y x”(a-x) « [y *“~*(a-x)^ »y x"] 

=-/a-f- 

^x(a — x) a •— * 

^x’(a — x; aL x a' a — xj 

/ * Ox _ 1 r 1 I I 1 , * 1 

y X* (a — x) a L 2x* * ax a’ ** a — x J 


(25) 

(26) 

( 27 ) 

(28) 


(29) 

(80) 

( 31 ) 

(32) 


( 33 ) 

( 34 ) 

( 35 ) 

( 36 ) 
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VII. f"^- = (-±Y / (- «r - (*^ r 

J a + 6 x V b) J a\bx J *'"(„ + 4 ^.) 
rx-hx \\ a 1 ' ^ ' 

J TTb^x^l [x--^/»C« + mJ 

/*x’ Oa? I r rt flS I 

./ y* + 4> 

rx*Qx 1 r. , o „ a> a’ 1 


Integralformein. 


Für i = l erhält man 


/ = f_ Ol -n /L^ _ /'(-'«)'" 

./ a+x '■ ‘ J aix ./ ■ a + x 

A 
f. 

/; 


_8x 

y 0 + * 

^ x» 8x 

Ä + X 

X* 9x 
a + ^ 


= X — a /n (rt -f" 

= 4 x> - ax + a’ ln (a + x) 

= i-r’ - tax’ 4 - n*x - a> ln (a 4 - x) 


J a-bx \b) Ja- bx J b”{a-bx)^ 

- T [* *’ + y ' + S 

Setzt man 6 = 1 ^ so erhält man 

f^ = a- 

*/ a — X ,/a — X J a — X 
/■x . Ox 

/ =-(* + <» /«(«-*)) 

= — [fx* 4- + »’ /n (a — x)] 

= ~ U-^’ + tax’ 4 - + a’ ln (a - x)] 


.A 


f\ 


a — X 
*0x 




— j4rc fo£ X 
1 


1 


X — 1 


(45) 


2]> 




/■ ?!-, = ,;, |i5 (4„ 

,/ 1 — X* 1 — X 

— jß^Arctg{x\'-\) (48) 


,AÄ=.'< 

f 1 ■ 

./ x>-a*~2a " 

/lÖx 1 , a4- 

./ a’-x»“2a o- 


x4- 1 

1 . X 
— .4rc«^ — 
I* a a 

X — a 

X -f a 




(53) 

(54) 

(55) 


./ = (*• + <«’) 

^x ■ 8x . 1 

.7 o«-x»~* a»-x» 


(37) 

(38) 

(39) 

(40) 


(41) 

(42) 

(43) 

(44) 


(49) 

(50) 

(51) 

(52) 

(56) 

(57) 

(58) 
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/■j’ 9 j X , 

/■jr’ 9x a , X — a .... 

/ 3 = •* + q- J— (63) 

/■x’ 9 j rt a + X , . ^ 


/Ä=-'+t'-r^ « /Ä-'+y'-:;-: « 

yä^"'+i'’iiri <•” ,/Srfi = -'+y '"!!:; <'*> 


yr^»=^[^’-'"(‘+-'’)H65) y'^|^ = j[x»-a’/«(x*+«>)] (G8) 

/’x’ 9x /’x> 9x 

/irr^, = -K*‘ + /«a-x*)](GG) /^^, = i[x«+«’(x>-n'0| (G9) 

^ = M*’+/»(X>-1)] (G7) y±^ = _j[x* + an»(a>-x’)](70) 

=*'"Ä c^') 

, /iT(?^ = -(T + ^’-''S*) (^2) 

= - * (r. + '- r^.) (-3) 

r Ox _ r 9x 

./x”(i+x>) y x”-*(i+x»)^y x" 


/if(fe5 )=-T + *'»rH - 

/if(r^=*L-r>+'" A] 

/* 9x /• 9x , /*9x 

y x"*(i-x’)~y X— *(i-x>) V x" 

^'•yx(x>-i) 

r 1 . . I * ~ * 

ypi^^)=T+*'"j+T (30) 

r 8x r 1 X* — 1 1 

y x>“(x> - 1) “ nr> + J ^3*^ 

r hx _ r 9x /"o X 

J x^cx» - 1) "y 7^^x>- 1) “y 


y^x(x»+ «») ~2«’'"x» + a> (33) 

=-^[7 + |^"'s(f)J (34) 

^^x*(x’+ o*) 2a* fx’ ^ a* x* + a’J (^"*^ 

/;^ 77>°-/;.7=TO^/ir- <*« 

ivH. <■" 
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Integralformeln. 


r 8x 

J x’(x’— 0 *) 

1 1 

~a’ 1 

L2o X + 0 ' X J 

(88) 

r üx 

J x*(x’ -a*) 

- * 1 
a* 1 


(89) 

r 8x 

1 


(90) 

J x’"(x’-o«) 

a’ 


XVIII. r — — =-l iH- *' - 
J X («• — x^ 2a’ o* — i-’ 

r 8-r _ 1 r > , « + ■> 1 1 

yx’Ca’-x«) “o’L25'"a-x xJ 

f 8x x’ 1 ~i 

^x*(o’ — X*) o’ I 20 ’ **a’ — x’ 2x’J 



r ?)x _ 

Ja — ex’ 


1 


2 l'ac 


In ■ 


1 + 


/i. 


,-.y± 






a +CX* 

ö- 

a — cj-* 
j:* Ox 
a +CX* 

X* 9x 
— 


V'- 1 -V- 

■■ — — Arctg — 

Voc * y - 1 

ri= 5 :; 


2c 

= -^r»(a-cx*) 


xj&x_ 
a +CX* 
X* 9x 

cx* 


l[x>-±,«(a + cx’)] 


XX 


■J 


8x 


1 


Ih- 


+ Ax+x’ yyi-ia 2x + i+V'i»-4a 

2 2x + A 

= 7 arc tg - ^ 

I^ 4 o-A’ | 4 o-A’ 

_ 2 

A + ’ix 


(91) 

(92) 

(93) 

(94) 


(95) 

(96) 

(97) 

(98) 

(99) 
( 100 ) 
( 101 ) 

( 102 ) 

(103) 

(104) 


(105) 

(106) 
(107) 
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f: 


Dj* 


1 


a + Ä.T + cx* 



rhx 
J bx \ cx* 

r Qx 

J bx — cx^ 


^ A -f 2rx — ]/&* — -iac 

4 ac 4 + 2rx + I Ä* — 4ac 
2 , . Ä + 2cx 

= — =r= ^rc ^ 

)'4ac — ] 4ac — 6* 

4a 

fi (2a + Äx) 

= U 3 ilrc ?y^— 

" Kü 1 - 2x + K& 

= i ( 3 Are lg — ^ 

- 1 M ^ + 2-« - | 5 

»5 1 + 2x + >5 

- J- + 2 j - ^ 

■ » 6 “ - 1 + 2j'+ J'5 

: ) V'3 Are lg 

- i. M ~ ~ 

'l'ö -1-2J + V6 

- , j , * + 2^. - 1 

r— V — l Are fg — ; — l ü • 1 “ 1 

ö - 0 

-.^Are,gL±?f 

y—i » i,_r> 


t'-ö 


1 er 

b " i + cj 

2 , . i + 2cj- 

1 , ex 
' k 6- ex 

2 4 — 2cx 

47^1^"' '«TF-T 


XX../- 

/: 
I-. 
/-. 


tQx 


+ 6x + X* 

X 0X 

fl + + «<»* 

(x + A) 9x 
H ^ 

(x + A) 9x 
a bx-\- cx* 
Öx 


= iln(a + hx + x^- ^J'- 

= l/«(« + 4. + e,»)-Ay- 

= i /it (« + 4* + X*) + 

= ^ ^»« (a + 4x + c X») + ^ 


fix 



fl + Äx -f rx* 


J X (fl + 

~ 2ul 

L fl + Äx + X* 

f 

1 

k 

J X (n 4x +■ cx*) 

2a 

L fl + 6x-frx* 

r fix 

1 

r X+-® /«*+' 

/ X (4x + cx*) 

4 

L *+ 4 X 

r fix 

1 

f k (r, * 

/ X (4x — cx*) 

4 

L X * ' 4-cx 

r fix 

_ 1 

ln 

/ X (a + cx*) 

2a 

fl + CX* 

/• fix 

1 

/» *’ 

' X (a — cx*) 

2fl 

a — cx 


,/ fl + 6x + «^X*J 


(108) 

(109) 

( 110 ) 
( 111 ) 
( 112 ) 

(113) 

(114) 

(115) 
(IIC) 

(117) 

(118) 

(119) 

( 120 ) 
( 121 ) 
( 122 ) 

(123) 

(124) 

(125) 

(12G) 

(127) 

(128) 

(129) 

(130) 

(131) 

(132) 
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xm /•- 


Ox 




Öx 


J (fl + bx^xT 2 (m - I) - a) (« + &x + x>)’" "* 

.-"/s 

tt ^»r* — t j ^ • X 

r Ox 

/ (n 


,/ (fl + 4x + x'O“ 


2(m- -o)-' (fl + ix + xT 

x+ 

2^^- a^(a + ix + x») 

1 r fix 

V'CV-Mx + 


Z' ^Sx -(x + jA) 

Ji.a^hx^x-f + 

^ / ’ 8x 

(« + 4x + *>)’ 

L 


h 


2c 


(fl+ix + rx*)’” 2 (m-l)^^-ajL(“ + ** + f*’)'" * 

+ (2m-3) /* — — ] 

. ' (a + 4x + cx*)'" ' J 

r A 

Ox 


r Qj _ _ 1 [ 2c /• Ox 

/ (a + 6x + cx >)’ 2 ^ 


/'__Ji: - - -» [ I 3 r 0^ ] 

J (a + ix + cxy _ ^^L(a + ix + cx»)>^ y (b+6x+cx>)>J 


+ ix + cx’ 
Ox 


XXIII. ! — 

J (fl+ 


./; 


" hx 




+ 2(m-l)(^-a)L(« + i^ + ^T-‘ 

+ }4(2m-3) f -1 

y (fl + ix + x>)"'-‘J 


r 9x 




a + yx 


(fl + ix+cxr 2c(m-l)(Ji- a)L(« + *a- + cx*r-> 

+ ±(2„-3)y -,1 

2 t' (fl *f ix + cx^”' J 

_ 1 r ° 4- lA c 

./ (fl + ix -i- x’)’ 2^— — aj “ ’*’*'*^'^'** ' ./ ‘• + ^a+x* 




Ox 

(ä 4 + rj 


2r 


(S-) 


“ + . i 

» + 


o -f &x -f- rj * 2,/ o i 6 t -f r.r’ 


/ o 1 ix + cx’J 


(133) 

(134) 
(130) 

(13C) 

(137) 

(138) 
(189) 

(140) 

(141) 

(142) 
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XXIV. > + 21 3 Ate lg I 

,/ a + 4x* 6acL 1— «4-f**'* * I 3 .1 

• 4 

«0 e = I ^ — bedeutet. 

. t » 

f *tix _ _i_ r 1 

/a + tx*“6ae*L 

wo c = j/— bedeutet. 


. — cx + c’ X* 2rx — 1 1 


Jl 




XXV 


f-. 


L‘ * 


f: 


Ox 

a + 6x* 


Ox 

bl* 

»X 


a + *x‘ 


1 r, 1 + cx| 2 + c »x» 

4oc I 2 L " 1 — cx 1' 2 + c’ X* ' 

rrs+*-*" |4) 

I 

('■( 4)1 


1 , l+c**n-l 

— ln - 


jr*Ö4T 


/ -röjr 

./m7‘ 

/'x'Ox 

,/rM? 

/’x’öx. 
f a-hx* 

,/W 
/: 


2ac» 2|-1 

Vi 

4 V'aA ^'a — x’ t'i 

_ l r , 1 - rx 12 + c’ x’ ex 1 '2 I 

~ 4ax» I » r" 1 + cx V» + r> X» ^ 1 - r»x>J 




+ ijf* 

Ox 


ax + bx* 
Ox I 


, 4ac* 

= ^ (« + &•**) 
1 , a-* 

’ae'^a + ix» 
I 


V .->i 


■• I I 


(x + ix^) 
Ox 
+ cx* 
Dx 


= T“ * 


X (6x* + cx^) 


4a fl + bx* 

" ix iji^^^'K i 

L 4. JL 

atxi'^ai* X« ■ 


XXVI 


■ -/; 


Ox 


1 


1 . X 1 . X I 

, i , , I — .4rc(o — Are lg — 

a + ix» + ex* J/Jj _ 4^5 \ q 9 V V > 


ian 


reell für b^>iae 

= L_ [ u r;_ +^”‘-"4®; + 2 ro< « .4rr ,, 

Seg* eoi a l *• — 2gx cota^-g* — x* J 

reell wenn 4*<4flc 

X 1 . 1 / ^ ^ ' 

+ U^k^'‘‘!>'Vra ' 


(143) 


(144) 


(146) 


2a + ix» l'2ai 
gültig für i* = 4ac. ' 

Die Bedeutung der Buebetabon p, q, g, ii ». Erläuterungen. 

III. 22 


(146) 

(147) 

(148) 


(149) 

(150) 

(151) 

(152) 

(153) 
(IM) 

(155) 

(156) 

(157, A) 
(157, B) 
(157,0 


e 

1 
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J" r>r _ 1 

T 4 *’ + ejc*~ 2 I W~ 
reell für i*>4ac 


b + 2rT® — yb* — 4ac 
- 4ar b -f 2rjr* yy^'i — 4ac 


/« 


1 , b-y 2r.» * 

= Arclg - 

J-^4flr— 4’ |'4ac — Ä* 

reell wenn i’<4ar 

2a 

b (2a -f bjA) 
gültig fnr b^ = 4ac 


(158, A) 


(158, B) 


(158,0 


/* a'* Ot 1 r j’ a 1 • 

S = / , ,, . = j p arr /g q arc tg — (159, A) 

./n+ir‘ + cx* ,/4»_4acl V Vi 


reell für 4ac 

1 r . *r* — co$ rt 4 - o* . stn « 1 

cos rt L X* + 2ox ros « + 9^ o* — x* J 


8rj 


(159, H) 


= "— + . 

AL 2« 4- Äx* 


,Arcl,xI'±J 


' + 2ja 

reell für i’<4ac 

_1 

2a + 4x* ^ 1 2a4 
gültig für A’ = 44c 

ITi 4 = 7“ (fl + “ r* / — : ■; i 

4“ <’•*’* 4c 2c^/fl4-^**‘4 cx^ 

Die Ergänzung des I mit der Auflösung des I im 2ten Gliede geschieht durch 
Formel 158 A, B, C. 

1 X* b p X Ox 

y r- ' 


-4 




(159, O 


(ICO) 


x(a + Äx*4-rx*) 4a a + 5x^ + cx’* 2a^/ a -f 4x* rx'* 
Die Ergänzung des I durch Formel 158, A, B, C. 

/’ öa 1 r .' + •*■’ + II .> < -» I 3 T 

» =y Ü-+7« = H r--^i -Tx« + ’ » ■’ r-x ij 

/l+)'5 
2 " 


(161) 


- h [!'■ V" '> KW- + . y--‘ F '■ «5-:^ 


B. Von irrationalen Grofsen. 

M — „ 

XXVII. /yx Ox =/x '• 9x = = Vx'‘+‘ (162) 

-+i 

n 


II — 

Jy'cfx Cf'xhx = f[ifx)'‘ qr',r9x=: 

= -"-T F(I)Fx)"+' (163) 

^ + 1 "+^ 

n 

- 

/\’x 9x =/x^ 9x = Ix^ = il'x* 

(164) 

/l'x 9x =/x^ 9x -- }x^ =: JFx* 

(165) 

J\ X 9x =fx^ 9x = Jx^ = üFx*’ 

(166) 

fyx Ox =/x* Ox = ix * = i) X» 

(167) 
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+ i 


XXVIII. 


(168) 


/III. =/x - 8 x = « = ", " ■ 

^ Vx -- 5-+1 

n 

f^n =/(?*) " ö* = -^ (v.r)'^' = "(V «•)’"’ (1C9) 

V,fT 

/ 8 x -A x~l+’ 

-=/x * 8 *=:: 7 p-j = 2 i'x (170) 

<"'> 

y2-'.A-*oi=^f;.„v 

•/ Vx 


i+ 1 


= i K-r* 


(173) 


m 

• XXIX. -/x"^ Ox =/%’” 8x 

IW 

+ l m -f*« 

(174) 

m , . mfn m+x ' 

- 

h 1 

n 


■ • /l'x* Ox = IJ^X» 


(175) 

yi'x* Ox = ii/x’ 

• - 

(176) 

/l^x* Ox = j v^x* 


(177) 

“ /|'x‘ Ox = f t'x' 

* 

(178) 

/►'x* Ox = { Vx* 


(179) 

Öjt = f 

. 

(180) 

yi’x* Ox = 1 i'x* 


(181) 

m 

XXX. yx” Ox = = 

— *4** w— IW 

■ *** - " 

(189) 


. ** 

- — + 1 . , 


' /'8*_ 3 

J V^~ Vx 


(183) 



(184) 

y^=3^x 

•-/ j** 


' -(185) 

/^Ox __ 3 >■ 

t/ V'x* yx 

• 

(186) 

«/ yx‘ yx* 


(187) 

/’S' . *, 

/ T— = ^V* 

’ . 1 ^ 

(188) 

r^=-*± • 

»/ yx» yx 


(189) 


22 * 



4. 
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ri40 


XXXI. yta + *■»■)" 9-r = 

m 

Jls — bjc)" 0x = 
m 

yi« + tr) “ 0x= 
m 

ß_a — br) " ÖJ" = 


m 

H (o + i.r) ~ 


■n + « 

” i 



n 

(a — 5x) 

m + M 

i 


n — 1 

» (< 

l+ix) " 

« — m 

i 


N 

II 

(n - ij ) 

rt — m 

i 


. 

ä i 

Ja + bx 

a — bjr 

-i--i- 

- 1 a — 6x 


9 x 


_ o I “ + 

-2— J-- 


-ix 


+ i* 

, / I 'o — 6x i 

r* r~ fl + * . — - — 

yj a + ox 9x = I — ^ — ] a + 6x 

» a — Äx * — — 

/j a - Äx ö.r = - i — I a - Äj 

/ * Ox 3 J 

l'fl + bjp 

/ • 0 ^ 3 » 

ix)» 

] a — Ax 

fy{a + ix)> Ox = ^ (fl + ix) ( (fl + Äx)“ 

s 3 ^ 

/('(fl — 4x)* 9x = — — (a — 4x) ( (fl — ix)* 



_ l'fl + 4 x 


= - 3 


\'a — b.v 


XXXII. 


(190) 

( 191 ) 
(19S) 

( 193 ) 

(194) 

(195) 

(196) 

(197) 

(196) 

(199) 

(200) 

( 201 ) 

( 202 ) 

(203) 

(204) 

(205) 


n ~ n n 

/x"’(«.+ ix)'' 9 x = (yj /:«+ 4 x)'' 49 x-m,a/;<» + ix)'' i 9 x 


~ 2 ivi ■*- 3 

+ m, a*y(a + ix)*' i 9 x — m, a’yla + ix)*' i 9 x 4 -.--- 

— +I ~ T 

T mfl"' J\a + 4 x) *' i 9 x ± a'"f(a + x) *' i 9 x J 

dasselbe Integral 

^ -^ + 1 fl 

/x'"(<i + ix)*’ 9x = x'''(^tt^-l^ ^’"__/x.'"-l(„ + ix)7'"’^ 9x 


(206) 


(207) 
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CCl) 

[OCtJ 

•-•W) 

(»er 

(tiaj 


/r l^a 4- i4^ 8x s 7X~7 i ~ ^ 


15 -4* 

Jr\^a - tr Br's^— jj^-p (3*-^ + 2a) (a - 4 t) 

/ l£®' 

y* rbx 


TV, 


, Bi 

* ~ 


'34» 


(4t + 2a) I a — 4x 


, — — 2a + 4x — 2 l'a + i.r 


8x = 2 J^a + 4x + J o /« 


o. i/- /. - z« + *t + 21'a j'a - 4x 

X 


y *»'°-^ 8T = -2|/^~4l + J^g(» ^ + 

/» 8x _ . 2a -f 4x - 2j'g y'g+'ä!^ 

f/,i'a+ix ^ 

^ B, _ 1 — 2o + 4x + 2j''o j/a — ix 

/x(a + 5x)^ 8x ■= (34x - 2a) (a + 4x) ^ 

/x> j/i+Ti 8x = j3^, ( 80* - 12 oi X + 15 4* X*) (0 + 4x) * 
/x’ (o + 4x)* 8x = gj^Tji (8o> - 20 o4 X + 35 4* X») (a + 4x) * 


XXXIII. /)/o + 4x» 8x = 4x j/a + ix> + 4/ 7 

I 

/( a - *x> 8x = fr j/ä^ / 7= 

2,/ f a - 


+ 4x* 
8x 


•4x* 


.''42.) 


iUl'1 

s»t 

W-, 


/-=i== = — i/»(j a + tx*- xj'*) 

,/|/a + *x» V* 

1 , X l <* 

= -"t/h ■ 

r » X \'b — l'a + 6x* + V'o 

/l ^ = 1. .Irr is 

,/|/o-5x* V4 *Ma-.r),4 

1 . . 1/4 

= —7 Are iin x 1/ — 

_ r V* I . .," 

/x)/o+4x* 8'*' = ^ (“ + 4x^’ 

/xj'a — 4x*8x = — ^(o — 4x>)^ 


./P 


X 8x 


V'a+4x» .8 


= X v^* + **■’ 


■\ 


X 8x 

•y r'a-4) 


= — jr V^a — 4x* 

4x> 4 


XXXIV. r-j^!L===^i»\^> 
./I/TFÄH-cx* Ve l 


/„+4, + „* + — -J 


g+4x+cx* V® 

8x’ 2 . . V'4ac-4*+ 4 + 2cx 

— == = ~r Are lg 

)/g+4x-cx* I ® — 4* — 4 — 2rx 


1 . 2cx — 4 

= -p Are IMI - 

V® J/40C + 4» 


*<i 'a \ 

‘ . V 


(208) 

(209) 

(210) 

(211) 

( 212 ) 

(213) 

(214) 

(215) 

(216) 

(217) 

(218) 

(219) 

( 220 ) 
(221 A) 
(221 B) 
(222 A) 
(222 B) 

(223) 

(224) 

(225) 

(226) 


(227) 

i 

(228 A) 
(228 B) 
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y ’ I . (b + 2rj 




f 9 u- 


«y^i» 


+ Ax + cx* 
9x 


1 j I >» 

= — I a + 4x + cx* — T- / — - 


öx 


+ 6 x + 


4- Ax* + cx* 


_ _ 1 2 fl + -{■ 2 J fl f a + 6 x + cx* 

“• . .— . 

) a X 


f\lü\ bx + CJ-* dx = I o'+i/+ cj> + /!_ 

4c 8c 


/j l'o + ix + cx> Ox = — (a + ix + cxY - „“/l'a + ix + cP 9x 




Ox 

+ Ax + cx* 


2 c*' 


fl^l±^f±^dx=yäWxT^+a /"-.J^ + ± /I 

^ ,/ x(/o+ix+cx* \' 


9x 


J'a+ix + cx’ 


(229) 

(230) 

(231) 

(232) 

(233) 

(234) 


XXXV. /e^ Ox 

fc'^^ <f'xbx=e*^ 

9x 


II. Von transcendonten Gröfsen. 
A. Von Expouentialgröfsen. 


a 

Ina 


/«•^-^’x 0 x=;l 

/x" 9x = »P - nfe' x"“» 9x 

Jxe^ 9x = (x — 1) c* 

yä-* 9x = (x* — 2x + 2) e 

J"x^ e' 9x = (x* — 3x’ + 6x — 6) e 

fx*e'Qx =(x*-4P+12x’-24x+ 24)P 

/x-a'Qx 

Ih a ln a . 

/xa^ 9x = -i_ (x — 1) fl’' 

ffi a 

fx^ 9x xr -j- (x* — 2x 4- 2) a^' 

•n a 

f^- 


9x 


Jx~” Ox = + -^^fx 

(fl- llx""*^"- l"' 


ln a 


— w+l j‘ 


a-'9x 


c^ Ox =/»x 4-X+ — - + “ — —+..4 — 

^2.2^2-3.3^ ^2.3-4...i«m 


r 

2-3 ..mm 


f llif fl'’ 9x = /fl X + X /« fl + ^ "I’ + . + 

/'e-*0x_ /'e'9x 

J ~x~ ~~ 

ßß,-U,..ß 

/i' 0 x_ «•’ c' , , /*, 

J P 2x> 2x ■*■ V ■ 


c-’Bx 


(235) 

(236) 

(237) 

(236) 

(239) 


( 240 ) 


(241) 

242) 

(243) 

(244) 
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/ a' _ a'’ Ih a-a^ hta j 

J ~ 27’ 2.7“ J ' "jT 


wo s = e 


/■- 

_ 1 ^ 

(245) 




^Ox 

1 

(24G) 

J ^ 

a'^lna 


. 7x"8x 


(247) 


1 + X 

(248) 


2 + 2x + x’ 

(249) 


= _ J- (6 + 6x + 3x’ + X») 

(250) 

f 





(251) 


’ In o ' L • J 


/x 8x 

1 + X In n 

(252) 

y d* 

(fno)’o* 


/'x’0x 

2 + 2x In n + (x In o)’ 

(253) 

J n- 

(In n)* 

XVI. y(Inx) 

B. Von logarithinischen Uröfsen. 
9x = x(In x)'" - m/(In x)"'"’ 9x 

(254) 


//» X 9x = X (Jrt X — 1) 
ja/fi x)’ Ox = X [(/» x)’ - 2 fn X + 2] 

Slln xf 8x = X Kl» 7* - 3 {.In x)« + 6 fa X 


b] 


XXXVII. /x" (In x)"' 9x = j [(/» x)'"x“-’-‘ - ’J 

fxlnj^bjc = (2 /i* Jf -■ 1) 

/r* inx dr = i-r* (3 l»x — 1) 

fxUnxbx 1) 

fx* ln X =: 5*3 (5 /« X — 1) 

fs"lnxQx =^— ^,x"+‘[(n + l)Inx-l] 


(255) 


(256) 


XXXVIII. /x (In x)’ 9x = i X* [2 (Iit x)’ - 2 In X + 1] 

. /x’ (In x)’ 9x = * x’ [9 (In x)’ - 6 In x + 2] 

/x’ (In x)* 8x = ,'4 X* [1 b (In x)’ - 8 In X + 2] 

/x‘ (In x)’ öx = lis x’ [25 (In x)’ - -10 In x f 2] 

/x" (In x)’ 0x = [(n + 1)’ (In x)‘ - 2 (n + 1) In x + 2] (257) 

: 

)0(XIXr7x(<nx)*8x =*x’[4(Inx)’-6(Inx)’ + 6Inx- 3] 

/x*(Inx)*Dx =y,x*[9(Inx)’- 9(In x;* + GInx - 2] 

/x» (In x)> 8x = T 1 »x’ [32 (In x)» - 24 (In x)’ + 12 In X - 3] 

/ t * (In x)* 0x = ,+jx’ [125 (In x)’- 75 (In x)’ + 30ln x - 6] 

«• 4*1 

/x" (In x)> 8x = [(n+l)’(Inx);-3(n+l)«(Inx)>+6(n+l)Inx-6] (258 
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XXXX. /r (/m . 1 )* f)r = ~ [2(/nry*-4(/nj)*-| G(/ii j)>-6/nT4 3] 

o 

= ^[27(/nx)‘- 3G(/nx)M 3G(/n x)’- 24 7« j + S] 

0 i 

/r>(Jnx)*9.r = [32(/ii x)‘ - 32 (/« . 1 )’ < 24(/iix)»- 12/iix + 3] 

j 28 

,5 

/# •(/« x)* Ox = [625 {In ,r)‘ - 500 (/« j )H 300 [In x)‘ - 1 20 /h x 4 24] 

/r" (/«x)‘ D.r = [(.I + l)‘(9ix)‘ - 4 (n + l)’(/«x)»+ 1 2 {» +!)»(/« x}« 


.//„x + 2 r 2 ^2:3^3- 

^ ^^=/nC/rix) + 2 /iix + (/nj)’+l(/«x)’ < ...+ 
* /-x» fix 

/ -^ = /ii(/nx) + 3 /HX 

f ^^ = '"C'"x))(n+l) 


2*2 ^ 


-24 (h ( l)/i»x + 24] 

(259) 

» + 1 /*x"9x 

(260) 

>»-U/ (In x)"'-‘ 


(261) 

• 3 • 4 ... 1« • «1 


C2G2) 

3*4 m 


4. 

(263) 

^ 2 • 4 • 6 ... in 




^ 2 • 3 • 4 ...m • m ' 


(264) 


XX XXII. 


;/ (.:>= 

- - + 0 .(/nx) + /nx + ^'"-' . 

In T ' ‘ 2 • 2 2 • 3-3 2 • 3 . . . m • m 

(265) 

./ (/nx)*~ 

■r* 

- +2 
In X 

ln (In x) 4 2 /ii X 4 (/n x)» + 4 (/B x)’ + ■ ■ . + 

t5 • *1 . . . m 1 

(266) 

y 


ln (In x) 4 3 /n X 4 4 (In x)* 4 i (/n x)* 4 .■• + ('" 

(267) 

z'x" 9x 
(IBX)* 

- + (" -I *) [^ In {In x) + (11 4 I ) (In r) + (In x)* + (In x)* + 


+ ,^s*.'7; <'">■] 

(268) 


C. 

Von trigo nometri.sche n Oröfsen. 


XXXXIII. /IIB X 8 x 

= — COS X 

(269) 


fcos X Or 

= itrt T 

(270) 


ßg X öx 

= — /tt COS X — ln sec x. 

(271) 


fcot X Oj" 

— ln sin X 

(272) 


fsec X 

= ln {sec X tg x) 

(273) 


fcosec X 9t = — /rt (cosec x -J- rot x) = /« tg 

(274) 


fsinr r Ot = t — li« x 

(275) 


fcost X 9t — X -{■ coi X 

(276) 

XXXXIV 

, fsin*‘ X 9x = — 5 iw"~* x cos x + ” — /«in'*' * x 9.r 

(277) 


/sin *.r 9 t = 4 (t — nn x • cos t) 

(278) 


/«in *T 9 t = — ^ cos T (2 + «n *t) 

(279) 


fsin *x 9t = i [f T — «in x cos x (j + sin •,r)] 

(280) 
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XX XXV. fcoi "x fix = — ro»"" ’xii» x + ^5 — ! /ros "~‘jc 

fl fl 

/cos (ar -}- sin x cos x) 

fros *jr öx = i sin j: (2 cos *x) 

Jcos Öx = i [|x + «in X CO« X (I + cos *x)] 

XXXX VI. flg "x Dx = - ftg "-*x 

fl “ 1 ‘ 

Jig *x fix = — X + (j X 
ßg *x <1x =r J (j *x + In cot x 
ßg'xbx = X - X + J lg ’x 


( 281 ) 

(282) 

(283) 

(284 ) 

(2‘85) 

(286) 

(287) 

(288) 


XXXXVII. fcol ’x öx = - — - Aol"-’x (289) 

fcol *x Ox = — (x + cot x) (290) 

/cot ’x Ox = — (J cot *x + In sin x) (291) 

fcol *.t dx = X + eol X — h eol ’x (292) 

XXXX VlII. ßec "x dx = + !L'i f„e ’~^x (293) 

fsec *x öx = X (294) 

/«cc *x Ox = J [/^ X ICC X + /« (^5 •*' 4- ■*■)] (295) 

fsec ‘x 9x = 4 *5 **■ (2 + *cc *x) (296) 


V V V "V 1 V <• cv COSeC X cot X fl 2 X M— 2 /nr>«\ 

aXXXIä. feosec x dx = H -Jcosec *x (29*) 

n “ 1 fl- 1* 

fcosec *x Ox = — cot X (298) 

fcosee ®.r Öx = — | [cot x cosec x *f /» {cot x -f cosec x)] (299) 

feosec *x 0x = - i cot X (2 + coiec *x) (300) 


L. /*i« "x • CO» ”'x dx = 
/»in "x • CO» '"x Öx = - 


'x*»in""^*x , m — 1 /•. 

. ^ y,„i . 

n t »fl fl + *1 


X cos ^x (30 1 ) 


^ !Lli <”x (302) 

n + in 


« (- m n + m"' 

/sin X • cos j- Ot = J sin cot ’.r (303) 

ftin X • cot’xdx = i cos x [s in ’j- - I ] = — ü cos *x (304) 

/sin j • cos ’s- flr = ^ sin’x(I 4 cos*j)= — 1 cos*x (305) 

ftin X • cot *x dx = ( cos*x(sin*- I) = - icos*x (306) 

ftin’x • cot xdx =Jsin’x (307) 

/sin *x • cos *x 8x |i(x4-2sin’xcosx — sinxeosx) (.308) 

/sin ’x • cot ’x 8x = i'j sin ’x (2 + 3 cos ’x) (309) 

/sin ’x • cos*x9x =j*j[3x+6sin’xcos’x46sin*,rcosx-3iin rcosx](310) 
/•in *x • cos X 9x = ^ sin *x (311) 

/sin ’x • cos *x Ox =— ]'j cos’x(2 + 3sin’x) (312) 

/sin ’x • cos *x 9x = i’jsin V (14-2 cos ’x) (313) 

/sin ’x- cos*x 9x = - cos >x(2 - 5 sin<x + 3 sin’j) (314) 

/sin ‘x • cos X 9x = | sin ‘x . (315) 

/sin *x • cos ’x 9x = jV [3x4- 8stn*x cosx— 2sin’xcosx- 3sin xeosx] (316) 
/sin '•x • cos ’x Ox = j>*sin‘x(24-5cos ’x) (317) 

/sin ’x • cos *x Ox = xli [3x+ 16sin*xcos’x-f- 8sin‘xcosx 

— 2sin*xcosx- 3sin X -cosx] (318) 
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LI. / 9.r = 

^ cat"”! (m-l)ros"'-'j: «*-- 1 ^ 

?'ür »1 = 1 nicht aniuwenden. 

y 'sina-» 

ijx ^ jiq X — —UicQix 

/'sirtT /• I 

ftoxtecx^ =secx 

J COS^X J •' cosx 


iinx * 

— - Ö = i <o *x 
cot * j ^ 

•*<in j- _ 1 

Sco»*^:’ 

«in *1* ^ ^ 1 

Ox =/ttn ^x cos U- = - ima- i (*«c»r + tg x) 

a . 

— ^ öx = tgx — X 
cos^x 


./: 

/i 
J 
ß 
f. 

^^>1- = HSTa: - + 

f. 

J 
f. 

./■: 

.r 
/: 

/. 

j, liiiT , . ,, , 

co7>:c +""•"- 1 /"(•«.- + /, a) 

,/ 


Ojr = i<j’.r 

CO» *a' 

»in’x„ c. , 

9x=y»in>xco» *x = -t »i»*x-/nc<Mx 

roi X 

»in*x „ 1 + CO» >x 

— — 9x = - 

cat‘x cotx 

— — ,— 9x = 4 /j ’x -f /« cos X 

cof ’x " 

»in ’x _ 1 — 3 CO» *x 

co»*x 3co»’x 

»in*x 

CO» X 


(319) 

(320) 

(321) 

(322) 

(323) 

(324) 

(325) 

(326) 

(327) 

(328) 

(329) 

(330) 

(331) 


»tri’x - /• . j I 

—- ox=y»m*x-co» x = -(J»irt V + »inx)-I /n(»ccx + «jx) (332) 

(333) 


»i»'x„ , iinx , 

— 9x = — §x + (2 + co»*x) 

CO» 'x 2 CO» X 


J- 0x = x+}(j’x-ljx 

r/1« • r ** 


LU. f^^s^x=-.- 

^ 51« "j; (n-l)»in" V «-1 y 

,t aiuuMeuden. 

8a> =yrolx=/fiimx 


Ist für n = l Dicht aiuuMeudeo. 
'cot X 


cosx 


hxzz- 


cos^x f ttn'x 


J 
J 
J 

y —, 9x= / co»*x»in~'x=co»x + /n<o — 

_»»nx J » 2 


cosx . . , 

— i- 9x = — 1 eol ’x 
»m’x 


T;!:ox=- 




3»i«’x 


(334) 

(335) 

(336) 

(337) 

(338) 

(339) 

(340) 

(341) 

(342) 
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J ttn 


(343) 


f bx 

J stn*x 

= — i cot *X • ■ 

(344) 



=yco» ’x • »in - *x= 1 coi ’x + /»jiitx 

(345) 


J stnx 




co»*x+2»in’x 

(346) 


J $kn*x 

~ »inx 




= /co»’x=— (J cot ’x + /n »in x) 

(347) 


J ttn ^x 



r f)x 

2»in’x- CO» ’x 

(248) 



3ii»>x 


J »tnx 

= *X • »in ”*X = 4 COI *x f cot x + /« Ij *- 

(349) 



= -4r3x+“*^(2+.m*x)l 

(350) 


imV 

L »inx J 



J 


(351) 



s= feot*x^x-\-cotx — \cot*x 

(352) 


j imV 


LIII. 

fx^itnx 9x ; 

= — x“co»x +nx”“*»i«x+ n(n— l)x"“*co» x 




— n(i»- !)(» — 2)x"~* «inx - + + .... 

(353) 


fx »in 4- bx : 

= — X CO» X + »fn X 

(354) 


fx^iinx Öx = 

= (— x’ + 2) CO» X -f- 2x »in x 

(355) 


fx^tinxbx = 

= (— X* + 6x) CO» X + (3x* — 6) »in x 

(356) 


fy*tinxbx - 

:(— x*+ 12x* — 24) CO» X + (4x* — 24x) «in x 

(357) 

UV. 

ßx* cos X dx ■■ 

=x** jinx + fix"~' coix — n(rt — l)x””^*inx 




— n(n - I)(n — 2)x'*“^ coj x-i--f 

(358) 


fx • cos X bx 

= X • X + cos X 

(359) 

. 

fx* ■ cos X 9x 

= X* fin X + 2x coj X — 2 sin x 

(360) 


fx* * cos xbx' 

=x* *Mi X 3 X* cos X — 6 X sin x — 6 cof x 

(361) 


fx* • f 01 X Öx 

= x^<i»x + 4x*c«ix -12x*iinx-24xcoix + 24iinx 

(362) 

LV. 

fx sin**x 9x 

4tn"x xcfwx 4in’*'”^x n — 1/» . 

= — t + Jx stn X 

n* n n 

(363) 


fx «n X 9x 

= — X cos X 4- sin x 

(364) 


fx 4i«*x Dx 

= i (x* — 2 X 41« X • CO# X 4- » • n *x) 

(365) 


fx sin *xbx 

= ^(#i»*x— 3x#i»*x • co#x — 6 xco5 x 4*6 »*wx) 

.(366) 


yV»in*.r Ojt = [3j’ — 2j-«m j' • co» T(2«n’x + 3)+*in *x + Snin’oi] (367) 



cos 

"xbx 

COJ *x 

■ ^xJiwx'COJ X n-1 /» „3 

+ 4 7x CO» •‘x 

n n 

(368) 

A 

cos 

X Öx 

= X JtN 

i X 4- cos X 

(369) 


cos 

*x Ox 

= i(-r’ 

4- 2ir jsn x • cos x 4- cos ^x) 

(370) 


cos 

*x 9x 

= *[(3. 

r li« X (2 4* cos *x) 4- 6 coj x + coj *x] 

(371) 


cos 

*x Dx 

= i‘»[3 

X* 4- 2x (3 + 2coj *x) jj« X • COJ X 4- 3coj ’x4- coj 

<x] (372) 


LVII. /*" »in” 8x = - -i>'co$x.$in x*“' .•»”x 

m m* 

. ( 373 ) 

m m* 


Digitized by Google 


Integralformeln. 


348 


Integralformeln. 


/r* liii • j f) j- = i X* - J tr* jj« j- . CO» jr + [2»i« * j - 1 ] + i »in .r • f 0» .r (374) 

/r’ »in V - 1 cof jr(2 + »in*j)+ Jx»in j- [4 + »in ’x] 

+ ro»x[20f liii’x] (375) 

/ i ’ »in *x 9x = l-x* - J J • (3 + 2 »in *.0 »in x • cn» x rf jIij I- 1 5 + 24 »in 'x 
+ 8»in V] + [15 + 2»in ■’x]»inx • CO» X (376) 


LVm. /x"ro»’"xOx= — 


n.i"-'c^''V 
^ w» m* 

+ /x" CO» “x - CO, "*x (377) 

/<*co»*xOx=T|‘j[2xH4x*»inx-co»x-3x(l-2co»’x)-3»in.r-co»x](378) 

(379) 


/r’co»*x0x = jx*»inx(2 + ro»3x)+ )| xco»x(6 + co»*x) 
— 5*» »in. f (20 + CO» *x) 

/x’ ro» <x Ox = J x’+ ix*»in * • co» x (3 + 2 co» >x) 


+ [— lö+8co»*x(3+co»’x)J— »inx‘C0»x[15 f2co»’x] (380) 


l.IX. 


V. Ü"- 

, / »in ".r • co 




(n-l).in"-'j 
+1 

(m— l)»in"'*'*x-co»' 


«n-i l ^ _ 0x 

•co» '"■*’’x »in"-V-< 

--_ + !L+J fL ' 


Die erste lornicl ist fürn=l, die ineite fürmsl nicht anzuwendec. 

r 9x /'2ÖX , 

— = / . - =/co»ec 2x • 2 öx = In ( 0 X 

J $mx*co9x J #11120' ^ 

Ox 


_ 1 . ^ C09X 

X cos X *inx 



^ 1 + co« .r 

fO«x «irtx 

1 + X 


firi'x • co«*x ft» X • co«x 
dx _ ^ I 3ro«*x 



h3 


cot X J 


’x« ro«*x “ I «inx«co#*x 
Ox 1 -j 4 «i n *x * cot *x — 4 cot *x 

cot *x 

f)x _ — I 

cot X 2 «I n *x 


3«i«x »coi^x 

+ in /ff T 


/; _ % = I r _ 3/„ L+£i‘+:] 

«in*x«co«*x l co«x-fin*x «inx J 

Ö.r 


#t»*x* co#*x 

9x — 3 + 5 #m’x(l +3co«*x) l-fco«x 

«in*x*co«*x 6«in®XT0«*x * «i» x 

Ox 


/' Ox 

/ #t»*x*co#*x 2«i 

./ 

/■_ a.r 

, / »in*x • co»*x ~ 

./ 

/. 


- 1 + 2»in ’x , 

5-.—. 5- + 2 /nljx 

2«i»'x*co«-x 


«I» *X • cot X 

0.r 

«in*x • coi’x 
Ox 


l+3«m*x , , l + «inx 

hM 

3«m*x cot.r 

— 1 — 4 «in*x4-8 «i»*.r 

3 rosx • «in *x 

— 2 — 10*i»*x »coä^x 4- 5 «in fr , 1 + «in x 
— +1'"— — - 


»in'-r-co»*.» 6»in*X'Co»*x ' * co»x 

Ox _ — 1 +‘2»in*x (1 + 4»in*x • co»*x — 4co»*x) 


»in ’x • co» *x 


3 »in ’x • co» ’x 


- (381) 

X 

(382) 

(383) 

(384) 

(385) 

(386) 

(387) 

(388) 

(389) 

(390) 

(391) 

(392) 

(393) 

(394) 

(395) 

(396) 

(397) 
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D. CyelometriBche Functionen, 
s. pag. 329. 

Erliuteru Dge n zu den vorste- 
henden tabellarisch geordneten 
Integralformel n. 

I. Formel 1 bis 10, s Integral No. 1 bis 7. 

II. , n - 16,8. , No. 8. 

III. . 17—24,8. . No. 9. 

IV. , 25 — 28, s. . No. 10. 

V. , 29. San zerlegt den Bege- 

benen Quotient io 2 Factoren, nämlich 
8a- 


jr"(»+4ir) 


iVSa- 

a + bjt 


hieraus ist Ar”' -j- JV (a + äj-) = 1 
oder + 

Die.se Gleichung gilt für jeden Werth 
von X, also auch für x = 0 und für 
+ /VA = 0 Für beide Werthe hat 

mau 

A=-i- 

a 

Diesen Werth in die Gleichung; 

Ax" 

ergibt .1 = — ^ ■ 

«X 

Hiermit erhält man das I; 


-|- iVA = 0 gesetzt : 
6 I 


/• 8x _ i /»Sr ^ 1 

,/x”'(a + Ax)" «t/x'"-'(a.H4x) «,/ x"' 


Das 2te I. wird nach Formel 17 be- 
lümmt, das Ite ist eine Rednctionsfor- 
mel, indem der Exponent von x um 1 
kleiner ist als in dem gegebenen I. 

Für m nach einander I, 2, 3 gesetzt 
ergeben die Formeln 30, 31 und 32. 

VI. Formel 33. Man entwickelt, wie 
Br V., F. 29. 

1 A 1 

San erhält /V = — , .4 = — • — — ; 

VII. Formel 37. Man kann den Zäh- 
ler x" durch den Nenner Ax a wiedor- 
helentlicb dividiren, wie No. 21 amSchlnfs 

x/’ 

Br die Endfbmiel - empfohlen wor- 


den, wonach man eine Reihe erhält. Die 
Formel 37 ist im Ue.sultat nichts als eine 
Verlängerung, durch welche eben so eine 
snccessivo Reduction geschieht, wie durch 
die oben gedachte durch Division abzu- 
leitende Reihe. Verwandelt man näm- 
lich das letzte I in 2 Brüche mit gleich- 
bleibendem Nenner, so i.st der erste Bruch 
gleich dem entgegengesetzten ersten I. 
rechts des Gleichheitszeichens, der zweite 
Bruch aber das gegebene 1 selbst. 

Die Formeln 38, 39, 40 entstehen, wenn 
für I» die Werthe 1, 2, 3 gesetzt werden. 

Man hat nämlich für m=l 


/VxOx _ a f 8x _ /*- « 4 - /’5i 

J a-\-hx~ b a + ix ,/ bJa~-\ bx) * b'* J a+4x J h 


= — ^ /n (a -b Ax) -f -p X 


o /’-«■• o-»--!' jLV /Hl. - 

‘ J a-t-Ax V b)^/ a + bx J A*(a-t-Ax) 

a‘ /’ b hx f a f- bx ^ 

= JäJ l^bx-J -b~^^ 

a* /" b hx a_ ,'cii 

rxj^ ^ (_ fhx A- a)» - (Ax)» 
fl + ftop \ A/y a-|-6x A*(a + A.r) 

= - i* '»(“+ *-^)+ / 6» 


Dx 


. y . -uti .I 
; jiuijo'i .X 

l-.- i:j4arf 'f 


VIII. behandelt wie VII. gibt 

'4' ’ (Axrca-Ax) 

woraus auf dieselbe Weise wie VII. die 


Formel hervorgeht. 

IX. Formel 45 geht unmittelbar aus 
den Diflerenzialformelu (Df.) 120 und 121 
hervor. 

Schreibt mau 
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so ist anch- 


1 + X» 1 - (a K- 1 )’ 14 a-> - 1 1 - a- 1 - 1 


Formel 4C 

yi4a-’ 2l-ll,/ l+a-(-l J l-al'-lj 


2ii 


I4j-1^-i • 


2|-1 


Hieraus geht hervor: 


ytrr tj a- = — — In ’ ll 
21-1 I-a)'-l 


Are lg (fj) = — — /n ' 


— 1 1 _ ^ 4. 1 _ 1 

Ciul somit ist der in dem Art. * Ar- 
cus*, pag. 115 stehende Satz I. als rich- 
Schreibt man fx für x, so bat man tjg bewiesen. (Vergl. , E rl auteru u g* 

zu No. XIX. Formel 95 und 96). 




Oa- 


Schreibt man 
so ist auch 


= f /rt (1 4 a-) - i J» (1 - .r) = 1 U 
1 1 1 I' - 1 


1-a-« 14(ar|'-l)‘ » -1 1 + (a ^ - 1)« 

Formel 48: f~-—^=-~Arc-lg{t\'~\)-=-^Arc-lg-:^ 
1 — »■ V — 1 V — I I- - 1 

= 7^ ^rc . tg = j'= 1 . >4rc lg — ^ 

V'-l ’l'-l 'F— I 

Mithin ist 

} ;■ = V- 1 • »J r/ -r 

1 — X I — l 


oder Are tg = In- 

*F-1 2('-l 1-x 


Setzt man nun /> für x, so erhält man 
. , 1 , 1 + fx 

und somit ist der in dem Art. .Arcus *, 
pag. 115 stehende Satz II. als richtig be- 
wiesen. 


Fonnel 49^ 4 = i 
Formel bO:f =J ^ “ ^ ^ • Aretg (^) (Df. 

Formel tX-.f ^ f = ±,„ 

. ,« /" 9a- r 9x 1 o + x 

. = =- 'i* ■ 


120) 


X — a 
JT-f A 


Fonnel 52 


J o‘-x’ J !si\x 


26) 


(o 4 a) (o — x) 2o a — X 

X. Formel 63. Schreib = I l«d 4a^) (I. Y., 

Formel 54. Schreib f = - 1 f — f ^ ^ = - i /i« (1 - x*) = i/n — , 
J 1— a** J l—x* 

8. w. bis Formel 58. 

~f r^' ' ' " '> *■ 


Digilizad by Google 


Integrnlformeln. 351 Intogralforinoln. 

Eben so "wird rerfabron mit Formel GO bis 64. 

-XU. f™., f 0 ,f[.. 0, f,, _y-0 

n. s. w. bis Formel 70. 

XIII. VerTabre mit dem allgemeinen Setzt mau die Klaramergrüfse =0, so 
Ansdrnck (Formel 74) wie mit dem No. V, wird N= 1 

.9. Setze . -2 ^ jy _ ^ - 2 .j. 1 - 0 


_ r A-TSx 

./x”(l+x»)“./ H--»’ .7 x”' 

so bat man die Gleicbnng 

Ai" + ^ + iVj* - 1 = 0 
0 . 1 er x»(4x’"-“ + JV)=l-;V 


entsteht A = 


- l 


Diese beiden Wertbe in die obige Glei- 
ebung gesetzt, entsteht die Formel: 


/ •* O r __ p ÖJ 

Z-'”(l + X>)“ J +!'),/ l"‘ . 

Setzt man m = 1 , .so crbäll man Formel 71; man hat nämlich* 

J I(l+x*) ,/z ‘(I+.r») ./ 

= i (1 + z’) + 2 /« z] = 1 [- In (l + z*) 4 In z’] 

XIV Rei dem Verfahren, wie bei No. XV. Formel 82, XVI., 86; XVII, 90 
XIII., erhält man für hormel 78 und XVIII., 94 werden entwickelt wie 

(:4z"' - i\z») = 1 - AI XIII. und XIV. 

Hieraus Al=l; .4 = -^ XIX. Formel 95. 


— .Dz 


Schreib 


r Dz r a pv A- hx B-hx - 

[ 4 /^+,-, 4 /f-r-, 


seist nach Integral, No. 29, Beispiel pag. 302, j.— _|^/iL j/_ j „nd .4 - 


rl/— + 1 — 1 = 0 gesetzt 

^ a 

— 4 '— 1 = 0 gesetzt 


c ■ 2 1 

z = +L^— j'-l und B = --~^J— 
r c 2 1— 1 

Mithin ist reducirt Formel 95: 


7Dz +1 , r 

ya+cz* iyacv-lj + 


- + 


2 l'ac V— 1 


■ 21 'oc 1—1 


‘z|/^-F-l‘ 

' a 

y^f 


1 

'2|ncl'-l 


In- 




+ 1 


-1 + z 


1 

2 1 ttc ]■'— 1 




•tn 


1 T 


y-: 
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Schreiht man ilagegen 
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, / a cx* \'tic ^ \ ' a J 


r Dx 


Mit der Anflüsiiiig der Formel / - , „ 

Ja t-cj» 

in 2 Ausdrilcke 95 und 9ß ist wie mit 
. Formel 45 der in dem Artikel .Arcus“, 
>0 erhält man nach Formel 45 die zweite stehende Satz 1. erwiesen, wenn 

Formel 9G i 1 / . 

man r = o und xT — = ]jc setzt. 

" A 


„ , ,, , .. /‘ Ox 1 f* , .4 • 9x fi*ttx , 

Formel 97. .Schreib / ;= — / / ; — -1 -\ 

./«-cx« s,/ l-A/S.) 

f a f a 


so erhält man A = B = l und man hat 


rj>^ = i. 1 A r} 1^1 _ 

./o-cx«-2«l J 

Schreibt man dagegen 

a — r.i*= 1 -f ('k'T j — , also F'omiel 98 

I / c 

/"■ Ox 1 I / n , ^ * * F ~ ' ,{ I , ■ \ 

J n l' c ' I“«- ^ vl fl ) 


1 + X 


2[flc 


/II 


i-x)'-! 

V <1 


xl/-i 
1—1 , ’ a 

■ arc lg 

|flc •' t-1 


Formel 99. Schreib 

fl-frx* 2r,/ a + cj:*. 

u I . 1 ./. o e I /'x-Ox 1 /■— 2cx.Öx 

Formel 100. Schreib / — r- / r- 

,/ fl— ex’ 2c,/ fl — ex' 

Formel 101. .Schreib / (-^ — * — j) 

f)xl/i- 

./ c fl c > 1 C I c r a ; 

Formel 102. Schreib = /7- + .1 . -9"- .) 

a — cj?** ./ V c c rt — CJ*/ 

_ 1 , l‘ /» 9x _ 1 1 /' ^ Ox , 4 9.r , 

-_ix + i i/“l 

' " ^ Kl + (xl/£.') e/ 




(44) 


i-x^- 


I 
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Formel 103. Schreib % =. f {— + — • — 

J o+c*’ c/ ' e o +c»'/ 

= 1 [/, . 0, + A ^ (« + cx»)] 

Formel 104. Schreib f = f\- + -1 . ^ 1 

J a— ex* J c _ c a— cx'J 

1 , ^ o /*— 2cx • Ox 1 r • , <» , / »,1 

c 1c J a-cx* 2c L c 'J 


XX. Formel 105 bis 107 sind in dem 
Art. .Integral", No. 23 rollständig ent- 
wickelt. 

Formel 105 gilt wenn 5* > 4a 
. 106 , , 4a>i» 

, 107 , . 4a = i> 

Formel 108 bis 110. 


Formel 108; 4’>4ac 
.Setie X = I — — , so hat man 

a+4x-hcx’ = c(j>-^, -(-“■) 

oder — gesetzt : c (»’ — k*) 

4r* c » 


Dod 


r 8* I 1 / /’S» , \ 

a + 4x + „>“ cj U + k'*'j-A'“2*c\ J l->r k^ J t-k) 

h 


f)x 


/OJ» 5 ^ 

-fix 4- ex* Ick 4 + * [ 4»1T4ac i + 2cx + | M — 4oc 


1 4 4- ^cx — \'b'‘ — 4ac 

— In — 


Formel 109: a > 


4c 


— , = A’ gesetzt, gibt 

o 4- 4x 4- ex* = c (s’ 4- A*) 


fojgUeh f i \ C- ^ = i arc l, (*) 

* ,/ X 4- 4x 4- cx’ c 4* 4 A* *'* ''A' 


„ 4» 

Formel 110: a = — 
4c 


2 , 4 4- 2x 

= — — ,4rc lg — 

l'4ac — 4* |'4ac — 4* 


Dann 


^ a 4- 4x 4- cx* c J i* ~ c4 44- 2cx 4 (2a 4- 


4- *x) 


Formel III entsteht aus Formel 106, 
denn es ist a = 4=l, also 4a > 4> 
Formel 112 ans Fonnpl 108, denn cs 
ist a = 4 = 4-l, c = — 1 mithin 4ac<4* 
Formel 113 wie Formel 111. Denn es 
ist a = 1, 4 — 1 ai.so 4a > 4’ 

Formel 114 aus Formel 105. Denn es 
ist a = — 1 , 4 = 4 1 also 4a < 4’ 

Formel 115 aus Formel 105. Denn es 
ist a = — 1, 4 = — 1 also 4a < 4’ 

Formel 116 aus Formel 109. Denn es 
ista = -l, 4 = 4-1, c = — I, also 4ac> 4’ 
Forme] 117 aus Formel 108. Denn es 
ilta = 4-l, 4 = — l,c = — 1; also 4ac < 4’ 
Die Formeln 111 his 117 werden nn- 

III. 


mögliche Ausdrücke, wenn za deren Ent- 
wickelung Formel 105 und 108 mit 106 
und 109 vertauscht werden, wie’ Formel 
118 aus Formel 109. 

Formel 119 bis 122 entstehen aus For- 
mel 108 und 109, wenn man a = 0 setztl 
.XXI. Formel 123. Ks ist in dem Art. 
.Integral* No. 26 dio Aufgabe gelöst 
■(x -f A) Dx 
a 4- 4x 4- x’ 
und zwar in 3 Formeln 23, 24, 25 in Be- 
ziehung auf die 3 Formeln 20, 21, 22 
No. 23,24, 25, welche in der Tabelle (unter 
No. XX. 105, 106 und 107) stehen. Man 
kann demnach in jenen 3 Formeln 23 

23 
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bis 25 für A = 0 setzen am das I. bis zu der Oleichnng: 

/" — erhalten. Um dies aber /-r*i^v »= 

J o + 4x + f» ./ fl+4x+x» ./ 

selbstständig zu lösen, rerfahre wie dort Nun ist 


ndig zu losen, rerfahre wie dort Nni 
/'z8z . /'2»0s 


Y— 

J i*±C* 


c*) = ^ (ö -|- + X*) 




luel 105 bis 108» und je nach dem Ver- 
bältoiTs TOD 4a : 5* ist eine der 3 For- 

r,. 1 * 4 T • 4 1 - 4 A k k'-v- mein aninwendcn. Demnach hat man 

Dieses letrte I ist aufgelöst durch ror- YQijjjj^njyg 


Ox 
ö + 6ar + JT* 




Formel 124. Um diese zu entwickeln, 
verfährt man wie für die Entwickelung 
der Formeln 108 bis 110. 

Formel 125 s. oben XXI., Formel 123. 

Formel 126 wie Formel 124. 

Formel 127 ist im Art. »Integral“ 
No. 27 entwickelt. 

Formel 128 wie Formel 126. 

Formel 129 und 130 können mit Hülfe 
von Formel 128 nicht gelöst werden, weil 
für a=0 unendlich entsteht. Han schreibe 
.t*(4a cx) und hat dann die Formeln 
31 und 35. 

Formel 131 und 132 entstehen aus 
Formel 128 wenn man k = a setzt, das 
2te Glied, das I, fällt fort. 

XXII. Formel 133. ln dem Art. , In- 
tegral“ No. 28 ist mit Formel 28 die 

® /* Ä 8s 

Aufgabe gelöst: j — — ■ 

* y(s’±c»)'" 

Nun ist i’ i c’ = « + 6x -f- x’ 
s = x + 14 


und man erhält Formel 133, wenn man 
diese Werthe einsetzt und £=1 nimmt. 

Formel 134 aus Formel 133, wenn m=2 
gesetzt wird; das letzte 1 ist durch For- 
mel XX., 105 bis 107 zu lösen. 

Formel 135 ans Formel 133, wenn ai=3 
gesetzt wird; das letzte I ist mit Formel 
134 bestimmt. 

Formel 136 ist die Abänderung toii 
F ormel 133 dahin , dafs cx> statt x* im 
Nenner steht. Mit Rücksicht auf die vor- 
stehende Erläuterung über Formel 133 
und auf No. 28 des Art. »Integral* 

. . . i 

hat man hier s = x -| — 

2r 

für (i* — c*)*' setze hier (s* — *•)"* 

und es ist k’ = -^ — — 

4c^ c 

Ferner ist wie für Formel l33 und in 
No. 28: 

c (s’ — c’) = « -(■ Ax cx’ 

Setzt man nun in Formel 28, No. 28 
diese Werthe und £ = 1 , so erhäit man 




Hisrans 

9x 


a-(-4x-fcx’\ 


s 


2m -3 /• 

-l)*>(s’- 




1 

2(m-l) 

/ 1* 

/ fl+6x4-cx*\*>» *“ 1 

\4c> c / 

K c ) 


+ ( 2 « 


•-3) C— 


Öx 


bx c 
c 




Dividirt man unn mit r" (multiplicirt Formel 136. 
sämmtliche Neuner mit c"') so entsteht XXIII. Formel 139. 
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Formel 37 No. 28 löst die Aufgabe 

y * s»s _ _ 

(»« - C*)** “ 3 (» - 1) (i> - c*)"" - ' 

Nno ist aber die verlaagte Aufgabe 

r As-|»)8s _ r s8t /• 

./ (•+*»+ x>)" y (s* - c»)” y (»* - c*)" y (»> - c>)" 

fglglicb mab noch dies letite I hioiukommen ; d. b. Es ist 

r-ii/'- 

.'(•+**+ X*)" 3 (m - lUo + ix + X»)’" J L 


(•+ ix+ X«)" 3 (m - 1) (o + i.r + **)" ” ^ (o + ix + x»)"* 

Dies letzte I ist aber Formel XXII., 133 mitbiu ist 

-I . g + ji 


r x8x 

J (.+ix + x*)"*’2(m- 


l)(a+ix+x*)" ‘ ix + x*)"*-* 

2m — 3 ^ 

2(«-l)(^ _ „) ■ V (« + ix + ,r '■ 

wekbes reducirt die Formel 139 ergibt. 

Formel 140. 

Hier bat man wie bei der Bebandlnng der Formel in No. 28. 
r X 8x _ 2c_^s8s b P hb 

J (e+ix+cx*)'" (s»-*’)" (s*-*«)" ä^y (7s - *•)■" 


(e+ix+cx*)* 

Mithin wie für Formel 139 : 


r s8s i /'_ 

/(»•-*«)*• 3 («-l)(s* 2«y (s 


8 » 


Schreibt man = «(»’—**)= o + + 

•0 bat man das erste Glied des I / — — 

J (s* - A*r 


-I 


3c (■• — 1) (a + ix + ex’)* 


gm) _ — f. ^ x(Formel 13G). Hiernach ' ' 

«cyta«-A>r 2c ' ^ 

/*_ = — — X (Formel 136) und reducirt 

y (e + ix + cx»)’" 2c(i»-l)(a + ix + cx>)’"“' 2c 


die Formel 140. 

XXIV. Formel 143 


f— 
y «+ 


Ai* 


*/i ../'S* 1 /' 8. 8x_ ,*/ 1 r S» 

Setze = 

/• 8. _ /'(iSv- Ka-eies k J / • »s* ■ 

./r+T»-y vi+»^ i-s+s»/"*y 1+* y !-*+•* y 1-»+»* 

J A ^'*(1 + *) D*ch Formel IV, 36 

- ‘ t/r^^ 

(nseb Formel 133, wenn man a = 1, i = — 1 setzt) 

Hi«no 1 f \ 1 li sind = \ f = * » 3 


23* 


LmmfeaA. 
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r 8t _ 

y 1+»* 


i M (1 + t) - 1 1* (1 - t + t>) + i |'3 >4rc If 


. , (l + 1)» , 1 . 2t- 1 


2t -1 

F3 


/ V 

wo für t der Werth * j,' ~ setien ist. Mnltiplicirt man dies« Formel mit 
so erhält man Formel 143. 

* 4 * 4 

Formel 144. Schreibt man wie vorher « |/ — = t und ~ 

/'^ 8 ^_ _ i. /* ^ 

yo + 4x* a’’ 1 +4* ‘Ot ~ oc>y 1 + t* 

t _ 1 + t - 1 _ _1_-M 1_ _ 1 

1+t» i+t> 1 + 4» i + ts-rzTr+i 


_i 

1 +t> 


y 1 + 4» y 1 _ 4 + 4> y 1 + 4> 

Non ist nach Formel 113 
/'S» 2 1 — 1 

yr:T+^ = *V3^rcl,-^,3- 

/ * Qj 

der Formel 143. Mithin 

/'»9* _ 24-1 , , (1 + t)* 1 , .24-1 

J n-T*- - r3 13 

-'s , 2t- 1 , , (1 + t)* 

-r3^"'^“T^-‘'"r-4-+4* 

worans bei Einsetzung der Werthe für s Formel 146. Man setzt 
Formel 144 entsteht. _ / * * \«1 

Formell45. o + 4z-*=a. 1+(*1 /— ) = o [1 +(ci)‘] 

c 1 . -u 1 r34** 8x „ /’x*8x L \ I a/J L 

ScfareiD nL f I 1 1 iUr / - — i 4 , 

34./ n + 4x* / a + 4x* , j v- i/* 

Für XXV. hat in den Formeln c die der Kurze wegen x^— = cx = t 

Bedeutung von j / ^ alsdann ist c • 9x = 8t 

r 8zr _ 1 r 8t 8*_ 1 

J « + 4x‘ aj 1+4* St acj 1 +t‘ 

Nun ist 1 + t‘ = (l +4*)* -2t* = (1 + t*)* -(t +2)* 

= (1+41'2 + 4*) (1-412+4*) 

und — \ 1 

I + 4* 2l 2 L 1 + t 1 2 + 4* ^ 1 - 4 1 2 + 4* J 


/ » Qj 

= der Somme folgender 4 Integrale 

1 /* I 2 . 2t+l2 1 ■ 

V ilTl- 2+77= * • +2 T^= P2 ^ 2 + 1) 

. /" Ss .2 . 2t-l'2 1 ... 

V * +2 -1^ = T2 ‘ 


2T2 /i+ A2 + 4. = 2 F 2 [* ‘ - ?/ Mrr®2T;7] 


Digitized by Google 



n*, 


Integnklformeln. 357 Integralformeln. 

‘ = , »CI-. V2 + »•) + ’!?/* ^ 1 

ij l- iVi + l* 2t'3l*' ^ ^ ^ 2yi-»V2 + »v| 


Oie erate Formel nach Formel 106, weil tegrale in den Klammern sind mit den 
4a>i’ist, die zweite. desgleichen, indem ersten beiden Formeln übereinstimmend. 
1=K2 sabtractir gesetzt wird, tlie letzten Daher sämmtliche 4 Integrale addiit 
beiden nach Formel 123. flie beiden In- gibt 


f = - ‘ l» + _L arc (, 2 + 1) + orc (i F2 - 1) 

yi+s« 4K2 1 -sF2 + s»^2|/2 ^ ■'^21'2 * ' 


Nnn ist = 

Ferner 

«jo = sKa + lj «g/J=sK2-2, 


mithin /j (a + ß) = 


s ) 2 


1-s* 

* |/2 

und « + Ä = ttrc lg r 

1 — i* 


’iS] 

Für s den Werth ex gesetzt und mit ac dividirt entsteht Formel 146. 
Formel 147. Wie für 146; nämlich 

r bx 1 /* 8s _ 1 r r 8s / • 8s i 
J a-hx*~ acj lacVJ \ \i* J l-s*J 

Also nach Formel 4h und 47 

eorans nnmittelbar Formel 147 herrorgebt. 

Formel 148. Es ist 


fxbx _ 1 rMc'f*) 

y a+4*«- 2«c»y l + (c**>)* 


mithin nach Formel 45 und 46 die For'< 
mein 148. 

8» 


Alsdann 




Formel 149. 




bx* 


und 




Mao erbüt das I aus der Formel 148» I» man bat also in Formel 148» 1 für c’ 
V 0 DO man — 4 für b setzt. = 1 2 U setzen und erhält 


1 , 

/» : 


i 0 C » y~l 21^-1 1 - c > y - 1 

1 . l-c’x*_ 1 . l + c*x 


i/n 


4 0€^ ! + «•** 




4 i — c* »• 


Für c» = y-j gesetzt entsUht Formel / ^ f 


14». 

Formel 160. 

Bei der vorigen Bezeiehoung ist 


and wenn man die Zerlegung sfie zu 
Formel 146 anwendet: 


y rr?~*v*’\i+s 


(F2 + s)s*8s (F3-s)s*8s\ 
Kä+»* ■'■'l-sKS+s*/ 
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SeUt min nnn den ersten Nenner der Klammergröfee =A, den (weiten = B, 
so hat man 

,/l + »‘ 1/ A ^*/ -B+o,qJ A -2hJ -B~ 

Nnn ist s* = ..4 - s f 2 — 1 
ebenso »• = B + s V2 — 1 

Diese Werthe eingesetzt hat man 

_./•** 9» 1 /‘(Ai- i*i2- i)f)i 

./l + a*-*/ ^ +y ~B-^2V2j -.4 

_J_ /* g» + t*V2 -a - 

2 >' 2 ,y fi ■ 

Nimmt man die Integrale der letiten beiden Glieder in den einseinen Snm- 
manden und hebt, so erhalt man 

/ **9a 1 , fibi A9»\ > r. l-»V2 + i’ „ /*9s /'Ön 

1 + s* 2t/2(./ B ./ i4 )“ 4»'2 1 +»V2+-s*"^ ' y ^ V t] 

Diese Formel erhält man aus Formel tegrale aus Formel 106, wiederum i = — v '3 
123 wenn man für b die Werthe — \2 und +i''2 gesetzt: 
und +v'2 setzt. Die beiden letzten In- 

Nnn ist /’®‘ 2 / 2s -I 2, , 2s + l'2\ 

Nnn ,.t y _ +y _ . .. (n,.e ,g - + arc t, - - -) 

Nnn ist orc tj « + arc lgß = arc mithin die Summe der beiden 

1 — Ij o • »J /I 


Bogen 


= arc lg 


sV2 

1-5» 


worans Formel 150 herrorgeht. 

Formel 151. 

EsUt 

./ 2(1+0 2(1- J») 

Die beiden I nach Formel 59 nnd 60 ergeben sich 


woraus 

Formel 162 


- i<»rc Ij s + (- i s) + J In 

7"^^= iiä ‘J 


bx*) bx 1 , . , . 

■ iiT- =4* 


w. i.t ^ f 4i^0a- _ 1 fb{a + bx 

,r fl + 6z** 45^/ o 4- ix* 45, A a + ba 

Formel 153. (Aus Formel 25 nnd 152.) 

_ . . r o.r 1 r r^T rbx' Sx i i 

'“^JaxTTP ~1^[J X -J I =-Unx-k-lnia + 4x«)] 


= — /ft 


Formel 154. 


3a a + 


Fs ist ‘ •**** 

J aj Vx a + Äx<J a *** aj a-\-b 


hx 
+ Ax* 


- — (ln X — I In (o + ix*)) = i (4 /a x — la (o + ix*)) = ^ la — ^ — 

* 4o 4« o+ i** 
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Formel 165. (Ana Formel 35 and 145.) 

Formel 166. (Ana Formel 21 nnd 96.) 

8x r »X _JL/*?5_£./' 

/ ,(6x* + cx*) ./x»(6 + cx«) 6./ X* kJ 


+ cx>) 


pbt nach Formel 22 und 131 die For- 
mel 166. 

XXVI. Formel 157, A, B, C 


p> ,« = . 


Ea kommt daranf an , den Kenner in erhält man p’ = * ^ ^ * 


ein Prodnct an rerwandeln. 

Setzt man denaelben 

= c . _ X*) = c (x> + p>) (*> + ?•) 

= x‘ + (p> + 9 *)x* + p* 1 * 

If 

alao p’ + ?* = — 


nnd 


2c 

h — 1^6* — 4oc 

o* = ' 

’ 2c 


Setzt man der Karze wegen 
= z ao aei 


a+6x*+cx* 


_ 1 W ^ I ^ \ 

* c (x* + p^ (x* + 9 >) c Vx* + p» X* + ?V 
alao nach No. 33, pag. 298, den Bruch in die Summe zweier Brüche verwandelt 


fl 1 1 

- * 1 

r ' ‘ 1 

Lx* -b 9 * X* -h p*J 

1 p*-9’ v'4rT4acl 

Lir* + 9* x* + p*J 


Alao nach Formel 50 nnd 51 entateht die Formel 157, A 

■ = ^ — r — Are lg— — — Are lg — 1 

’ ^5*-4acL? ? F Pi 

Diea I wird für 4oc > 5* imaginär. 

Um für dieaen Fall ein reellea I zu erhalten hat man auch 
a + 5x* + cx* = e **) ~ ® ^ 

Cm die KJammergrüIae Z eben ao wie Han kommt nnn zum Zweck, wenn 

^talto lie "annächaT^in* S^IHffwnz “““ ‘ ~ 

zweier Quadrate, aetze demnach der Ein- gibt, denn aladann erhält man 
fachheit wegen Z = + 2j’x’-i- x‘- 4A>j* x> 

\/— = g dann hat man = (j’ + x*)> — (2*jx)* 

re ^ =(j> + 2 *jx + x^( 5 *- 2 *Jx-(-x>) 

Z = g* + »’ + ** und 


^ J' a + 6x* -I- ex* [f e (g* 
Men Bruch in d 

' ~ 4 ckg*J'{g* 


8x 


-I- 3Ajx -i- X*) (y>— 2A jx -i- x>) 
• Dieaen Bruch in die Summe zweier Brüche verwandelt 
2kg + x 2kg-x 1 

> + o»-2*ox + x»J ■ 

»X 


+ ikgx + ** 
02 


• 2kgx + x‘ 

*•“ » = 4^* b'^f f^ + ngx + x^ + * '^fg>-gkgx + x> 
__ r ^8x 1 

kjx-fx’ ^ 5* -- 2A.0X + x’J 


( 1 ) 


( 2 ) 


y * X dr 

PT8A,x- 


Die erateo beiden Integrale werden anfgelöat dntch Formel 106. 


(3) 

Denn die Ent- 


I 
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'ickelunff ist unter derBedinc:un(;4<tc> 4’ 

-:.i- _ > j? Nun ist aber 2A*=:1 — 


(geschehen, welche sich auf die umee- «uci tn- — i — - — - 

formten Werthe überträgt. 

"■'"'“.'.>=1/7 p-“" 

beu. Es ist also zu vergleichen 4o’ mit sied, so ist A < I also 4o* > 4A’ 0’. 
4A*j* oder 1 mit A*. ..... 


Integralformeln. 

6 


2j. 


Int. I. = — Are 10 

l/4j>-4A‘j* ■ |4 j»-4AV SM-A» 


Man hat demnach aus Formel 106: 
2Aj _ 


Int. II. = 


I 4 . ^ — !>g 

r .4rc<y 

jH-A« jrFl 


Arcla-^M. 

^jH-a» 


A* 


(*) 

(S) 


Beide I addirt, mit 2 kg miritiplicirt geben 

Int. I. + Int. II. = ( Are tg — t*g- 4. Are lg — ~*g_ \ 

l/l-A‘\ Jll-A» gvl-AV 

Beide Bogen a und /J in n + ,4 zusammengefafst nach der Formel 

>9 (« +,«)=, i entsteht 

1 — tga- lg ß 


a + ß 


_ 2gx y'\ — A’ 


nnd Int. (I. + II.) = 


~^L=Arelg?9nj:-^ 

t'l— Ä* y* — jr* 


(6) 


Aus denselben Gründen wie für die ersten beiden 1, werden die beiden leteten 
1 nach rormel 123 gelost. 

Es ist Int. III. = */„(,» + 2A jx + X») - kg (7) 


• + 2Ajx + X* 

Int. IV. = 1 In (9> - 2k gx + x*) + kg /V- 

J S* — 2hgx-^ a * 


(8)- 


j subtrahirt ergibt der - kg mal der Summe beider Int. 1. 

in der Differenz der beiden letzten Olie- und II.= Unt.(I. + II.). Demnach ist 


» 4cA5>L^"‘5t_2As: 


IX + 


Arelg?if^'^- 
ll-A» 9 


pFI-A'] 

r> - X» J 


(9) 


Bei der anfangs stattgefundenwi Annahme , / b \ 

b und A’=i(i 1 

^=1-2A« n 2(W 

,, Anstatt dieser Gröfse A führt man auch 

hat man für A den Werth | 1/ ? eine trigonometrische Function ein und 

■ r cg^ zwar setzt man A = cos a. 


cg^ zwar setzt man A = cos a. 
oder wenn man für g seinen Werth F/— letzten Formel hat man nun 

/ A 2 A* =: 1 — r = 2 COS *o 

setzt h=b1/2 2l oc 

r Kac 


Mithin 2A’ — 1 = 2 cos •« — 1 = cos 2« =: ■ 
woraus a gefunden ist. 

Und es ist Formel 157 B 


b 

2l'ac 


1 ri„?'+?»±££if. + *’..> , j , Syxsinnl 

8 c,> cos o L s' - 2,il^:j: X» + 2 cot o Are lg J 
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Für Form«] 157 C gilt di« Bedingong 
i> = 4««. 


Intogralformeln. 
h 


Vao hat demnach cx‘ = ^ x* 
4a 


and 

-=/ 


4a Ox 


y'i 


Setzt man x j/ — = Ij 9 ; 

1 /• öx 

• Nun ist (f = Are Ij x 


£ 

2 a 


also 


8if = 6 i4rc lg x l'^— = 
' 2 a 


r, 

6 , ” ^ 2tt 1 + 


1 

2 a 


woraus 


Ox : 


= j/y (1 +‘s’</:)®<f 

and y = 1 B<p = \/\ = \' \ V »T 

alK, y=il/<i [qc + fin ff co$ qo] 

1 1 r 1 

= ,72i4 = F274 + r+^ J 

aX 

r 2a 


\_ 
’ t ' 2 «i 


= — ; Are 

y 2ali 


lg X |/ 


2a 




tg X [/; 


2 a 2 o + Ax* 


«ie Formel 157 C angegeben. so hat man nach Formel 108, 109 nnd 

Diese letzte Formel 6 ndet man auch 110 die verlangten 3 I unmittelbar, 
aus Formel 137, wenn man dort für a Formel 159, A, B, C. 
den Werth 2 a, für 4 = 0 und den Werth 


& für c setzt. Dann ist 


_ 4a r X r 8 x 1 

^ ~ 4a L 2 a + hx* . / 2 a + 4x*J 
Das letzte I. wird durch Formel 96 ge- 
löst bei derselben Bnehstabenändernng 

1 ' 1/4 

ist = - ■ Are <9 X 1/ ~ 

}/2a4 * r 2« 

Formel 158, A, B, C. 

Schreibt man 

-1 f 

a-t-4x‘ + c(xil» 


wickelt 


nnd 


1 r X« xi_-\ 

j'6»7riöc [■'’ + »* •'’ + f’J 

Mithin nach Formel G2 


X* 

folglich Formel 159 A 


X — p Are lg — 
P 


’ \ h* - iae 


Are lg ^~g Are lg j 

Für Formel 159 B hat man wie für Formet 157 B 

1 Lz r **8x r 

*”4c*9’1 ^ J g*-yikgx\ X* J g^—ihgx^x* 

/' x*öx _ r X* Ox 
^ J j* + 2Asfx + x^ J g*-2hgx-\rx* ^ 
Bildet man 2 Summen, addirt nämlich das erste mit dem dritten nnd das 


=>]. 
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hält man die Klammergrörse 
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Integralfarmein. 




3T* -f 2hgx^ 




- fjlz 

J 9' -i 


2hffx^ 


—ibjc 


+ + ,/ g*-2hgx+x’ 

Setit man nun s* + + x»= fl 

j’ — 2hgx + X* = JV 
so ist der Zähler des 1. I = x(fl — 

der Zähler des 2. I = x (jV - g‘‘) 
and die Klammergröfse 


er- und die Klammem aufgelöst und redn- 
cirt 

r g*x 9x r j’x 9x 

. / ~N J ~M~ 

hiernach 

Die Klammergrölse ist also entgegen- 
geseUt übereinstimmend mit den Beiden 
letzten Gliedern in Gleichung 3 der Ent- 
wickelung für Formel 157, B und betrifft 
Gl. 8 - Gl. 7 = - Gl. 9 


17 ^ Ä 


2jx - A> 

Jirctg-^ ?— 

5» - x’ 


Demnach ist Formel 159 B 

8 c*j[ j'-(- 2 j*x-Hx' j’-x> J 

worin k = co$ a ist. 

_ Formel 159, C gilt für A* = 4flc. Die Form von g ändert sich in 
,._j, r _d« /'(2<i -f ix» - 2o) 9x 

y (2o -I- ix>)> b J (2e -i- ix»)» 

=1? f r_ 9* 

A ./ 2a-hix» i y (2 


(2a -I- ix»)» 


Das Ite I wird durch Formel 96, das 
2te I durch Formel 157, C gelöst. 

Formel 160. mithin 

Setzt man a -f- ix» -f- cx* — s 

so ist 2ix -i- 4rx» = ^ j 


9x 


Mithin hat man den Zähler 


X» 9x = 


9l — 2ix 
4c 


UbUlU 

1 /~ x 9x 

. 4cy » 2cJ s 


= ^ I» (o -I- ix’ -1- cx‘) 
Formel 161. 


2c 




Man hat y- 


bx + cx^ 


^ o X a + 4- cx^ 

— JL ^ C ^ ^ C 

« */ -*■ ® , ' <* + -f cx^ a J a 


■]' 


^ 8.r 


a -f- bx* -f cx* 


=-L/«x-i 

a aja + bx^ + cx* o [4c '■ ' 2 c./ o -f- ix* -f cx< 

*)_A 

2 oy a - 


= — /» X — — /n (o -f ix* -t- cx' 

a 4a 


also 


y = ^ln 

4rt a -f- ix 


^ r x 9 

*-fc.r* 2aJ a + hx'‘ 


ix* cx‘ 

9x 

+ ex* 


Irrationale Functionen. Formel 39 No. S7 verfährt. Alsdann ist 
XXVII. bis XXXI. Formel 162 bis 205 
8. Integral, B, No. 34. - - 4 ' > ~ "y 

we?^iaV«+i”®’ '"‘"ickelt, jjan hat demnach 

wenn man a-\- bx = i setzt und wie für 


* = —r-^, 9x = 9i und 9s = i 9x 
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— 8»*a”/^'' ÖjJ 

für t den Werth a + hx, für 8» den Werth b Ox gesetzt, entsteht 

J = + *•')*’ b-Qx — m,aJ{a + bx)l‘ i + j 


Formel 207, dasselbe I, wird wie No. 37, mein 206 und 207 is t als Koispiel K»r- 
Formel 40 aus der allgemeinen Reduc- mel 217 ;/r> )'o + 4x 8x zuerst nach For- 
tioosformel entwickelt. mel 206 integrirt; 

Zur Prüfung des Gebrauchs beider For- 


= L/T“ + h • 8* — 2(1 yt« + 4x)^4-8x+ o*y^o + ix)H-8x] 

= [f(a + 4x)^- |a(«+4x)^-(- Ja*(a-|-4x)^] 

_ 2 ja + 4^ ^ _^2„i^a + hx) -|- 35 «•] 

106 • 6* 

2(a-b4x)j _ 4 j-h54. ,i) 

106 • 4» ' 

Dieselbe nach Formel 207 integrirt; 

/a* yT+Tx 8x = X* 

= ^ *• (« + ^ ayi« -I- 4a)^ 8x + ^/öx/ia-i- hx)^ 8x 

- i ^ a* (a + 4x)U 3^ • |jyt« + ix)* 8x 

Hiefans, die Werthe rechts zusammengefafst ist: 

/x* ]'7+Tx 8x= ^ x> (a -H 4x)* - X (« -I- 4x)* -4 (a -1- 4x)* 

= [354* »• - 284x (a + i*) + 8 (a + 4x)*] 


welches redncirt dieselbe Formel gibt. 

Aue dieser Berechnung ist zu ersehen, 
dafs Formel 206 die bequemere ist und 


weniger Aufmerksamkeit erfordert als 
Formel 207. 

Formel 208 nnd 209 sind nachFormeI206 


/, (, dt 4x)* öa = P [/(» =*=■**)* (* i) 8x - 1 • a yta ± 4x)* (± 4) 8x] 
= [3 (a ± 4x) - 5a] (a ± 4x)^ ' 
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Formel 210 und 211 nach Formel 206 

^ = 4^ l-A“ * *) 9* - «yi« i ’>^y * (* 4) 9-r] 

= (± ix — 2n) (« ± ix)^ 


/ 


Formej 212 und 213 mel 206 noch durch 207 gelöst werden, 

L^-9x kann weder durch For- ]T®'* “ = -1 i»t. ,Man mnls um- 

* formen : Es ist 


r Ox = 9x = a * 4 

^ t/xVa±ix t/»Vo±ix 


Das 2te I ist aus Formel 196 und 197 
zu entnehmen. 

Setzt man nun um das erste I aufzu- 
lösen ya^bx — i 

Dann ist a±ix = i> folglich 

P hx. ^ ^ 1 ^ ii-S i ^2 9t 

^xya^bx i*—a ^ Ji* — a 


±. h 


nnd nach Formel 51 


= 2 . ln = 1 . “J1 

2\a «4~V^ V<^ — 


2> Va 


also « /* = V « ln 

fj xya^bx =*=x 


t =t Ax » 


»* — i 


8x = ±i?ö, 


. ,_±2a+ Axt 21 o l'o ± Ax . . 
ox — I a tn — ^ — ± 2 l^a ± Ax 

X z X ' 


(A) 

(B) 


Formel 214 und 215 sind übereinstim- einer etwas ron der vorstehenden Ent- 
mend mit der eben entwickelten Formel Wickelung abweichenden Form aufeeführt, 
A, wenn man sie mit a dividirt. nämlich ° 

Die Formel 214 wird auch in Folge 




-ri- = — r^n 
xya bx I ^ 


(C) 


Um zu ersehen, dafs beide Formeln, 4 . l- re« 4 . a, _ o i „ , 

diese und No. 214 richtig sind , ist blofs + + Ax - 2 1 a (- a + Ax) - /a x 

erforderlich zu finden , dafs deren Diffe- wenn in beiden die Constaote ]/— fort- 
renz eine konstante ist. r a 

Es ist Formel C zn schreiben gelassen wird. 

I } I- ln X Setzt man nun der leichteren üeber- 

2a + Ax + 2Fa vä^Ax^ wegen, wie bei der Entwickelung, 

hierzu Formel 214 a + Ax = s* so hat man beide Werthe 


fT aT2 TTT» + (TtW* 

fa (i» + a - 2t 1 a) - la x = la (t - Va)* -Inx 
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oder S /» . , + /■ * 

»+K» 

?/»(» — V«) — ln X 
and deren Differenz 
1 


2/a- 


— a /« (» — >'«) + 2 J» X 


+ /»(» + V<0 — ln (» + I'a) xngefügt und 
reducirt gibt 

ln — In (»* — o) + /n X 

» + l « 

Nun ist /n 


s+K« ■ s + t» 

den constanten Factor 2 fortgelassen und hin die Di6erenz beider I 


= • /» (s* — o) + /« X = — /n ix + /* X = /rt — - 


XXXIII. 

Formel 219 Ist die io No. 59 pag. 318 
entwickelte Formel, aus welcher die 3 
Formeln 67, 68, 69 als geschlossene 1 
hergelsitet sind. 

Formel 220 ist ans No. CO, pag. 319, 
nnmittelbar in entnehmen; aus derselben 
sind die Formeln 70 und 71 als geschlos- 
sene I entwickelt. 

Formel 221 A und B, s. die Ent- 


wickelnngen No. S1 und 52, pag. 314 zu 
Formel 51 und 52. 

Formel 222 A und B, s. die Ent- 
wickelungen No. 54 und 55, pag. 315 und 
31G zu den Formeln 54 und 55. 

Formel 223. Setze o + Ax’ = s’ 
so ist 2ix dx = 2s 9s 

also Ox = ^ Os 


folglich . 


/x l/öT A»’ 8* =/*» • ^ Ö*= y/*’ “ 3^ *’ 


Formel 224 wird wie 223 entwickelt. 

Formel 225 ist No. 50 auf zwei rer- 
•cUedene Weisen zu Formel 50 ent- 
wkkelL 

Formel 226 wird auf dieselbe Weise 
behandelt. 

XXXIV. 

Formel 227 ist in No. 58, pag. 318 
mit noch zwei ähnlichen Formeln, näm- 


lich in den Fonneln CO, CI und C2 ent- 
wickelt. 

Formel 228, A und U sind in No. 58 
zu Formel C3 und 64 entwickelt. 

Formel 229, s. No. 58, pag. 318, For- 
mel 65. 

Formel 230 wählt man die Bezeich- 
nung wie für Entwickelung der Formeln 
105 bis 107, also 


. a -l- 4x -p cx’ =e ^s> — = c(s’ - *•) - • . ■ 

5* a 

wo also = 7 

4e c 

s = x-|-^ und also 8s = 9x 
2 c 

„ • * f* *8x _. 2c)®*_ /* s8s ^ 9i 

}/b'+ 4x + cx* J^cs* — cA* J cs’ — cA’ 

also nach Formel 225 und 227 As 

= l/cs* •■-ck» - /n<|^cs> - cA" + s |'c) 

= y l « + 4* + <■*>- I^I'« + ix -p ex^-f (x +^)Fcj 

Form el 231. Es ist 

y * 8x .4 I /B 4 \ 

-r- . op4x-pcx’=c( p — x-px*| 

x|'a+ 4x-pcx’ . \c c / 


Digife^ by Google 


Intpgralfortncln. 36G Intpgralformpln. 

Die Klemmergrörse = 0 gesetzt entstehen die Wurzeln 

2 c y 4c* c 


und 69 ist a + + cx* 

b 1 Ä* — 4ac 


= + 


4 + l'A* — 4«c 


2e 


•«• + 


4 — ('4’ — 4«cl 


2c 


2c 

4 — 1 4* - 4«c 
2c 


durch p 


(2) so ist 


ic + y 


durch y ansgedrückt, (3) 


hieraus jr = ?— 

t’+l 


gibt «+4x + cx* = c(x + |>)(j + y) (4) _ 2 (p - y) s 0» 

Setzt man nun ~ 

t (•>' + P)('^ + ?)- (•^ + 2)* (ü) »Iso nach 4 und 5 


(1) 

( 6 ) 

(7) 


2 (p — y) z 8s 


8* _ f 8x _!/*(»’- 1)’ 

x|'^+4x+cx« ~J ^ V c> + y)l - Vcj p~qx* ~ 

s‘+ 1 ^ 

= _ — / * (p ~ y) 9* 

l 'c,^/ (s* — 1) (x + y) (p - ys*) 

Es ist aber x -f y = ^ ^‘ + y = ^ — ■* 

Diesen Werth ins I gesetzt gibt 

/ I ^ _ i. f = _ _? r 

x|'ö+4^+7x» p-y*’ »ip /i_~» 

Nun ist aber nach Formel 6 s* = tP = PJ" *=-?-_ J ~ ? 

x + yy + xy y (a- + y) 


also s* < ~ und • 
9 


p-»> 

9 


l/— + s 

- = — ’-M — = ? - /« ‘ _L_ ,, p±ii!±^'i 

#/£_,» 2I -P- KP--S 2I/-P- iVL P- 9 ‘* 

y 'y'y 'y ^y 


eine positive Grörsc. Demnach hat man nach Formel 52 


+ 2»J'py 


p+y.f4f+2l-^f + P>(5.tl).,', 


a:+ y 


21/P- 

' 9 


1.L 


1 P9 


p-9 


. *~I'P 

* + 9 


- 7 2py + x(p + y)+2tV+p)(x 4- y) Jpy 

2j/f- 


2I/P 

9 


-/i« 


2a 4- 4x + 2 Fo F 4x -f cx^ 
X V'4’ — 4ac 


2 


Dieser Ausdruck mit — muItipUcirt gibt, wenn man im Nenner des Lo- 


garithmus die Constaute | 4’ — 4ac fortläist : 
p 8x 

X \^a -i 4x -J- ex* 1 o 


1 , 2a + 4x -t- 2 y'a l'a -f- 4x -f cx* 
= In — 
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Formel 332. 


Setie wie für Formel 230: x = t — — so ist 

2c 


f\'a + tx + cx’ 9x 




+ c»’ 9s 


mithio nach Formel 219, s darch x aasgedrückt, entsteht Formel 232. 
Formel 233. Es ist 

— 7 — -- i [(i + 2cx) — 4] l/o + 4x H- cx* 

’ ' 2c 

folglich 

/| = “ + 4x + cx* (4 + 2cx) 9x - 1 o + 4x + cx*) Ox] 

worans Formel 233 unmittelbar herrorgeht. 

Fo rm e I 334. Es ist _ 

^ + Dx = <, 

«' ,/ X I n 4 4x + CX* ,/x|'n 


9x 


4 4x4cx* 


-4/1-^ 

./ I o4*- 

c/- 

f/ Ifl 


ÖJ* 

Aj* + f j* 

9x 


-f A J 

Das erste I löst Formel 231 und ist Formel 245. SeUe e'=s, so ist 
das 3te Glied ron Formel 234; das 3te g. 

1 durch Formel 230 gelüst und mit dem x = fn s, also 9x = — 
iten 1 rereinigt gibt das Ite 4 dem drit- * 

len Gliede Ton Formel 234. 1 _ 1 

Transcendeiite Functionen. ,/ *■*' i* ~ s ~ gX 

Eiponential Functionen. 

XXXV. Die Formeln 235 bis 244 sind n. 

aus dem Vortrag: , Integral* etc. No. 67 8x = — — 
und68pag. 322 unmittelbar zu entnehmen. 


Formel 246. .Setze 


- a so ist 


und = L- 

J InaJ s* a/«o x'/na 

Formel 247. Die Bezeichnung wie vorhin ist 


• «*■ V s a 

-/e 


(/»*)“ 




/t ^9»)dj 


, « /'(l«.)*-'9._ x" , _ /*x 

+v ■“i' — ; 


9s 


Formel 248 aus Formel 247 ; n=I gesetzt. 
Formel 249 desgl. n = 2 gesetzt, nämlich 




4 2 /In i • i * 9s 


//»*..-» 9s = -?^*4/a-» 


0s = - — - — 


daher 

Formel 250. 


^ x».0x _ (fas)» 2 fas 2_ X* 4 2x4 2 
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f = Ä'» -r)’»-’ Ö» = - ^~ + 3 Jllnt)' »-* a» 

a ' < i 

- — — h 6/M t • t ' Ot 


(M >)» 3 (M »)> 6 M 4 


Formel 251. Setie hier a'^ = »; 

/m i 

dann ist rlna = lin also t = 

M a folglich 


Ox=--i- 
i In a 


f x" 8x /yin »X» 4 * - /I V'"*'* . 9 . 

Logacithmisclie Fnnctionen. Aus dieser Formel kann keine Func- 
Die Formeln XXXVI. sind in No. 72, integrirt «erden, deren Nenner In i 
pag. 324 entwickelt. ist, denn i» ist = 1 und die Nenner m -1 

Die Formeln XXXVII. bis XXXX sind 

in No. 71 und 73 pag. 324 entwickelt. . „ '•ormel 261 ist übereinstimmend mit 

XXXXI. Formel 260 ist übereinstini- °F™rnfe’l 262^^’lfa'if srf^f »J n 
mend mit FormelB, No. 75, pag. 325. Mx = rdan^erhäU man^*‘ "** ” 

J '~= 

Folglich in No. 69, Formel 79, für a den Werth e’ gesetzt, gibt 

f<^ = M 4 + 4 M e> 4- ^ ^ («T 

4 


2-2 


= Ms + 24 + '.»+i4*+. 


2 . 3.3 


2 . 3.4 ... in in 


3 . 4 . 


Für 4 seinen Werth Inx gesetzt gibt Formel 262. 

Formel 263. Hier wird Qj 

J Inx J % 

= M 4 + 4 /« «s + 4* (M e*)s + 

= M 4 + 3s + }4« + |s> + + 


2 . 4.5 . 


Fo-rmel 264. Hier ist f 9 . mithin 


XXXXIl. Formel 265 

Es ist /'fll» 

y(Mx)> j »1 

also nach Formel 241 


Z /• z 
= -^-+/-84 

also nach Formel 243 


f 8x e“ »> ji" 

/ 7i — b M 4 4" 4 H 4- .... 4- 

./ (M x) » 4 2.2 ^ 2 . 3 . 4 ...! 


Formel 266 und 267 werden nach Formel 2CS entwickelt. 
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Nach Formel 242 


XXXXIII. Formel 269 bis 276 ge- 
hen unmittelbar aus No. 76 bis 82 mit 
Formel 86 bis 93 hervor. 

XXXXIV, bis LIV. die allgemeinen 
Formeln sind entwickelt No. 84 bis 95 
(«"'*' ln (g"'*'') y 6en Formeln 95 bis 106. 

s ' 1 i LV. Formel 363 wird entwickelt aus 

/ »-i-ni /'('."-♦-‘IV LVII. Formel 373, weenn mann=l und 

= - i -I- (» + 1 ) J L Qj ffl = n setzt. 

- * , , . „ LVI. Formel 368 desgleichen aus 

^8 letzte Integral nach No. 69. For- lVIII. Formel 377 mit derselben Aen- 

derung. 

Trigonometrische Functionen. LVfi. Formel 373. 


Es ist fx" ain”* * 9* =/r"" ' am ”'~^x • 9(/rainx 9x) 

=/**“* ain"’“* 8 (— * coa x -f- ain x) 

= x*~ ' ain ’"~‘x (_ x coa x -f ain x) — /9 (x“~* ain ’x) (— x coa x -f- ain x) 8x 
= — x’ coa X ain "'"*x -f x"~*ain “x 
—Jln - 1) x"“* ain '^“^x coa x (— x coa x -1- ain x) 9x 
—J[n — I) x“~® ain ""“’x (— x coa x + z*" *) 8® 

= - X* coa ar ain *x + x"~* ain ”*x 
+ (ai — \)Jx" ain "*~*x coa *x 9x — (m — 1 ) /x"“' ain ""“'x coa x 9x 
+ (« — 1)/®"*”' »in X coa x Ox — (n — l)/x"~* ain “xSx 
= - x' coa X ain """‘x x"~‘ ain ""x (n — m)/®"~* ain "“'x coa x 9x 

— (n — l)fx''~^ ain’"x 9x + (in — \)fx" ain x 9x — (m — l)/x" »in *"x 8x 
Mithin das letzte I auf die linke Seite gebracht 
n/x" ain **x 9x = — x" coa x ain “"'x -|- x"~' ain “x 

-1- (n — m)/x"~* ain coa x 9x — (n — l)/x"~* x »in ”'x 8x 
•f (« - 1) /x” ain *x Ox 

Nun ut das erste I rechts 

!» - ml/x"— * ain coa x Ox = ^ /x"~* 0 ain ""x 


in "x 


X ” " ain "’x — — /ain "x 9x" * 


n — m -_t 


"x - ^ /x"-» ain "x 9x 


Diesen Werth statt des ersten I eingesetzt und reducirt gibt 

n/i" lin ”'x Ox = — x" coa x • ain """’x + x“~* ain "x + (m — l)/x" ain x 8x 

m 

_ 

m •' 

Mit in dividirt ergibt Formel 373. 

LVIII. Formel 377 wird auf demselben Wege wie Formel 373 entwickelt. 
LIX. Formel 381 A und B. 

/ ■ 8x 

- =/ain ~”x • coa ~"’x Ox =/ain "x coa x • coa ~'"~‘x 8x 

ain X» coa 'x 

= -1- — i--r coa -”-*x ain -”-*-'x -/ain -"+’x 8 (coa-"-*x) 

— n-f- 1 . V / 


^ coa ^ ‘x ain ' 


-n-f 1 


m. 


. CO» 8x 

-n-hl •' 

34 
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also Formel 381 A. 

-1 


« - 1 «i. 


tm X • cot 




1 

»ii»"“** • coi 


Formel 381 B. 
Es 




■ ■■ _: =/tin - "->x . CO» -"x • im x Ox 


nn x*eo$ t 

= ^ f,in -"-’x . 0 (CO. X) 

— m + 1'' 

= -i— .« -"-‘x . CO. -”+'x ^/co. -"+* 0 (.in >x) 

m - 1 m — 1 

- ‘ -.in-"-’x.co.-"+'~-^— 


m — 1 

also Formel 381 B. 

_ 1 

“m- 1 


Iltegralgleichaag ist eine Gleichung, 
die durch die Integrimng einer Difleren- 
sialgleichnng entsteht. 

Die in diesen Artikel gehörende Auf- 
gabe ist allgemein: Eine gegebene Diffe- 
renxialgleichung zu integnren; oder was 
dasselbe ist: ans einer gegebenen Diffe- 
renzialgleichung die derselben zugehörige 
Stammfnnction zu finden. 

Ans der Gleichung 
y’ = 2ox + a-* 

geht die Differenzialgleichung hervor 
y = (n -I- x) »x 

Diese Gleichung wiederum integrirt 
ly> = ox -I- Ix* 
oder y* = 2ox -|- x* 

So einfach wie diese Gleichung ist jede 
andere Differenzialgleichung zu integnren, 
in welcher jede einzelne der beiden Func- 
tionen blofs mit ihrer Urveränderlichen 
und mit Constanten verbunden ist; vor- 
ausgesetzt, dafs jede Function selbst in- 
tegrabel ist. Man sagt von solcher Glei- 
chung: die veränderlichen Gröfsen 
in derselben seien gesondert. 

(f x • fx • 8x -(- Fy • öy = 0 
ist eine Differenzialgleichung mit geson- 
derten Veränderlichen. 

j(*.y) Jf + F(x)y = 0 
ist eine Differenzialgleichung mit nnge- 
sonderten Veränderlichen, nnd es ist be- 
hufs der Auffindung der ihr zugehörigen 
Intemigleichung die erste Aufgabe, dals 
die Veränderlichen gesondert werden. 

Differenzialgleichungen , in welchen die 
höchsten Potenzen beider Veränderlichen 
gleiche Exponenten haben heifsen gleich- 
artig, sonst ungleichartig. 

Eine Diffeienzialgleichnng ist vom 


-I- feot »in “ * 9x 
Ol — 1 

1 n -f 1 f 8x 

• co."-'x »-ly CO."“* 


ersten Grade, wenn 8x und 9y nur 
im ersten Grade verkommen; sie ist vom 
Ilten Grade, wenn (8x)" und (Sy)“ 
darin enthalten sind 

Eine Differenzialgleichung ist von der 
ersten Ordnung wenn nur erste Dif- 
ferenziale Vorkommen, von der oten 
8“v 

Ordnung wenn — - darin vorkommt. 

“ »X* 

oxy 8y -1- 4x Öx -1- cx 9y = 0 
ist eine Differenzialgleichung von der 
ersten Ordnung und dem ersten Grade, 
y’ (9y)’ -f 2xy 9y • 9x -f- (x* - y*) (S*)’ = ® 

8 V 

ist in Bezug auf ^ eine Gleichung vom 

zweiten Grade und von der ersten Ord- 
nung 

8’y -f (ox* + iy*) 8x* 

8*0 

ist wegen g-, eine Gleichung der zweiten 

Ordnung nnd vom ersten Grade, di dz. 
höchste Differenzial vom ersten Grade ist- 
2. Eine gleichartige Differenzialriei- 
chnng mit ungesonderten Veränderlichen 
läfst für die Sonderung derselben ein ein- 
faches Verfahren zu. 

Sind (p (x,y) nnd f (x,y) von der Fom. 
dafs jede in 2 Factoren zu zerlegen ist, 
von welchen der eine Factor eine Func- 
tion von X, der andere eine Function von 
«ist, so geschieht deren Sonderung durch 
Division. 

Als (f (x,y) 9x = /■ (x,y) 8y (•) 

und (f (x.y) = A' x F; f (x,y) = A” x F’ 
wo X, X' Functionen von x, F, F’ Func- 
tionen von y sind; dann hat man au. 
ixF8x = A'xF'x8y 
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X V 


( 2 ) 


womit die Sonderung geschehen ist. 

3. Es seien in der obigen Gleichung 
Q (x,f) ; F{x,y) keine solche Producte, so 
setze g = ux 

nnd ^ = Fu 

Dann ist Dy = u • d- x • Ou 
and ans 01. 1 zugleich 

f (*.y) 

Mithin ans ii 9x + x 8« = F« • 8x 

(Fis — is) 8 x = X Du 

, Dx 8u 

nnd — = 

X Fu — u 

Diese Gleichung integrirt gibt die In- 
tegralgleichung 


1. Beispiel. Gegeben die Differen- 
zialgleichung: 

(ox -t- iy) 8x = (dx + Äy) 8y 
für y = ux 

— -l-iy 

. ox+iy_u * a + 4u 

“~dx-l-Äy dy d-l-Fu 


Fu-u = 
8x 


n-Ki-.d)u-flu» 
A + Bu 
(Ä + Bu) Du 


und 




a-Ki-d)u -fiu» 
(d -b Fu) Du 


a -|- (i — d) u — Bu* 
Unltiplicirt man das I nnd dessen Nen- 
ner mit I so ist das Differenzial des Nen- 
ners = 1 Du - d d 8u — Fu 8u 
Um den Zähler zum Theil in dieser 
Form zu erhalten, schreibt man denselben 


— [1 6 Du — 1 d Du — Fu Du] -1- Du -f ^ d Du 
Han hat demnach 

, k-8[a- Kt-d)]u- Fu» , 8u 

* * 0+(4-d)u-Fu> 


fol^eh 


= l»x = -ilm V [a (4 - d) u - Fu*] j (4 -1- d) 


8u 


d)u - Fu* 


Das letzte I ist ans Integralformel 108 
za entwickeln. 

2. Beispiel. Gegeben die Differen- 
zialgleichnng 

4y 8x-l- cDy = 0 

nierans hat man — = — Ox 

" 4 

ilso integrirt /n y = 4: 

h 

— — X 

and y = e ^ -f Constante (C) 

Für diese Form won y ist die Cion- 
itante als Summand unmöglich; denn 
am in diesem allgemeinen Fall die Con- 
itante zu bestimmen hat man für die 
gegebene Gleichung 

\ -A, 

b \c ^ “I“ 0/ CB ^ — 0 

'= — + ' ,alsokeine 

Constante. 

Die Constante ist hier dem Exponent 
anzufngen nnd man hat 

--^x-t-c -~x 


woraus C = 


oder wenn man C für schreibt 

s 

X f* 

y = Ce ‘ = 4- 


Diesen Werth ron y in die Differen- 
zialgleichung gesetzt ergibt C = — 

0 

3. Beispiel. Gegeben die Differen- 
zialgleichung 

o 4y Ox -|- c Oy = 0 
Um die Constante fortznschaffen setze 
y = s + p, so hat man 

o -f 4s Dx + 4p + c 8s = 0 

a 

T 


Setzt man nun a-|-4p = 0, alsop = ■ 
so hat man die Gleichung 

4s Dx H- e 8s = 0 

8s 4 

woraus — = 8x 

s c 

und integrirt 

/iis = — ^x-l-C=^— -^x-pcjlBi 


und s = — e 


-■^x+C 


= -Ce 

24» 


Digitized by Google 



lotegralgleicbnng. 


372 


Irdische RefrtM^on. 


also nach Beispiel 3 : 

6 

c 

* ~ i * 

Mithin ToUständig 

4. Gegeben die Diiferenzialgleichnng 
(jc* + iy 8r + c 8y = 0 
Setze y = ufx (1) 

so ist 8y = mfx + • 8u 

nnd die Gleichung 'wird ohne y su ent- 
halten 

ifx + i« -h c« + cfx • 8o = 0 (9) 

£s soll nun fx in der Weise bestimmt 
sein, dafs 

eufx-\- (fx = 0 (3) 

Dann ist, diese Werthe in die Glei- 
chung gesetzt und mit fx dividirt 
6« -t- c 8i» = 0 

8« i j, 

worans — = 8x 

« c 

und J'^ ~ ~ * 

und ti = e '' 

Nun ist 


S 

X 


also 


r X = — •* — = qxt 

eu r ^ 

fx = -^ j'qx-t’' 8x 


mithin y = w/x = 


- 1 


•/f/xs*" 8.r 


Die Constante fällt hier fort. 

6. Beispiel. Gegeben die Differen- 
lialgleicbnng 

- ** -t- y + 9 y = 0 

Hier ist im Vergleich mit der Glei- 
chung Mo. 4 

-x>=(jrx; i=l; c = l; 

« = e~* 

r» = “ = y«-" 

daher y=—t~^ß,~x*)€^bx = e~^fx* e^8x 
= (x*-2x-(- 9)=x*-2x -f 2 

Geber die Integration der DilTerenzial- 
gleichungen lassen sich keine allgemein 
anznwendende Regeln geben. 

IntcndUt ist in der Aerodynamik 


gleichbedeutend mit (mechanischem) Mo- 
ment in der Geomechanik und Hydro- 
mechanik. 1 ist das Product aus der 
Masse mit der Geschwindigkeit bei der 
Bewegung Inftförmiger Körper. 

IsterpolircB, S. , Einschalten*. 

Inverse, s. r. w. .indirect*. 

Involnte wurde früher auch für Evol- 
vente gesagt. 

Involution früher gebrauchter Ausdruck 
für Potenzimng. 

Irdische Refraction, terrestrische 
R.; irdische, terrestrische Strah- 
lenbrechung hat denselben Grund wie 
die schon hier abgohandelte astronomiMhe 
R, nämlich in der Brechung des Licht- 
strahls, wenn er aus einer dünneren Luft- 
schicht in eine dichtere tritt, wodurch 
der Lichtpunkt höher zu stehen scheint 
als er in Wirklichkeit steht, indem der 
Lichtstrahl auf seinem Wege von einem 
hoch über der Erdoberfläche belegenen 
Punkt zu dem in dichterer Luft befind- 
lichen Auge fortdauernd nach dem Loth 
des Auges gebrochen wird und statt in 
einer geraden Linie in einer nach der 
Erde hin concaven krummen Linie sich 
fort bewegt. 

Der Lichtstrahl, welcher von einem 
Gestirn herrührt, durchbricht säm ört- 
liche Erdluftschichten; ein zu dem Erd- 
körper gehörender hoher Punkt liegt in- 
nerhalb des Luftkreises, der von ihm 
ausgehende Lichtstrahl hat also viel we- 
niger Luftschichten zu durchbrechen, nnd 
deshalb ist die irdische Strahlenbrechung 
geringer als die astronomische. Dennoch 
aber macht sie Höhenmessungen unrichtig 

Soll z. B. um die Höhe BD zu finden 
der jC. DAB gemessen werden , so ^eht 
der Lichtstrahl von D nach A in einer 
krummen Linie DA ins Auge, auch das 
letzte Element des Weges ist noch ein 
Bogen und das Auge erblickt den wirk- 
lichen Punkt D in der Richtung AE, 
nämlich längs der Tangente des letsten 
Curvenelements. Es wird der Z.EAB 

g emessen und die Brechung ergibt die 
[öhe um die Länge DE zu hoch. 

Die Gröfsen der astronomischen R in 
Winkeln wie /_EAD ausgedrückt, sind 
Versuchen zufolp nach La Place Bd. 1., 
pag. 156 angegeben. Ueber die irdische 
K sind die Angaben abweichend. 

Allgemein wird angenommen, dals die 
von dem Lichtstrahl beschriebene Curve 
ein Kreisbogen ist. Ist nun AF ein Bo- 
gen der Erdoberfläche, C der Erdmittel- 
punkt, so wird der Halbmesser des Bo- 
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Fig. 723. 



geas AO im VerbältniCs zum Grdbalb- 
messei AC angegeben. Siud AH, DJ 
RiebtnuKen der ^dion von AD, G ihr 
Durebsebuittapunkt, ao sind Beobachtun- 
gen und Versuchen zufolge 
nach Bongner AG = 9AC 

nach Thobias Mayer AG = iAC 
nach Lambert AG = TAC 


Diese letzte Bestimmnng wird nun, 
und besonders ron den preuTsiseben Feld- 
messern als Norm genommen, nämlich 
dafs der Refractionswinkel (der Centri- 
winkei des Lichtstrahlbogens AGD) } des 
Erdeentriwinkels {ACF) betrage. 

Hierbei ist zu bemerken, dafs bei grö- 
fseren Distanzen AF (bei kleineren ist die 
Bebaction aufser Acht zu lassen) der Bo- 
gen AD = dem Bogen AF angenommen 
wird, and es kann dies auch, ohne dals 
man einen bemerkbaren Fehler begeht 
geschehen. Denn in dem Art. .Hori- 
zont* ist nachgewiesen worden, dafs bei 
einer Länge AF= 16000 Fufs der Bogen 
AF mit der Tangente AB einerlei Länge 
hat. Hierbei ist ^ ACF= 8° 60', mithin 
^ AGD = Secunden. Nun ist AE 
Tangente, mithin nach geometrischen 
Lehren ^DAE = \/CAGD-=m Seenn- 
den. Bei einer Strecke AF Ton 8000 
Fnfs würde Z DAE nur 6i>i Secunden 
betragen. 

AB ist Tangente, daher z BAF= iACF, 
mithin Z DAE = j BAF. Es ist dieses 
Verhältuifs beider Winkel das besonders 
bei den preufsischen Feldmessern be- 
kannte nod gebräuchliche Ein Sieben- 
tel Dod heifst: Der dem gemessenen 


Höhenwinkel noch zusufügende 
Refractionswinkel beträgt ein Sie- 
bentel des Abweichnngswinkels 
zwischen der wahren und schein- 
baren Horizontalen. 

IrratlOI&l heifst eine Zahl, wenn sie 
weder Ton der Zahl Eins noch von einem 
ganzen Tbeil der Zahl Eins ein ganzes 
Vielfaches ist. Z. B. 1'3; loa nal 2; n. 
Eine Zahl, die irrational äst, heilst Irra- 
tionalzahl. Irrational sagt man Ton 
einem Verbältnifs, wenn es sich nicht 
durch ganze Zahlen ausdrücken läfst: 
ist ein rationales Verbältnifs 
weil es gleich ist 18 : 35, also in ganzen 
Zahlen ausgedrückt werden kann. 1 : ) 2; 
)'2 :) 3 sind irrationale Verhältnisse. 

V 2 ; K'8 ist ein rationales Verbältnifs, 
denn p8 = 2p'2 daher l 2 : t'8 = 1 : 2. Ir- 
rationalzahlen können also in 
einem rationalen Verbältnifs ste- 
hen. 

Irrationalzahlen können auch ohne ein 
rationales Verhältniis zu haben, commen- 

* * * * * 

snrabel sein als F4 : p 8 — F4 : F2 x lA 
= 1 : V2; die gemeinschaftliche Einheit 
beider ist V4. 

2. Es kann von Nutzen sein, ans einer 
Gleichung irrationale Aggregate von Orö- 
fsen fortzasebaffen. Fermat hat für sein 
Verfahren folgendes Beispiel gegeben 
(Klügel math. Wörterbuch II., pag. 953). 

V'(o’i-l-i’H-F(*e + e») = 4 

Setze V(ic -|- c*) = <f 
so ist V (a* i + 4*) = 4 - <f 

0>4-f-4* = 4*-34>d-t-34d*-.«l» ‘ 
oder o’4 = — 34‘d -p 34d* — d* 

Um das neu eingeführte d auf die erst« 
Potenz zn bringen mnitiplicire die Glei- 
chung links mit JP, rechts mit 4e -p c* 
so erhält man redneirt und durch d di- 
vidirt 

36*c-p34»c»= (34»c+ 34c>- o>4)if- (4c-Pc*)d* 

Mulliplicire wieder links mit dP, rechts 
mit 4c 4 - c* so erhält man 

4(34e + 3c*-o*)(4-Pc) 

“ ~3‘4* + 44*c -P 4c* -P c* 

Diesen Werth in die aus der gegebe- 
nen Gleichung abgeleitete Gleichung 
0*4 -p 4’ = (4 — d)’ gesetzt, gibt eine der 
gegebenen Gleichung identische Gleichung, 
in welcher irrationale Grülsen nicht Inehr 
Vorkommen. 

Die Rechnung ist weitiiuüg und ge- 
währt wegen der complicirten Endglei- 
chnng, welche man erhält, keinen Nutseo. 


s- - - 
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Bei einfaeheTen Gleichnngen geachiebt 
die Fortachaffang der irrationalen Gröfsen 
nach der Regel der Bucbstabenrechnunir. 
Z. B. Vafv'i + yc = 0 
worans quadnrt 


o + t + c + 2 V'aA + 2}'ac + i\‘bc = 0 
wiederum quadrirt, nachdem die 3 Wnr- 
lelwölaen nach recht* gebracht worden 
und reducirt 


a* + i* + e> = 2 (ai 4- oc + ic) + 4 (l'a* 4c + 1 o4*c + V'a4c* 


= 2 (o4 + «c + 4c) 4 

worana , weil das letite Glied als = 0 
fortßUt. 

o’ 4" 4* 4" c’ = 2 (a4 4- ac 4- 4c) 

_ Üratloml bei Enklid (Buch X) heifat 
eine Linie, welche einer rationalen Linie 
incommensnrabel ist (s. die Art.: „com- 
mensurabel, incommensurabel“). 
Nach Erklärung ü ist jede beliebige an- 
genommene Linie, mit welcher andere 
Terelichen werden sollen, rational. Jode 
andere Linie, welche mit dieser com- 
mensnrabel ist, ist ebenfalls rational, 
und die welche mit ihr incommensnrabel 
ist, ist irrational. Nach Erklärung 8 
heifst auch das Quadrat der angenom- 
menen Linie rational und nach Erklä- 
rung 6 soll auch diejenige Linie, welche 
der angenommenen Linie blofs in Po- 
tena commensurabel ist, rational heifsen. 

Ist demnach in Zahlen die angenom- 
mene Linie = 1 , so sind auch die Linien 
3 nnd p3 rational, erstere weil sie der 
angenommenen Linie 1 in Länge und 
letztere, weil sie in Potenz, d. h. im Qua- 
drat (3) dem Quadrat 1 der Linie 1 coni- 
mensurabel ist. Die Bezeichnungen für 
diese Linien s. im Art. „incommen- 
snrabel“. 

Das zehnte Bach des Enklid ist das 
Capitel der Arithmetik: Von den Irra- 
tio n a 1 z a h 1 e n , die aber dort geometrisch, 
nämlich als gerade Linien, Quadrate und 
Recta^el bildlich dargestellt sind. Die 
alten Mathematiker hatten so gut wie wir 
heut eine richtige Vorstellung von den 
Zahlengröben , allein nur sehr dürftige 
arithmetische Hülfsmittel; Es fehlten ihnen 
unsere Zahlen, unser Zahlensystem, unsre 
Beebnenkunst nnd die Buchstabenrech- 
nung. Daher ist denn auch alles, was 
im Alterthnm in Arithmetik geschehen 
ist, nichts anders als eine synthetisch 
behandelte analytische Geometrie. Die 
Leichtigkeit, mit welcher jetzt arithme- 
tische Lehren anfgefafst werden, und wozu 
schon die Elementarschulen rorbereiten, 
macht zum Stndinm des lOten euklidi- 
schen Buches unlustig. Dagegen hat 
dies Buch nicht nur den historischen 
■Werth, dafs man erfährt, welche Schwie- 
rigkeiten die Alten bei den ihnen zu Ge- 


4(V«4-P4 4-V'c) |'a4c 

bete gestandenen nur geringen arithme- 
tischen Hülfsmitteln rorfanden ; es ist 
auch interessant und belehrend, mit Auf- 
merksamkeit die geistreichen Oedanken- 
und Schlnfsfolgen kennen zu lernen, mit 
welchen sie jene Schwierigkeiten über- 
wunden haben. 

Folgende Erläuteningeu, oder vielmehr 
algebraische llebcrsetziing der euklidi- 
schen Constructionen haben den Zweck, 
das Studium des zehnten Buchs im 
Euklid zu erloichteni. 

Rationallinien, die einander in 
Länge, also auch in Potenz (im Quadrat) 
commensurabel sind, werden hier bezeich- 
net mit den grofsen Buchstaben A, B, C 
...X, Y, Z. 

Ganze positive Zahlen mit den kleinen 
Buchstaben m, n, p, g .... 

Der Rationallinie A ist die Linie A|m 
in Länge incommensnrabel, in Potenz 
commensurabel. Die Linien A | n und 
B\ n sind in Länge commensurabel, sie 
verhalten sich wie A : B. Die Linien 
Ay§i und By'm sind in Länge incom- 
mensurabel iu Potenz commensurabel. 

Die Linie By'm ist der Linie A in Länge 
und Potenz incommensurabel. Ay'n nnd 

£t'n* sind in Länge incommensnrabel, 
in Potenz commensurabel. 

Die Sätze 1 bis 20 bedürfen keiner 
Erläuterung. 

1. Die Linien A und fifm enthal- 
ten ein irrationales Rectangel 
ABy m, und die Linie L, welche solches 
Rectangel potenzirt (d. h. L’ - AB]m) 
ist ebenfalls irrational. L hat demnach 
die Form Ay m (Satz 21). 

2. Eine Irrationallinie (i), welche ein 
aus zweien blofs in Potenz commensu- 
rabelen Linien (/t)'m, By n) zusammen- 
gesetztes Rechteck {ABy'mn) potenzirt, 

heifsteineMediale. Es ist £=)'.4fi-) mit, 
und folglich hat die Mediale L die Form 

A y'm (Satz 22). 

_3. Jedes unter medialen und in 
Länge commensnrablen Linien 



IrrmdoDki. 


375 


Irrationid. 


(^|M, lrv«i) eothalten« Rectaagel 
ist medial (Satz 26). a — AB\>m 
4. Jedes unter medialen blofa in 
Potenz commensurablen Linien 
enthaltene Rectangel ist entwe- 
der rational oder medial (Satz 26). 

fi = ylpn»** y.B-^ ^ = nAB (rational) 

R = AVm} X fiV'a* = AB /mti (irrational) 


6. Ein Mediales (Rectangel) über- 
trifft ein Mediales nicht um ein 
Rationales (Satz 27). 

Denn Ä (i4)/a* - B ) it) bleibt medial. 

6. Zwei mediale blofs in Potenz 
commensurableLinieni die einRa- 
tionales enthalten zu finden (Satz 
28). 

Die Construction arithmetisch ausge- 
drückt ergiebt die Proportion 


-4v'm» : Bpw> = VABy. piwH : -VAB^y/mn 


Das dritte Glied ist die mittlere Pro- 
portionale der beiden gegebenen ersten 
Glieder, das 4te Glied die 4te Propor- 
tionale der 3 ersten; die beiden letzten 
Glieder sind die serlangten Linien. Deren 

V«* 

Form ist L = Aymn', L' — By — L und 

L' sind nur in Potenz commensurabel 
und das zwischen ihnen Enthaltene ist 
= nAB, also rational 

7. Zwei mediale blofs in Potenz 
eommensn rable Linien, die ein 
Mediales enthalten, zu finden (Satz 
29) 

Die arithmetische Darstellung beider 
terlangten Linien der Construction zu- 
folge nabe wie ad 6. Die Form ist 


L = Aymn; V = Bpi«»* 
das Rectangel L • V ist = »AB y'm 

8. Zwei rationale blofs in Potenz 
comme nsurabele Linien zu fin- 
den, von denen die gröfsere um 
das Quadrat einer ihr in_ Länge 
CO m me ns u r abele n Linie über die 
kleinere potenzirt (Satz 30). 

Es sei die eine der gesuchten Ratio- 
nalen lipm . ,, . 

Sind p*, ?• Quadratzahlen, p’ - e’ keine 
Quadratzahl, so ist die 2te gesuchte Ra- 
tionale = A 

ist L = A -, L'=A ]/^i— ■ 
nur in Potenz commensurabel und 




Die gröfser e (yt) p otenzirt aI*o über die 
kleinere A fl um das Quadrat der 

Linie ^ A , welche mit der ersteren A 

io Länge commensurabel ist. 

9. Zwei rationale blofs in Potenz 
com mens urabele Linien zu fin- 
den, Ton denen die gröfsere um 
diL8 Quadrat eioar ihr in Lange 


incommensurablen Linie über dis 
kleinere potenzirt (Satz 31). 

Ist Aym eine der gesuchten Linien, 
sind p*, 9* Quadratzahlen, p*-b9* keine 
Quadratzahl , so ist die zweite gesuchte 

Linie A V -J~i V'i». Deren Form L = A ; 

r p*-i-r 

L'= Ay — s. Beide sind nur in Po- 

r p’ + 2* ^ , . 

teoz commensurabel und 


>i> - 


p> + «’ 




L = ^ und die Unie A - 1/ sind 

wie Terlangt in Länge incommensnrabel. 

10. Zwei mediale, blofs in Po- 
tenz commenaniabele Linien zu 


finden, die ein Bationales_ ent- 
halten und Ton denen die gröfsere 
um das Quadrat einer ihr in Längs 
c om me na urab eie n Linie über die 
kleinere potenzirt (Satz 32). 
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Man nimmt nach No, 8 (Sati 30) die 
beiden Linien A und A l/ i! 

die erste der gesuchten Linien die mitt- 
lere Proportionale ron diesen beiden 




Die iweite gesuchte ist 

die dritte Proportionale zsrischen der eben 
gefundenen ersten Linie und der rireiten 
angenommenen Linie = 


.^Iso die Form der gesuchten Linien 

Beide sind in Potenz commensurabel, nämlich 

„ . . B p' F p’ P» 

rteide enthalten ein Rationales, nämlich 


L.V = A^.tLzX 


und es ist 


A'- 






Die erste Linie L potenzirt also über 
die zweite V um das Quadrat der Linie 

? i 0 ^ 

^ welche mit L in Länge 

commensurabel ist und sich zu ihr ver- 
hält wie — : I. 

P 

11. Zwei Linien wie ad 10 zu fin- 


den, von denen die grölsere um 
das Quadrat einer ihr in Länge 
incommensnrabelen Linie über 
die kleinere potenzirt (Anmerk, zu 
Satz 32). 


Man nimmt nach No. 9 (Satz 31) die 

beiden Linien Ay’m und AymV . 

r P + 9 


Dann ist £ = .1 i“ der Form £ = ^ ,‘m 


in der 

£*:£,> = l:m 
£ X /,' = mA^ 

-t* -£,* = (4 ,/»)«. (Fi^)> 

Die Potenzirung geschieht also um eine 
der Xf in Länge incommensurabele Linie. 

18. Zwei mediale blofs in Potenz 
commensurabeleLinien zu finden, 
die einMediales enthaltenundvon 
denen die gröfsere um das Qua- 
einer ihr in Länge commen> 
surabelen Linie über die kleinere 
potenzirt (Satz 33). 

Nimm 2 Linien nach No. 8 (Satz 30) 

l = A und V = eine dritte f’ 


Form L, = Aym* 

= Bym. Dann ist die eine der verlang- 
ten Linien £ die mittlere Proportionale 

zwischen 1 nnd l", also L = yAB'ym. 
Das Product von £ mit der zweiten ge- 
suchten Linie £’ also £ x £' ist = dem 

Product von l" mit !' = B-\ 

mithin hat man ^ 
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Die F orm 
demnach 


L = A K'h nnd L 


der gesnchten Linien ist 


L' sind 


Beide Linien L nnd 
deren, Potenzen 

p» p- 

Linien in Potenz oouimeusurabel. 


ym 

medial, 


• 9‘ 

r^.also die 




( m enthält ein Me- 


LyV 
diales nnd 

.t‘| "I - A' V'm = A^ ( m • 

pz pZ 

mithin ist die Linie, um deren Quadrat 

die L ober die V potensirt, ~A pm 

mit L in Länge commensurabel. 

13. Die Linien ad 12, von denen 
die gröisere um das Quadrat einer 
ihr in Länge incommensurabelen 
über die kleinere potenzirt zu fin- 
den (Anmerk, zu Satz 33). 

Han-rerfährt so wie No. 11 in Bezie- 
hnng auf No. 10 und erhält 

L=A I « 

L’-. 






ym 


ist commensurabel. 


LxL' 


p» + ,» 

= y4>l/-,-* -.l-in ist medial. 


A>ym-A>-y^,ym 

P’ + 

Die Linie des letzten Quadrats ist mit 
L nicht in Länge commensurabel. 

14. Zwei in Potenz incommen- 
snrable Linien zu finden, die ein 
Mediales enthalten nnd deren 
Quadrate zusammen ein Rationa- 
les ausmachen (Satz 34). 

Nimm der Construction zufolge 2 Li- 
nien nach No. 9 (Satz 31). 

II* 

I- 


t=Ai 1. = ^]/^ 


r 




Bedeutet .Y eine Hülfslinie (in Euklids 
Figur = BE) 

so ist (.1 - Y) A-z = (j O’ = i .1’ 

P "T V 

hieraus = i-'* (' " j/p» 

Nun hat man für die verlangten Linien 

Die Form beider Linien ist 


L = A \ I + 1 1« 

L, = .d I 1 — ]''m 

Beide Linien L und L' sind in Potenz 
incommensurabel , nämlich 

t’ : £.'*= 1 -1- 1 m : l — t in 
Beide Linien enthalten ein Mediales: 

Zi X f. , = A’ 1 1 — in 

Die Summe ihrer Quadrate ist ratio- 
nal, nämlich 

15. Zwei i n Po te nz incommensu - 
rahele Linien zu finden, die ein 
Rationales enthalten und deren 
Quadrate zusammen ein Mediales 
ausmachen (Satz 35). 

Nimm der Construction zufolge 2 Li- 
nien nach No. 11 (Antnerk. Satz 32). . 

l = A \'m ; l, = A \ m* 

Nun ist wie No. 14: 

(A j'm - Y) Y = (Jl,)* = 1 A* V'm* 

woraus Y = JA pm (l — 1 — m) 
i’-f = A> l «. 

L,’ = IX = JA’ l'iM (l — p 1 — m) 

i.z =}•■•’ r» (i -fl 1 — I») 
mithin die beiden verlangten Linien 


L = A ( m V p (l -f V 1 — "*) oder A \ mV l y y \ — m 

1., := .4 I m no- l'l — m) oder A |'m Kl — y^l — m 

Beide Linien sind in Potenz incom- deren Quadrate zusammen sind ein Me- 
mensnrabel; sie enthalten ein Rationales, diales, nämlich 
nämlich L’ 2A’ ( m. 

' A •ih,a=.4'vmv'm = zl’«i 16. Zwei in Potenz incommen 
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surabele Linien xu finden, deren 
Quadrate zusammen ein Mediales 
ausmachen und welche ein Media- 
les, das jenem incommensurabel 
ist, enthalten (Satz 36). 

Nimm zufolge der Construction 2 Li- 
nien nach No. 13 (Anmerk, zu Satz 33). 

1 = A > 'm 


hat daher 

(Ap»- A)jr=iyl» 






woraus 
Eben so ist 

L'^ = lx = iA*]/m 




Nun wird wie No. 13 verfahren; man und die beiden verlangten Linien 

£ = oder A v'm |/l + |/^, 

L, = .4 1 » j/l (l - -j/ oder A ,‘m j/l - |/ 


Beide Linien sind in Potenz incom- 
mensurabel; die Summe ihrer Quadrate 
ist medial, nämlich = .1’ ) m, und sie 




l/— 

r p’ + - 


enthalten ein Mediales — Vn« 

2 r P‘ + « 
welches jener Quadratsumme A^ pm in- 
commeusurabel ist. 

Von den durch das Zusanimen- 

setzen entstehenden sechs Ir- 
rationallinien. 

17. Werden zwei blofs in Potenz com- 
mensurabcle Kationallinien zusammen- 
gesetzt, so ist die ganze irrational und 
heifst Binomiale (Satz 37). 

Die Binomiale hat also die Form 
A\/m-^ B\'n auch A + B \'h 

18. Werden 2 blofs in Potenz commeu- 
surabele Mediallinien, die ein Rationales 
enthalten, zusammengesetzt, so ist die 
ganze irrational und heifst die erste 
Bimediale (Satz 38). 

Nach No. 6 (Satz 28) hat die erste Bi- 

. V»* 

mediale die Form L = Aymn+By — 

1 m 

beide verhalten sich in Potenz 

= A y mn : B — l'nm 
m 

19. Werden zwei blofs in Potenz com- 
mensurabele Mediallinien, die ein Media- 
les enthalten , zusammengesetzt , so ist 
die Ganze irrational und heifst die zweite 
Bimediale (Satz 39). 


Nach No. 7 (Satz 29) hat die zweite 
Bimediale die Form A y'mn -f B i'mn*. 

20. Werden zwei in Potenz incommen- 
surabele Linien, die ein Mediales ent- 
haltes und deren Quadrate zusammen 
ein Rationales ausmacheu, zusammenge- 
setzt, so ist die ganze irrational und heust 
die gröfsere Irrationale (Satz 10). 

Nach No. 14 (Satz 34) ist die Form der 
gröfseren Irrationale 

A l'l -t- I 'm -I- A - t'm 

(Hier müssen die Rationallinien A io 
beiden Gliedern einander gleich sein.) 

21. Werden zwei io Potenz incommen- 
surabele Linien, die ein Rationales ent- 
halten und deren Quadrate zusammen 
eiu Mediales ausmachen, zusammenge- 
setzt, so ist die ganze irrational und 
heifst die ein Rationales und Me- 
diales Potenzirende (Satz 41). 

Nach No. 13 (Satz 33) ist die Form der 
Linie 

A ym Kl-fl 1-« -I- ß v'm v^l - fl - * 

22. Werden zwei in Potenz incommen- 
surabele Linien, deren Quadrate zusam- 
men ein Mediales ansmachen und die ein 
Mediales, das jenem incommensurabel ist, 
enthalten, zusammengesetzt, so ist die 

t anze irrational und heifst die zwei Me- 
iale Potenzirende (Satz 42). 

Nach No. 16 (Satz 36) ist die Form der 
Linie 


+ 1/?+7 + "'"f -V'?+T' 

23, Die Sätze 43 bis 48 im Euklid enthalten die Beweise, dafs jode der von 
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No. 17 big No. 22 aufj^führteD Irrational- 
linien nnrin einem Punkt in ihre Na- 
me D sich zerlegen lasse. Aus den eukli- 
dischen Constructionen ^eht hervor, daCs 
beide Theile jedesmal mit den einzelnen 
algebraischen Summanden der vorstehen- 
den Formeln nbereinstimmen. 

Von den sechs Ordnungen der 
Binomialen. 

24. Eine Binomiale, deren gröberer 
Name um das Quadrat einer ihm in 
Länge commensurabelen Linie über den 
kleineren potenzirt, heibt 

Die erste Binomiale, vrenn der 
gröbere Name einer angenommenen Ka- 
tionalUnie io Länge commensurabel ist. 

Die zweite Binomiale, wenn der 
kleinere Name, 

Die dritte Binomiale, wenn keiner 
der beiden Namen solcher Rationallinie 
io Länge commensurabel ist. 

Eine Binomiale hingegen, deren grö- 
berer Name um das Quadrat einer ihm 
in Läo^e incommensurabelen Linie über 
den kleineren potenzirt, heibt 

Die vierte Binomiale, wenn der 
gröbere Name der angenommenen ßa- 
tionallinie in Länge commensurabel ut. 

Die fünfte Binomiale, wenn der 
kleinere Name, 

Die sechste Binomiale, wenn kei- 
ner der beiden Namen solcher Ratioual- 
lioie in Länge commensurabel bt 

25. Die erste Binomiale zu finden 
(SaU 49). 


Man erhält die Namen A und . 


die zweite Binomiale ist A ■‘r A\ ; 

f n’-m’ 

und 

»• - m’ n' — (H* 

Der gröbere Name - - potenzirt 
) iw’ 

um das Quadrat der diesem commensu- 
mA 

rablen Linie und der kleinere 

k'n’— m’ 

Name A bt rational. 

27. Die dritte Binomiale zu finden 
(Satz 51). 

n’ und m’ Zahlen wie vorher, p keine 
Quadratzahl. 

A, B, C seien in Länge commensura- 
bele Rationabahlen so setze 
p ; n* = A’ : Ä* 
n’ : n* - fw* = Ä’ : C’ 

Ah 

so bt aus 1. der eine Name B - 

VP 

Aus 1 und 2 hat man 

p : rt’ — iw’ = A’ : C’ 


hieraus der andere Name C = A V - — 

r p 

Die dritte Binomiale ist 
ip r p 

- Keiner der Namen bt rational. Ferner 


Die dritte Binomiale ist 


Nimm 2 Zahlen, von welchen sowohl 
die eine als auch die Summe beider eine 
Quadratzabl bt; also 2 Zahlen von der 
Form (n’ — m’) und i«’. Sind nun A und 
B zwei Rationalliiiien so setze 
«>:»•- i»> = A^ .B‘ 

Man hat nun den einen Namen = A 
In^ — m’ 

und den zweiten B = AV — — beide 
Namen addirt geben die erste Binomiale 

und es bt A’ - A* — = (-^ ■^) 
Mithin potenzirt der gröbere Name A 
über den kleineren um das Quadrat A* 


einer mit A commensurablen Linie — A. den anderen 


ist A’— -A’^^— ^’ = A‘ — 
PPP 
An 

und der gröbere Name — - potenzirt um 
das Quadrat der ihm in Länge commen- 
surabelen Linie -r-. 

IP 

28. Die vierte Binomiale zu finden 
(SaU 52). 

Nimm zwei Zahlen, von denen keine 
eine Quadratzahl, deren Summe aber 
eine Quadratzahl ist, also von der Form 
(n’ — m) und m, A und B seien Ratio- 
nalzahlen, so seUe die Proportion 
»» : n> - m = A* I B> 
und man erhält 

den einen Namen = A 

den anderen = -^ |''w’ — m 


26. Die zweite Binomiale zu fin- vierte Binomialo bt A -f -^ ) w’-rn 

den (Satz 60). * 
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es iat 


Ar 


gröfsera Name A — poteniirt über des 


— «0 = Ll • * 1 /■»* '• 

« kleineren A y um das Quadrat der 

mithin potenzirt der gröfsere Name A ! ^ 

um das Quadrat einer ihm incommensu- Linie AV - welche au dem gröfseren 
rabeien Lime A | f V ” 

29. Die fünfte Binomiale zu finden «ch verhält wie I'n : m also mit 

(Satz 53). demselben incommensurabel ist. 

Nimm zwei Quadratzablen, deren Summe ’*"**'■ einer Rationalli- 
keine Quadratzahl ist, m’ uud h’, A und “er ersten Binomiale ent- 

B seien 2 Rationallinien, so setze haltenen Raum potenzirt eineBi- 

+ = , n 0 m 1 a 1 e (Satz 65). 

und mau hat beide Namen = A und f Binomiale 

... Nech No. 17 hat eine Binomiale die 

Die fünfte Binomiale ist Form A\m B\'n. 

, Es ist also nachztrweisen , wenn C, D 

A y rationale noch unbekannte Linien sind 

d„ K.„. ^ 

gröfsere Name .t potenzirt über Clpd-flp, 

f m* ‘ . / /ll*— m*\ 

den kleineren A um das Quadrat der - “em Rectangel A ( 1/ — | 
Linie welche mit dem gröCsereii Setzt man die Linie EG (Figur zu 

Namen incommensurabel ist. zufoig^’ Construc- 

def(SaU 54r'”‘' (AE ~ EG) EC = (J ED)^ 

Nimm zwei Zahlen die nicht Quadrat- (/4 — A) B = J A* . — 
zahlen sind, deren Summe aber eine 

Qiiadralzahl ist (m»- n) und w, und eine o:,,,,,. o_ , j "k 

dritte Zahl p, welche weder Qnadratzahl “teraus ist B - ^ X ^ 1 -— j 

ist noch mit einer der ersten beiden das , _ , 

x-,=m(. + =) 


una mau nat i 


Verhältnifs einer Quadratzahl hat; A, ß, 
C seien Rationallinlen. Setze 
p:m»=.4>: C* 


m* : m’ — « = C* : ß* 


so ist aus 1. C* = — A^ 
P 


ans 2 


B« = ÜL-J!c*=! 


A> 


Die verlangte potenzirende Linie ist 
nun 

L = v'Ä (.1 - ß) -I- j Aß 

Ein Ausdruck, der die Form (Cp'p + ßi y) 
annehmen kann, wenn man schreibt 


I — m 


Die Namen sind und A^—- " L='^AR-'^-"' + '^. 

Keiner der Namen ist rational nnd der Die Quadrirung von L ergibt aber 

1 Aß (l + ^) + J A A (l - .^) + 2 y'j A’ Ä» {l - ^*) = A A -h AA |/^,— 


32. Den unter einer Rationalli- 
zweiten Binomiale 


welches das gegebene Rectangel 
( E nnd der 

A^A-l-Al/ — ist, und die poten- , / w» \ 

zirende Linie L ist die Binomiale. \ ®”*Laltenen Raum 
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poteniirt die erste Bimediale (8»ti , 

y — j der grofsere Name ist , und 

^ Ut also naehiuweisen, dafe (No 18 Construction zufolge die Olei- 

nnd 26) mit 2 Limen X, Y eine Glei- entsteht: 

cbang möglich ist: ° 


iwu lai • t 

-= ^ / » _ - (S 

2 \i'n»L I 


(xypi+r 

Bei derselben Construction wie No 31 worsus B 
ist tu beachten, dafs hier das xweite Glied 

d,h„ 

y » —<n* 2 l'«*— m’/ 

Die poteuiirende Linie ist nun io ihren beiden Namen 


(1) 

(2) 


(3) 


/(Yw-m.-«) 

R + \BR 



J ^rJ7£ 

(4) 

1 2 





(6) 

r n-t-mj 


Beide Namen sind medial, sie sind in die verlangte Form. 

Potenz commensurabel, wie aus Formel Dje Linie L im Quadrat ist aus For- 
4 unmittelbar zu ersehen, nämlich mel 4 

— («+m)und — (it - m) -ab " + AR = Ahi 1+]/ 

2la'-m> 2(/»>-m> \ ^ ^ n»-mV 

Beide enthalten ein Rationales = ®*® potenzirt also den Raum wie ver- 

2 langt. 

Folglichist die Linie £. nach No. 18 eine 33 unter einer Rationalli- 

j®’ A j 1. f- j- T • ■ “'® Ä und der dritten Binomiale 

Will man den Ausdruck für die Linie < , , 

L in die obige allgemeine Form der er- x -f Al/"-^— en thaltene n Ra um 
sten Bimediale bringen, so setze in For- Vp 1 p 

' ' potenzirt die zweite Bimediale 

(Satz ö7). 

Bei derselben Construction ist. 


mel 5 


» -)- m = 9 

— ^ — = p und man hat 


L=yiAR 

=HAR 


[m+7/7] 


*A» 


(V7-')'" , . 

... 


ViAR = X-, -i-FIAÄ = Y gesetzt, gibt 


Beide Namen bilden die zweite Birne- . 
diale (No. 19), denn sie sind Ifediallinien, M R I 
sie sind io Potenz commensurabel: ' 


P 


AR , , ^ , AR, 

-.-(« + ») und -—(«-, 

uod sie enthalten ein hudialei 


Ihr Quadrat ist = AR^-y j 

wie verlangt. 
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34. Den unter einer Rational- 
linie A und der vierten Binomiale 

— V"*-"» enthaltenen Raum 
n 

potenzirt die gröfsere Irrationale 
(Satz 58). 

Bei derselben ConstmcUon ist: 


woraus = 

und = + 

Die verlangte Linie ist 


i = 1 (/i - 20 Ä + \BR = + ^) + I ~ ( 



Beide Namen sind medial, in Potenz 
incommensurabel , sie enthalten ein Me- 
diales = — ^ ~ '1®™» Quadrate 

machen zusammen RA, ein Rationales 
aus ; folglich ist L eiue gröfsere Irratio- 
nale 2.* = RA d" ^ ^ wie ver- 
langt. 

35. Den unter einer Rationalli- 
nie R und der fünften Binomiale 

.^ + ^1 — i — enthaltenen Raum 

r 


otenzirt die ein Rationales und 
ediales Potenzirende (Satz 59). 
Bei derselben ConstmcUon ist, da der 
2te Name der gröfsere ist 

woraus ß = ^ ( l'm* + »• - n) 

2oi 

und A~ B = ^ (j m* -j- n* -f- n) 

2in 

Die verlangte Linie 


-V 


{AR 


l'»«* + " 


itr+y: 


{AR 


V^m« -f n» - ft 


Beide Namen sind medial, in Potenz Raum potenzirt die zwei Mediale 
incommensurabel sie enthalten ein Ra- Potenzirende (Satz 60) 
tionales ={AR, deren Quadrate zusam- derselben ConstmcUon ist 

men machen ein Mediales ans! — / ■■ m« \ «.» - 

'm / 1 .4 I — piff — Id i "* 

folglich ist L eine die ein Rationales und \ r P / * p 

Mediales Potenzirende. Ihr Quadrat ist / 

. , woraus 21 = ( 1 / — _ 1 / -!L) 

= i4Äll-fl — — 1 wie verlangt. \f ff ff! 

36. Den unter einer Rationalli- A^/'— - B = {a{V— +^/ 

me R und der sechsten Binomiale f P \f f f f / 

jI'*"’ , ii 'm’— I» , Die verlangte Linie 

AI/ A 1/ enthaltenen 

r p r p 




Beide Namen sind medial, in Potenz 
incommensurabel. 

Sie enthalten ein Mediales 



Ihre Quadrate zusammen AR J ' — 
ein Mediales, welches mit dem vorigen 


incommensurabel ist. Mithin ist 2. eine 
zwei Mediale Potenzirende. Ihr Quadrat 

ist 2* = ilB — -f |, — ^^wie ver- 

langt. 

37. Die folgenden sechs Sätze (Satz 
61 bis 66) sind die umgekehrten Sätze 
von (Satz 55 bis 60) No. 31 bis 36. Sie 
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jgQ^Q xnMnitnoiig6xog6n Dachfo1|[6iid, de- Säta®. Das an sinsr Rationalen Ä 
r«n Formeln statt der Beweise sind die- entworfene Rectangel hat, wenn es gleich 
seihen wie dort, ist dem Quadrat 


einer Binomiale 

der ersten Bimediale 

der zweiten Bimediale 

der gröCseren Irrationale 

der ein Rationales und Uediales Potenzirenden 

der zwei Mediale Potenzirenden 


zur Breite die erste Binomiale 

, . . zweite , 

, , n dritte 

» » , Tierto » 

, . , fünfte , 

, , , sechste , 


37. Nun folgen fünf Sätze (Satz 67 bis ten Irrationallinien, ist auch dieselbe Ir- 
71): Jede Linie, welche in Länge com- rationallinie. Ist eine Linie in Lange 
mensurabel ist irgend einer der genann- commensurabel 

einer Binomiale, . so ist sie eine Binomiale derselben Ordnung 

einet Bimediale, • > » » Bimediale , „ 

einer gröberen Irrationale, , , . , gröbere Irrationale 

n s w mit einer ein Rationales nnd Es geht die Richtigkeit dieser Sätze 
Mediales und mit einer zwei Mediale Po- unmittelbar ans den für die Irrationalen 
tenzirende aufgestellten algebraischenFormen herror : 


l/n* — m* 

IMe er*t« Binomiale = A -f-A y — 

. zweite . =A + A\/-^,~, 

= A\/’'1 + A\/'- ^ 
-A + a\/ 


dritte , 
vierte , 
fünfte , 
sechste , 
erste Bimediale 
zweite » 




,A{m. + A<^ = Af,.t.Ay~ 

= A pmn + A = A y'mn -(• nA 

, gröbere Irrationale = 1^1 -|- V'»» Ay/X — pm 

, ein Rationales nnd Mediale s Potenziren de 

■ =AVmVl+^l-tn + AymV\- \'Y^m 
, zwei Medialt Potenzirende 




Bei der wesentlichen Verschiedenheit 
der Form jeder einzelnen Linie von allen 
übrigen sind die vorstehenden Sätze un- 
mittelbar als richtig anznerkennen. 

Die Beweise Enklids sind, algebraisch 
ausgedrückt, folgende. 


n bedeutet: In Länge commensurabel. 
n bedeutet: In Potenz commensurabel. 
n und m können je nach der Ordnung 
der Binomialen auch = l sein. 

I. Es sei die betreffende Binomiale in 
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ihre Namen zerlegt Ayn + A]'m. C, D 
seien 2 Linien, so dafs C+ DnA] n + A\ m 
und dafs 

A\n^ Aym-.CJrD = A\n-.C ( 1 ) 

so ist Ay'm : D = A\ n m : c 4 fl (2) 
weil nun, wie der Satz voraussetzt 

A y'n -y A\mn C + I) (3) 

so ist auch Al'n n CI 
und A\mnD\ 

Nun ist Ain;C = A\m:D ) ... 

(aus 1 und 2 )j 

also i4| n : .4) in = C : fl ( 6 ) 

Da nun Ay'n rt A\ m 

so ist auch C n D 

folglich sind C, D rational, blofs in Po- 
tenz commensnrabel und C '4 fl ist eine 
Binom iale. 

Ist nun Ay'n + A] m die erste, oder die 
zweite oder die dritte Binomiale, .41'» 
> .4i'm, so ist nach No. 24, wenn E eine 
beliebige Rationallinie bedeutet: 

V' (.4*n — A’m) = Ey n(n Ay't() 

Nun ist ans Gleichung 6 
A‘h : y4»n = C> : fl’ 

hieraus 

J (.4*n - .4’m) : ) C* - fl« = .4| » : C 
oder £rn:V'C’^D>=.4rii;C 

mithin nach Gleichung 4 

y'Ci-D'nE\n 

Es potenzirt also der gtöfsere Name C 
über den kleinAen Namen fl um eine 
dem gröfseren Namen in Länge com- 
mensurabele Linie £| 'n und es ist C 4 fl 
die Binomiale derselben Ordnung mit 
.^v'n 4 .4l'm. 

Ist aber Ay'n + Aym die vierte oder 
fünfte oder sechste Binomiale Ay'n>Ay m, 
so ist No. 24 

V(.4’n — >4’m) = E I n 4 p 
man erhält 

E l P ! I C’- fl’ = Ay'n : C 
Es ist also I C*- D* o E l'nH^ 

Es potenzirt also C über fl um eine 
der Linie £i'n 4 p in Länge commensu- 
rabele Linie, mithin um eine der Linie 
j4i'ii in Länge incommensurabele Linie 
und es ist C+D eine Binomiale 
derselben Ordnung mit .4|'n4fl| m. 

II. Es sei die betreffende Bi mediale 
in ihre Namen zerlegt: 

4 4 

.4vi«4i4| iii; C, fl zwei Liuien 

so dafs C + D n Ay'n + Ay'm (1) 

und 


.4l'n 4 i4l'iii;C4D = ,4t'«:C-.4Vin:D ( 2 ) 
folglich ans 1 und 2 

4 4 

v4 I n n C und .4 y'm n D (3) 

Da nun Ayn r\ A |'m, so ist auch C n D 
und folglich C 4 fl eine Bimediale. 
Nun folgt aus Gleichung 2 : 

A* y'n : A* \ n • 1 * m = C‘ xCD 
Da nun nach Vergleichung 3 
.4’ l'n n C> 

so ist auch A* i nm n CD 

4 

Ist nun .4’ y'nm n einem Rationalen JE*, 

so ist es auch CD-, und ist .4l'nmn E*, 
so ist es auch CD. 

Im ersten Fall, wo .4 i'n 4 .4 l m die 
erste Bimediale ist, ist also auch 
C-yD die erste Bimediale; im zwei- 
ten Fall ist mi t 4 1 h 4 l'm auch C 4 fl 
die zweite Bimediale. 

III. Es sei die betreffende gröfsere 
Irrationale in ihre Namen zerlegt: 
4i n44l m n C 4 D, so soll C4 fl des- 
gleichen eine gröfsere Irrationale sein. 
I). h. Cu fl; c. D = E>| n und C* 4 O* 
= £*, wo E und F Rationallinien sind. 

Es sei wieder 

4l n44rm : C4 fl = 4| n :C=4| m : fl ( 1 ) 
Da nun 4iii u4i'm 
so ist ^ 1 . auch Cu fl 
Ferner ist aus 1 . 

(4|> 44)'m)’ :(C4 fl)’ = 4>II : C*= 4’m : D* 
Da nun (4i i» 4 4l m)* r\(C 40)» 
so ist auch 4’n n C* 
und .4’m n D’ 

Da nun 4’n 4 4’m rational 
so ist 2 . C* 4 fl* rational = f’ 

Wie ad II. findet man 4’ • ymn n CD. 
Os nnn 4’-v'mn ein Mediales ist, so ist 
3. auch CD = ein Mediales £’ y'p. 

Es ist mithin C' 4 D diegröfsere 
Irratio.nale. 

IV. Es sei die betreffende E i n Ratio- 
nales und Mediales Potenzirende 

in ihre Namen zerlegt: 4| p p« 4 4 ; p 1 m 
nC4fl, so soll C -y D dieselbe Irratio- 
nallinie sein; nämlich CuD, CD = £* 
und C’ 4 fl’ = £’ 1 9 
Es ist wieder 

^ I > 1" 4 fl !p ym :C + D 

= Aypyn:C = Byplm:D ( 1 ) 
Da nun A ypyn u ß y'p • ym (2) 
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to ist 1. auch Cu D 

Ferner ist ans der Proportion 1 «ie 
ad III. 

n C* nnd mfi* yp o (3) 

Da nnn Mil' yp + mfi’ yp ein Mediales, 
so ist anch 2. C* + D’ ein Mediales F^y'q. 

Nnn ist 3. ans Proportion 1 

i«j4* y'p:C^ = AB yp • ynm : CD 
nnd ans der Yergleichnng 3 
itil’ ypnC* 

so ist aneh AB yp )'»•» n CD 

4 

Da nnn ADy'p ynm ein Rationales ist, 
so ist anch CD ein Rationales and es ist 
C -y D die ein Rationales und Me- 
diales Potenxirende. 

V. Es sei die betreffende Zwei Me- 
diale Potenxirende in ihre Namen 

4 4 

lerlegt A y'p yn + B yp y'm o C + D, so 
soll CD dieselbe Irrationale sein , d. b. 
Cu D, CD ein Mediales Pt? und C* 
+ D* ein Mediales , welches diesem Me- 
dialen iucommensurabel ist 

Der Beweis ist wie der ad VI. 

38. Durch die Zasammensetxuiig eines 
Rationalen (Rectangels) mit einem Me- 
dialen (Rectan^t) entstehen 4 Irratio- 
nalen (deren Quadrate einzeln beiden 
Rectangeln zusaminengenonimen gleich 
sind] entweder die Binomiale oder die 
erste Bimediale oder die gröCsere Irra- 
tionale oder die ein Rationales und Me- 
diales Potenxirende (Satz 72). 

Ist AR das rationale Rectangel, F das 
mediale, so kann dieses in eins von den 
Dimensionen AR ym yerwandelt werden. 
Man hat demnach das gegebene zusam- 
men gesetzte Rectangel 
ARy-ARym. 

In der Seite A y- Ay'm kann nnn 
m oder A<Aym sein. 

Im ersten Fall bat die Seite die Form 
(s. No. 37) 


entweder der ersten Binomiale 


^-b^r"'T' 

f n* 

(1) 

oder der Tierten Binomialo 



(2) 

Im 2ten Fall hat die Seite die Form 
entweder der zweiten Binomiale 

a + aV , 

f n* — m* 

(3) 

oder der fünften Binomiale 

a 4 1 /»* + «* 

(4) 


In dem Fall 1 ]^otenzirt den Raum 
Ä.4 ^1 + „a” ) 

eine Binomiale. 

In dem Fall 2 potenxirt den Raum 
RA ^1 + No. 34 (SatxöS) 

eine gröfsere Irrationale. 

In dem Fall 3 potenxirt den Raum 
Ri4 nach No. 32 (Satz 66) 

eine erste Bimediale. 

In dem FaU 4 potenxirt den Raum 

RA -f- “*oh No. 35 (Satz 69) 

eine ein Rationales nnd Mediales Poten- 
zirende. 

39. Durch die Zusammensetzung zweier 
incommensnrabelen Medialen entstehen 
die beiden übrigen Irrationallinien; ent- 
weder die zweite Bimediale oder die zwei 
Mediale Potenzirondo. 


Die beiden Rectangel haben die allge- 
meine Form RAyn y- RAy'm die Seite 
A (y» + ym) ist eine Binomiale. In der- 
selben ist Ay'n entweder grölser oder 
kleiner als Ay'm. Wenn aber die Seite 
eine Binomiale bleiben soll, so ist Er- 
steres nur möglich; und zwar ist sie dann 
entweder eine 3te Binomiale 



oder eine 6te Binomiale 



In dem ersten Fall potenxirt den Raum 

RA ( j/— -b j/- — — j nach No. 33 (Satz 

57) eine zweite Bimediale. 

In dem zweiten Fall potenxirt den 

Raum Ra(\/^— y-\/- nach No. 

V' p ' p / 

36 (Satz 60) eine Zwei Mediale Poteuzi- 
rende. 


In den 11 Formeln No. 37 ist n>m 
angenommen. Es gibt also keine der 
Binomialen für die Bedin^ng, dafs der 
erste Name kleiner sei als der zweite. 
Nimmt man für die verlangte Rectangel- 
bildung die beiden Bimedialen so hat man 
Die erste Bimediale 

= A t'mn -b nA 

f fllft 

Der schon in den früheren Nummern 
gedachten Constmetion zufolge hat man 

Ä = M - yC» - ”•)) 


ra. 


25 
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« j 

A - B = iA'^—(n+ •»)) 


Die potenxirende Linie 
L = \/R (il- Ä) + |/Äß 


= ], (» + \'n (» - «)) + |/ li4Ä (» - V» (» - «•)) 


Jeder Name der Linie ist medial, beide 
Namen sind in Potenx incommensnrabel, 

beide enthalten ein Mediales = \RA v'm«; 
die Summe ihrer Quadrate ein Mediales 

*/»’ 

=RA1 / — welches mit jenem Medialen 

ineommensnrabel ist. Demnach ist die 

& otenxirende Linie L eine xwei 
ediale Potenxirende. 

Die xweite Bimediale 


4 

A Vma + nA 

4 

Hier ist B = iA^^^(n — y»(» - ))) 

4 

A — B=^A C" + V'»(» — 1)) 

Die potenxirende Linie 

L=\fR(A- B) + \^RB 


^\RAy^{n + y»’- ") + y - V"* - ») 


Jeder Name der Linie ist medial, beide 
Namen sind in Potenx incommensnrabel, 

4 

beide enthalten ein Mediales = iK.d v'ma. 
Die Summe beider Quadrate ist medial 

= RAVm»*=RAny^ mit dem ersten 

Medialen incommensnrabel. Demnach ist 
die potenxirende Linie L eine xwei 
Mediale Potenxirende. 

Von den durch das Wegnehmen 
entstehenden sechs Irrationai- 
linien. 

40. Wird von einer Rationallinie eine 
andere ihr blob in Potenx commensn- 
rabele weggenommen , so ist der Rest ir- 
rational und heibt Apotome (Satz 74). 

41. Wird Ton einer Mediallinie eine 
andere, die ihr blob in Potenx commen- 
snrabel bt nnd mit ihr ein Rationales 
enthält, weggenommen, so ist der Rest 
irrational nnd heibt die erste Medial- 
apotome (Satz 75). 

48. Wird von einer Mediallinie eine 
andere, die ihr blob in Potenz commen- 
snrabel ist, und mit ihr ein Mediales ent- 
hält, weggenommen, so ist der Rest ir- 
rational und heilst die zweite Medial- 
apotome (Satz 76). 


43. Wild Ton einer Linie eine andere, 
die ihr in Potenz incommensnrabel bt 
nnd ihre Quadrate zusammen zu einem 
Rationalen, das doppelte des unter ihnen 
enthaltenen Rectangels aber zn einem 
Medialen macht, weggenommen, so bt 
der Rest irrational nnd heibt die klei- 
nere Irrationale (Satz 77). 

44. Wird Ton einer Linie eine andere, 
die ihr in Potenz incommensnrabel bt, 
nnd ihre Quadrate zusammen zn einem 
Medialen, das doppelte des nnter ihnen 
enthaltenen Rectangels aber an einem 
Rationalen macht, weggenommen, so bt 
der Rest irrational nnd heibt die mit 
einem Rationalen ein mediales 
Ganze Gebende (Satz 78). 

45. Wird von einer Linie eine andere, 
die ihr in Potenx incommensnrabel ist, 
ihre Quadrate xnsammen xn einem Me- 
dialen und das Doppelte des nnter ihnen 
enthaltenen Rectangels gleichfalb zn 
einem Medialen maAt, das aber jenem 
incommensnrabel bt, weggenommen, so 
bt der Rest irrational nnd heibt die 
mit einem Medialen ein mediales 
Ganze Gebende (Satz 79). 

46. Mit Hülfe der Formeln No. 17 bb 
22 findet man die Formen der 6 Irratio- 
nallinien: 


Die Apotome A — Af/m 

4 * —s 

Db erste Medbbpotome A ymn — A 1/^ 
Die zweite Medialapotome A ymn — A Fmn’ 
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Die kleinere Irrationale A j/l + v'm - ^4 j/l — v'm 
Die mit einem Rationalen ein mediales Oanie Gebende 


A ymVl + j/l + m — AymVl — j'l +i 
Die_mit einem Medialen ein mediales Ganze Gebende 




47. Die feienden sechs Sätze von Satz 
80 bis 85 sind Lehrsätze, die das Dm- 
ekehrte der Erklärungssätze (Satz 74 
is 79} beweisen. Sie Unten mit den 
alnbraisch geführten Nachweisen wie 
fol^ und sind mit den Formeln No. 46 
aU richtig erwiesen. 

Satz 80. An die Apotome(yl-.dv'm) 
fügt sieh nur eine einzige Ratio- 
nal 1 i n i e (A ) m), die mit der ganzen A 
blofs in Potenz commensurabel ist. 

Denn eins andere (A v^n) hinzngefügt 
würde ^e Ganze (4 — A|/m -f Apn) ge- 
ben , mit welcher A y» in Potenz incom- 
mensnrabel ist 

Satz 81. An die erste Medialapo- 
tome ^Av'»w - A fügt sich nur 

sine einzige Hediallinie ^A j 

die der ganzen (Ap'mii) blois in Potenz 
commensurabel ist und mit der Ganzen 
sin Rationales enthält. Denn eine an- 
dere (A i'm) hinzugefügt würde die Ganze 
^Ay mn — + A geben, mit wel- 

cher A ym in Potenz incommensnrabel ist 
Satz 83. An die zweite Medial- 

4 4 

apotome {Aymn — Aymn*) fügt sich 
nur eine einzige Mediallinie 

(AVasw*), die der ganzen (Apmn) blofs 
in Potenz commensurabel ist und mit 
derselben ein Mediales enthält. 

Grund wie im Torigen Satz. 

Satz 83. An d ie kleinere Irratio- 
nale (A yi pm— A pl—piw) f ugt sic h 
nur ein e einzige Linie (A 1^1 — pm)) 
die der ganzen u. s. w. 

Satz 84. An die mit einem'Ratio- 
aalen ein Modales Ganz e Geb ende 

(a psi Kl + yi + m -Ay'mVl- pl+m) 
fügt sich nu r ei ne einzige Linie 

(a pm Kl — pr+ «) die der ganzen n. s. w. 

Satz 85. An die mit| einem Me- 
dialen 'ein medial.es Ganze Ge- 


bende (a p^jAT^gl 

- A pm» 1^1 - fügt sich 

nur eine einzige Li nie 

|a pm P'^1 — die der ganzen 

n. s. w. 

Erklärung der sechs Ordnungen 
Ton den Apotomen. 

48. Eine Apotome, an die sich eine 
Linie fügt, so dafs die ganze aus beiden 
bestehende Linie um das Quadrat einer 
ihr in Länge commensurabelen Linie über 
die angefügte potenzirt, heilst die erste 
Apotome, wenn solche nnze Linie einer 
angenommenen Rationallinie in Länge 
commensurabel ist 

Die zweite Apotome, wenn die an- 
gefügte Linie, 

Die dritte Apotome, wenn keine 
Ton beiden solcher RationalUnie in Länge 
commensurabel ist 

Eine Apotome, an die sich eine Linie 
fSrt, so dals die ganze aus beiden be- 
stAende Linie um das Quadrat einer ihr 
in Länge incommensnrabelen Linie über 
die angefügte potenzirt, heifst 
Die Tierte Apotome, wenn solche 
ganze Linie der angenommenen Rational- 
Rnie in Länge commensurabel ist. 

Die fünfte Apotome, wenn die an- 
gefügte Linie, 

Die sechste Apotome, wenn keine 
Ton beiden solcher Rationallinie in Länge 
commensurabel ist 

49. Die erste Apotome zu finden 
(Satz 86). 

Nimm 2 Qnadratzahlen »', m', deren 
Differenz n’ — m’ keine Qnadratzahl ist ; 
ferner eine Rationallinie A, setze 

»»:»*-m* = A>:A> 

so ist X = A |/ " ”* und es ist 

A — A — j— die erste Apotome. Die 

anznfügende Linie ist die Linie X ; denn 
da A und A ■ blofs in Potenz 

86 * 
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commeDsarabel sind, so ist nach No. 40 
A - A |/ " eine Apotome. 


Nun ist 




/■’ 


■ = A 


die Ganze 

also potenzirt die Ganze A über die an- 
gefügte um das Quadrat einer ihr in 

Länge commensnrabelen Linie — A, und 

tl 

die Ganze A ist eine Rationallinie. 


50. Die zweite Apotome zu fin- 
den (Satz 87). 

Nimm zwei Quadratzahlen n’, m’, deren 
Differenz keine Qnadratzahl ist; ferner 
eine Rationallinie A, setze 


so ist X-A = aV 

’ nA — m^ 

1 / 

nnd L = A y - A die zweite Apo- 

tome. 


Denn die Linie L ist nach No. 40 eine 
Apotome; ferner ist 


1 / 

D. h. die ganze Linie A — i po- 

tenzirt über die angefügte A um das 
Quadrat einer der ersten in Länge com- 

mensniabelen Linie A \ — ; nnd die 

r n* — m’ 

angefügte Linie A ist rational. 

51. Die dritte Apotome zu fin- 
den (Satz 88). 

Nimm zwei Quadratzahlen n’, m’, de- 
ren Differenz n* — m’ keine Qnadratzahl 
ist, ferner eine dritte Zahl p, die weder 
mit » noch mit m noch mit n’ — m’ in 
dem Verhältnifs einer Qnadratzahl steht, 
A sei eine Bationalzahl. Setze 


p:n‘ = A>: X’ 

hieraus X = A 

nnd 

' V 

L = X- y = A l/-- die 

dritte Apotome. 

Denn die Linie L ist nach No. 40 eine 


Apotome. Ferner ist 

{Ayj)'-(Ay"-^}'-(AV'-j)‘ 

D. h. die gaiue Linie A y-— poten- 
zirt über die angefügte A y /- — um 
das Quadrat einer der ersten in Läng« 

commensurabele Linie a 1/— nnd weder 
' P 

die ganze noch die angefü^ Linie ist 
rational. 


52. Die vierte Apotome zu fin- 
den (Satz 89). 

Nimm zwei Zahlen, die keine Quadrst- 
zahlen sind, deren Summe aber eine 
Quadratzahl ist : n’ -f nm und m’ + ni«. 
Setze «’ -f nm : n* = A’ ; X* 


so ist i = A-X= A-AI/— ^ !die 

r n-f-üt ‘ 

gesuchte vierte Apotome. 

Denn die Linie L ist nach No. 40 eine 

Apotome. Ferner ist A* — ^A | /^ j 
= ^A |/ • D- h. die Ganze A po- 
tenzirt über die Angefügte ^A ^ j 

nm das Quadrat der Linie a 1/ — einer 

r n 4 m 

der Ganzen incommensurabelen Linie, 
nnd die Ganze A ist eine Rationallinie. 


53. Die fünfte Apotome zu fin- 
den (Satz 90). 

Nimm 2 Quadratzahlen n*, m*, deren 
Summe m’ -b n’ keine Qnadratzahl ist. 
Setze n’:»‘ + »»’ = A‘!X» 

und es ist L = X — A = A l/'— — - A 
die fünfte Apotome. 

Denn nach No. 40 ist L eine Apotome; 
ferner ist 

D. h. die Ganze potenzirt über die An- 
gefügte nm das Quadrat einer der eisten 

incommensurabelen Linie — A , nnd die 

n 

angefügte Linie ist rational. 

54. Die sechste Apotome zu fin- 
den (Satz 91). 

Nimm 3 Zahlen tu, n, p die keine Qua- 
dratzahlen sind. Setze 


m : n = A* : X* 
n:p = X‘:r* 
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IO üt L = X-Y=aI/—~a]/J^ die 

sechite Apotome Denn L ist nach No. 
40 eine Apotome , ferner weder die Ganze 
noch die AngefQrte rational nnd die Ganze 
potenxirt über nie angefSgt« um das Qua- 
drat einer Linie welche der 

Ganzen in Länge incommensarabel iat. 

55. Den nnter einer Rationallinie (H) 

and der ersten Apotome — n *' ' ' ) 


enthaltenen Ranm potenziit eine Apo- 
tome (Satz 98). 

Der enklidischen Constrnetion znfolge, 
wenn s eine Hülfslinie iat entsteht fol- 
gendes Calcüi; 

woraus A = |A 

Die potenzirende Linie iat 




Sie ist der Form nach eine Apotome EUer hat man 
und ihr Quadrat ist = dem Bectangel v\v in 

' ^ tr / wnrmnd Y- I I * ~ 

56. Den unter einer RationalUnie (A) ~ * 


und der zweiten Apotome^Ay' ^,* aJ 

enthaltenen Raum potenzirt die erste 
Medialapotome (Satz 93). 


A-X=tA-^ 

yn’-m* 

Die potenzirende Linie 


£ = l/iAA - l/iAR 


/»- 


n -1- m 


also wie No. 32 ist 

‘ = •'i-'« [fei - ^(T+iiiorrsi] 


oder 


L iat also nach No. 46 eine erste Ue- 
dialapotome (s. No. 46). 

Die Form No. 46 für die erste Hedial- 
spotome ist die einfachste. Hier in der 
so eben entwickelten Formel hat die zweite 
Wurzel der Elammergröfse noch einen 
Factor; man übersieht aber nnd kann 
■ich dareh Versuch überzeugen, dafs die 
Formel allen Anforderungen von No. 41 
entspricht. 

57. Den nnter einer Rationallinie (A) 
and der dritten Apotome ^A 

_ ji enthaltenen Ranm poten- 


zirt die zweite Medialapotome (Satz 
94). 

Hier hat man 
worans 

X = iA^,— nndA-A = iA^4^ 

TS- j T- ■ 

Dl« poteonrepd e Lioie 


' vp . yp ^ 
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L = A yMX — A yHtP in bringen 
(b + m)* H-m 

\xnaN = - 


Dieser Ausdraek Mteniirt die gegebene 
dritte Apotome. Die Linie L nat alle , 

die Eigenschaften vermöge deren aie nach setie mau ” 

No. 41 die 2te Hedialapotome ist. Um P (" ~ •") ' <* + m 

ihn in die Form (No. 46): so erhält man die Klammergröfse 

_ .■*/ (" +<»)* _ n — m _ */ ( » 4- m )* /n - » 1 ^ 

Vp(n-m) n + m g p (i» — m)" \b-|-»ii/ 

58. Den unter einer Bationalli- j. " 

nie (Ä) und der vierten Apotome (A — A)iL-iA 

— aJ/— j enthaltenen Ran 

poteniirt die kleinere Irrationale 
(Sati 95). 

Hier hat man 


n-t- « 


m rroraus 


Die poteniirende Linie ist 


Diese Linie ist nach No. 46 die (Sati 96). 
kleinere Irrationale, und sie poten- gig, jjjj 

zirt den gegebenen Raum A^A—A|,/^^~^ /a^“*'*’”** y\a-IA> 

69. Den unter einer Rationalli- ' "/ / t ' j 

nie (fi) und der fünften Apotome woraus A-^A(F ” ”*) 

^A —a\ enthaltenen Ranm / / ix t- 

potenzirt die mit einem Rationa- n* "/ 

len ein mediales Ganze Gebende Die potenzirende Linie ist 


und di- 
Klammer, so 


Diese Linie ist mch No. 44 die , . i/n>4-m* 

Terlanffte Irrationallinie. Um sie Klammer mit y — ^ 

60. Den u nter einer Rationalli- /ji/» wA , p 

nie (Ä) und der sechsten Apotome M \ »T ~ ^ 

Z)e„thaltenenRaum x=^A(y^-\/'^-.r\ 

potenzirt die mit ei nem Medialen /"* " 

ein mediales Ganze Gebende (Satz uqü A — X = \A (\/— 

97). \ r ni r m f 

III— wx. . ' . / 


Die potenzirende Linie ist 
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Dias« Linie ist nach No. 45 di« in di« Form No. 46 sa bringen, rerfährt 
verlangt« Irrationailini«. Um sie man wie No. 59, und mau erhält 




61. Die sechs Bätse 98 bis 103 lauten entworfene Rectangel wenn es 
SBsammengezogen wie folgt: gleich ist 

Das an einer Rationallinie (R) 


dem Quadrat 

einer Apotome 

, ersten hiedialapotome 

, zweiten Medialapotome 

, kleineren Irrationale 

, mit einem Rationalen ein mediales Qanse 

Gebenden 

, mit einem Medialen ein mediales Ganze 
Gebenden 


hat zur Breite 
die erste Apotome 
die zweite , 
die dritte , 
die vierte „ 

die fünfte , 

die sechste . 


Es sind diese Sätze die umgekehrten 
Sätze der Sätze 92 bis 97, No. 55 bis 60; 
deren Formeln sind mit den hierher ge- 
hörigen dieselben. Wenn man jedesmal 
die zuletzt erhaltene Formel für /. qua- 
drirt , so ersieht man links das Quadrat 
der jedesmal potenzirenden Linie nnd 
rechts das Rectangel zwischen K nnd der 
betreffenden Irrationale. 

62. Nun folgen fünf Sätze (Satz 104 
bis 108): Jede Linie, welche in Länge 
commensnrabel ist irgend einer 
der hier genannten Apotomen ist 
auch dieselbe Apotome. 

Algebraisch geht die Richtigkeit der 
Sätze unmittelbar aus den für die Linien 
anfoestellten Formeln hervor: die ersten 
6 Formeln sind io No. 46 znsammenge- 
stellt; die Apotomen der 6 Ordnungen 
sind: 


Die erste Apotome ist A — A 

Di« zweite , 


Die dritte , 


Die vierte , 

•'■-l/.-i; 

Die fünfte , 

. Ay•^^^-A 

Die sechste , 

. Ayji-Ayt 

" m r m 


> 


Bei der wesentlichen Verschiedenheit 
der Form jeder einzelnen Linie von jeder 


aller übrigen sind die vorstehenden Sätze 
unmittelbar als richtig anzuerkennen. 

Die Bewebe Enklids sind algebraisch 
ausgedrückt folgende. 

I. Es sei AiH—At'm die Apotome; 
hieran fügt sich (nach No. 47} die Linie 
Aym, die Ganze wird A\'n nnd Ayn mit 
Al-msindu. Ist nun C — D n Apit— Al m 
so soll C — D eine Apotome mit Ay'n 
— Aym von derselben Ordnung sein, also 
C 1/ D. 

Mache 

Ayn -Aym.C-D = Ayn : D 

so ist auch Aym C = Ayn- Aym-.C- D 

NunfolMansC- Dn Ay n — Aym 
Cr\Ayn und DnAym 

Da nun A rational nnd AynuA so 
ist auch C rational nnd Du C, folglich 
ist C — D eine Apotome. 

Ist Ay'n — Ay'm die erste oder zweite 
oder dri^ Apotome, so dafs im eisten 
Fall n, im zweiten m = 1 oder eine Qua- 
dratzahl, im dritten Fall weder n noch 
m eine Qnadratzahl ist, so ist in allen 
3 Fällen (.4l'n)’ — (A)'m)’ = (EF")*i näm- 
lich Ey'n n A\'n. Ist Ayn - Ay'm die 
vierte, oder fünfte oder sechste Apotome, 
so finden dieselben 3 Fälle statt und 
(AF»)’ — (A) »•)• = (Ei/p)* nämlich (Ap'») 
u Eyp. 

Da nun in allen Fällen die Linie Cn 
der Linie A|'n, so ist sie in allen 6 Fäl- 
len = einer Linie F)'n, desgleichen ist D 
in allen sechs Fällen = einer Linie f>l'm. 
Demnach sind in den ersten 3 Fällen 
C* — D* = (öi'n)* nnd in den letzten 3 
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Fällen Uithin in jedem einxel- 

nen Fall eine Apotome dereelben Ord- 
nung. 

II. Ist gegeben die erste Medialapotome 

also von der Form Al mn — A ]/— und 

n einer Linie C-D, so ist C r\ Aymn 
*/n* 

und D n A Nun erweist Euklid 

durch Proportionen, dafs C die Form ha- 
ben mufs E y mn nnd B die Form 

Fy—, woraus hervorgeht, dafs C + D 

• tn 

die erste Medialapotome ist. 

III. Dieselbe Form und derselbe Gang 
des Beweises findet für alle übrigen da- 
hin gehörigen Rationallinien statt. 

63. Wird von einem Rationalen 
(.AH) ein Mediales (RAyn) wegge-, 
nommmen, so wird die den Rest 
RA(l — y'n) potenzirende eine der 
beiden Irrationallinien, entweder 
die Apotome oder die kleinere Ir- 
rationale (Satz 109) 

Es ist An R, Ayn u A, mithin ist nach 
No. 40 j4 — Ayn eine Apotome, an welche 
Ay'n sich anfügt. Nun ist A rational, 
also nach No. 48 die Linie A — Ay'n ent- 
weder die erste oder die 4te Apotome. 
Ist sie die erste Apotome, so ist A*—A*n 
= E’, indem En A ist. Ist sie die vierte 
Apotome, so ist A*~A*n=E*n indem 
Ey'n u A werden mufs. 

Im ersten Fall, wenn also A — Ay'n 
die erste Apotome ist, hat man nach No. 
56 yR(A — Ayn)-= einer Apotome. 

Im zweiten Fall, wenn also A=:Ay'n 
die vierte Apotome ist, hat man nach 
No. 68 t'Ä(A — A)'») = einer kleineren 
Irrationale. 

64. Wird von einem Medialen 
(Aß v'n) ein Rationales Aß wegge- 
nommen, so entstehen zwei an- 
derelrrationallinion, entweder die 
erste Medialapotome oder die mit 
einem Rationalen ein Mediales 
Ganze Gebende (Satz 110). 

Es ist die Differenz beider Rectangel 
ßA I n — ßA = ß (A pn — A). Demnach 
ist A y n u A und nach No. 40 A | n - A 
eine Apotome, an die A sich fügt. Und 
da die angefügte A rational ist, so ist 
nach No. 48 die Linie entweder eine 
zweite oder eine fünfte Apotome. 

Ist A*« — A’ = ß’n, indem Ey n n A y'n, 
so ist sie die zweite Apotome nnd man 
hat nach No. 56 j ß (Ay'n — A) = einer 
ersten Medialapotome. 


Ist A’n - A* = £•, indem E u Ap'ii so 
ist nach No. 69 i'ß (Ayn - A) = einer 
mit einem Rationalen ein media- 
les Ganze Gebende. 

66. Wird von einem Medialen 
RAyn ein demselben incommen- 
surabeles Mediales RAy'm wegge- 
nommen, so entstehen diebeiden 
übrigen Irrationallinien, entwe- 
der nie zweite Medialapotome oder 
die mit einem Medialen ein me- 
diales Ganze Gebende (Satz 111). 

Es ist die Difierenz beider Rectangel 
RAyn — RA y'm, mithin Ayn — Aym 
nach No. 48 entweder die dritte oder 
die sechsteApotome. Ist A'ii — A*m 
— £>n, indem Eyn n Ayn, so ist sie die 
dritte Apotome nnd man hat nach No. 
57 i'ß (A y'n — A i'm) = einer z weiten 
Medialapotome. Ist A’n — A’m =£*p, 
indem Ey'p u Ay'n so ist Aj'n — Aj'm die 
sechste Apotome nnd man hat nach No. 
60: yß (A|'n — Apm) = einer mit einem 
Medialen ein mediales Ganze Ge- 
bende. 

66. Die Apotome ist von der Bi- 
nomiale unterschieden (Satz 111). 

Der Beweis im Euklid ist sehr weit- 
läufig und soll hier zusammengezogen 
werden. (Die in solcher Klammer [] ste- 
henden beiden Buchstaben sind die Linien 
in Euklids Figur). 

Es sei die Linie £ [Aß] eine Apo- 
tome A — Ayn (1) 

Ist ß [CD] eine Rationallinie, und ist 
ß. C[CDxDE] = (A-Ap'n)* (2) 

so ist nach No. 61 die Linie C [D£] die 

erste Apotome ß — ß (3) 

und es ist B n B |/ " Jp ( 4 ) 


Wäre nun zugleich £ [Aß] eine Bi- 
nomiale D-fDU« oder für den gün- 
stigsten Fall der Uebereinstimmnng 
= h + Dyn (5) 

Dann ist RC [CD x DE] ^(D + D p«)’ 


und nach No. 31 ist C^DE] die 
Binomiale £ -(- E |/^5— 


erste 

(6) 


. _ 1 /"’ — •>»’ 
und EnEy — 


( 7 ) 


Es ist also nach Gleichung 3 und 6 

C[DE] = B-B\f^^ 

= E + Ep/-ir^’ (8) 
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Hieraus B-E = E |/^,— + B = (ß + E) 


- *** 
«« 


(9) 


Nun ist fi n A und EnR also auch 
B-EnR (10) 

Nach Gleichung 4 und 7 aber ist 

bY'- — -p- a mit A, also nach Gleichung 

10 anch LT mit A 

1 /a* 

und Ey — — a mit E, also nach Glei- 
chung 9 anch n mit A 
Demnach auch (B+ E) a mit 

A und mit B — E 

Es kann also Gleichung 9 nicht be- 
stehen, and folglich kann eine Linie, 
«reiche Apotome ist, nicht sogleich Bi- 
Domiale sein. 

67. Das dem Quadrat einer Ba- 


tionallinie gleiche, an einer.Bi- 
nomiale entworfene Rectangel hat 
zur Breite eine Apotome, deren 
Namen den Namen der Binoraiale 
commensurabel und in demselben 
Verhältnils sind und die mit der 
Binomiale auch von einerlei Ord- 
nung ist (Satz 113). 

In No. 37 sind sämmtliche Binomialen 
nnd in No. 63 sämmtliche Apotomen in- 
sammen gestellt. Man ersieht, dafs wenn 
das Ton zweien dieser Linie zu bildende 
Rectangel rational sein soll, eins der Bi- 
nomialen die eine nnd eine der Bime- 
dialen die andere Seite sein mnfs. 

Ist nun die Länge des Rectangels die 
erste Bimediale, so ist unter allen Bino- 
mialen nnr die erste, welche das Rec- 
tangel rational macht nämlich 


Eben so enthält die zweite Apotome nur mit der zweiten Bimediale ein Ra- 
tionales. 


68. Das dem Quadrat einer Ra- 
tionallinie gleiche, aneinerApo- 
tome entworfene Rectangel hat 
zur Breite eine Binomiale, deren 
Namen den Namen der Apotome 
commensorabel und in demselben 
Verhältnifs sind, nnd die mit der 
Apotome auch von einerlei Ord- 
nung ist (Satz 114). 

Derselbe Beweis wie No. 67. 

69. Jedes unter einer Apotome 
nnd einer Binomiale, deren Na- 
men den NamenderApotomecom- 
mensnrabel nnd proportionirt 
sind, enthaltene Rectangel wird 
Ton einer Rationale potenzirt 
(Satz 115). 

Derselbe Beweis wie No. 67 und 68. 

ImtioBale UnieD and Flächen sind 
solche, die gegen eine als rational ange- 
nommene Linie und Fläche kein gemein- 
schaftliches Maafs haben: In einem Qua- 
drat von rationaler Seite A ist die Dia- 
gonale irrational = A \'2. Das Quadrat 


von A bt rational, die Erebebene vom 
Durchmesser A ist irrational = 

Irrationales Terbältniih, s. u. ,Irra- 
tional*. 

Irrationale Zahlen, s. u. „Irrational“. 

Irregnlär nennt man Figuren, wenn 
diese ungleiche Seiten und Winkel ha- 
ben ; Körper, wenn sie ungleiche Begren- 
zungsebenen, Flächenwinkel nnd Ecken 
haben ; Cnrren, wenn deren Bildung keine 
Coordinatengleichung zu Grnnde liegt. 
Irreguläre Ecken in einem Krystall s. u. 
„Ecken*. 

Isagonisch, «. t. w. gleichwinklig. 

Isochronisch, s. y. w. gleichzeitig. 

Isometrisches Krystallisatlonssjstem 
ist das reguläre System. (Von looc gleich 
nnd fiirpfiy messen, weil alle Axen glei- 
ches Maj^s haben.) S. „ A xensy s teme 
der Krystalle“, pag. 260 zu Anfang. 

Jahr, s. „Astronomisches Jahr 
nnd Chronologie*. 
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Jalirbficher, s. „Astronomische 
Jahrbücher*. 

JahresxeiteD, s. „Astronomische 
Jahreszeiten“. 

JoTicCBtrlsch ist was sich auf den Mit- 
telpunkt des Planeten Jupiter bezieht. 
Was in dem Art. „Qeocentrisch“ von 
der Erde gesagt worden, gilt auch für 
den Jupiter, wenn man Fig. 656, pag. 148 
für E (Erde) den Buchstaoen J (Jupiter) 
und in dem Text für Erde und geo- 
centrisch die Worte Jupiter und jo- 
Ticentrisch setzt. 

Jugfrao (tIV) (s. „Absteigendes 
Zeichen mit Fig. 19) ist das sechste 
und letzte llimmelszeicben der nördlichen 
Halbkugel. Es erstreckt sich, wie jedes 
Zeichen auf 30 tirad Länge, und zwar 
vom Ende des Zeichens Lowe (60 Grad 
Tom Sommerwend^unkt) bis zum An- 
fang des Zeichens Waage (90° vom Som- 
merwendepunkt), dem Herbstpunkt. 

Jono (t) ist einer der 4 kleinen obe- 
ren Planeten (Planetoiden) Vesta, Juno, 
Ceres, Pallas, zwischen Mars und Jupiter, 
wurde am 1. September 1804 von Har- 
ding entdeckt. Juno ist der dritte der 
oberen Planeten (Mars, Vesta, Juno, Ce- 
res u. s. w.), deren kleinste Entfernung 
Ton der Sonne ist 41 , deren gröfste 69 
Millionen Meilen, deren mittlere 55 Mil- 
lionen Meilen. Sie hat daher die stärkste 
Excentricität Ton allen Planeten = 0,259875 
der halben grofsen Axe, in Länge cc. 14 
Millionen Meilen. Deren geringste Ent- 
femnng Ton der Erde 21, deren gröfste 
90 Millionen Meilen; Neigung der Bahn 
gegen unsere Ekliptik = 13° 3' 28”, tro- 
pische Umlaufszeit um die Sonne ist 
1592,1 Tage = 4 Jahr 131,1 Tage, Länge 
des aufsteigenden Knotens 171° 11' 
Länge des Petibels 53° 15’ 18”. Der 
wirkliche Durchmesser der Juno wird 300 
Meilen angegeben, deren scheinbarer 
Durchmesser 2,4 bis 2,6 Secunden. 

Japlter ( 2^ ) ist der sechste der obe- 
ren Planeten (wird die Asträa hinzuge- 
rechnet, der siebente), der gröfste und 
uns glänzendste Planet, er obertrifft an 
körperlichem Inhalt und Masse alle übri- 
gen Planeten znsammengenommen. Des- 
sen kleinste Entfernung Ton der Sonne 
ist 102345000 Meilen, deren gröfste 
112705000 Meilen, dessen mittlere also 
107525000 Meilen; dessen Excentricität, 
die halbe grofse Axe der Bahn = 1 ge- 
setzt, = 0,0481784 sind 5180000 Meilen. 
Dessen kleinster Abstand Ton der Erde 
beträgt cc. 82000000 Meilen, dessen gröfs- 


ter Abstand ec. 133000000 Meilen. Des- 
sen siderische Umlauiszeit (Rückkehr des 
J. bei seinem Umlauf um die Sonne zom 
nämlichen Fixstern 4332,58 Tage = 11 
Jahr 314 Tage 20 Stunden 2 Minuten 7 
Secunden, dessen tropische Umlauiszeit 
(Rückkehr zur nämlichen Naehtgleicbe) 
nur 11 Jahr 312 Tage 20 Stunden 14 Mi- 
nuten 10 Secunden. Länge des anfstei- 
genden Knotens 98° 25' 36”, Länge des 
Ferihels 11° 8’ 30". Die Neigung seiner 
Bahn gegen unsre Ekliptik ist = 1° 18 
52”. Bm seiner gröfsten Erdnähe ist 
sein scheinbarer Durchmesser 45 Secnn- 
den, bei seiner gröfsten Erdferne 30 Se- 
cnnden; demnacn hat der Dutehmetser 
des J. etwa 1 1,23 Erddurchmesser = 19300 
Meilen. Daher der Umfang seines Aeqna- 
tors 62700 Meilen; seine Oberfläche cc. 
1200 Millionen (jnadratmeilen , also etwa 
das 120fache der Erdoberfläche; aus sei- 
nem Volumen können cc. 1300 Erdku- 
geln geschnitten werden. Seine Abplat- 
tung ist sehr bedeutend: wenn sein schein- 
barer Durchmesser im Aequator 38,44 Se- 
cunden beträgt, so beträgt sein Durch- 
messer durch die Pole 35,64 Secunden, 
Unterschied 2,80 Secnnden, gilt eine Ab- 

Planung Ton •«<> 

Meilen, während die Abplattung unsrer 
Erde nur zwischen 5 und 6 Meilen be- 
trägt. Dieser grofse Weltkörper macht 
die Umdrehung um seine Axe in 9 Stun- 
den 56 Minuten, so dafs der Jupiteraeqna- 
tor eine 27 mal schnellere Bewegung hat 
als der Erdaequator und in 1 Minute cc. 
100 Meilen znrücklegt , etwa eben so Tiel 
als er in seiner Bahn znrücklegt. Seine 
Dichtigkeit ist etwa 4 mal gennger als 
die der Erde, so dals das 1300 fache Vo- 
lumen das nur 325 fache der Erdnüsse 
ausmacht. Aua diesem Grunde beträgt 
die Schwere auf der JnpiteroberfläcEe 
326 

gegen die unserer Erde das 

2 j fache, 1 Centner Gewicht würde auf 
dem J. 2^ Centner betragen und ein Kör- 
per fällt dort in der ersten Secnnde 2i- 
X 15 = 37j pariser Fufs. Während die 
Schiefe unserer Ekliptik etwa 23^° be- 
trägt ist sie beim J. kaum 3°, so dafs 
die Sonne fast senkrecht auf der Rota- 
tionsaxe Terbleibt und die Wendekreise 
dort nur 6° Ton einander entfernt sind. 

JnpiteremOBdt, Tier an der Zahl sind 
Ton Galilei entdeckt. Seine siderische 
Umlanfszeit macht der erste Mond in 1 
Tag 18 Stunden 18 Minuten, der zweite 
Mond in 3 Tagen 13 Stunden 14 Minuten, 
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der dritte Mond in 7 Tagen 3 Standen 
43 Hinaten, der rierte in 16 Tagen 16 
Stenden 43 Minaten. Der Abstand Tom 
Miltelpankt des J. der erste Mond 57300 
Meilen, der aweite Mond 91100 Meilen, 
der dritte Mond 145300 Meilen, der rierte 
Mond 355600 Meilen. 

Die Dnrchmesser der Monde sind nach 
Strare : der des ersten Mondes 533 Mei- 
len, der des aweiten 477 Meilen, der des 


dritten 780 Meilen , der des rierten 667 
Meilen. « 

Die Massen in Verhältnils inr Masse 
des J. sind; 

Die des ersten Mondes = 0,000017338 

, , aweiten , = 0,0000332355 

, , dritten . =0,0000884972 

, „ Tierten , = 0,000042659 
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Berichtigungen zuin ersten Bande. 


Pag. 51 links, Z. 7 T. n. lies ax^ statt ax 

Z. 6 V. n. lies ax'^ statt ax ■ , ' . 

, 235 links, Z. IC v. u. statt na\ h lies: n|'A . . - - 

, 281 links, Z. 5 v. u. statt lies <»„,-«„,...1 

. 288 links, Z. 11 v. u. statt 41,U655C lies: 2,06556 
, 309 Fig. 192 fehlt an dein links aufrecht stehenden Pfeil der Buchstabe 
, 311 linTts, Z. 1 V. u. statt — (0 + 0’ + y" +<>'"+ IV) 

lies: (-y + y' + c>" + y”’+ 

, 327 links, Z. 9 v. u. statt + J(4 - 1)* + .... ■: 

lies: + 4(4 — 1)*- 

, 341 rechts, Z. 3 v. n. statt AGA lies: AGF • 

, 362 links, Z. 5 v. u. .statt C setze : e _ 

, 362 rechts, Z. 19 v. u. setze hinter die Formel für r'^ die Zahl (5) 

lies : 


3C3 links, Z. 9 v. o. statt 

. 0 


1 - 


1 - 




iA$ 


, 411 links, Z. 13 T. u. statt lies: tf’ig'f' 

, 432 rechts, Z. 3 v. u. lies 262 statt 264 
Z. 12 T. n. lies 262 statt 264 


Berichtigungen zum zweiten Bande. 


Pag. 19. rechts, Z. 11 v. u. statt Aequator 15,054 pariser Fnls lies: Aequator 
36,60385 pariser Zoll für j = 16,054 pariser Fufs. 

, 19 rechts, Z. 8 v. u. statt an den Polen 15,132 pariser Fufs lies; an den 

Polen 36,79383 pariser Zoll für j = 15,132 pariser Fufs. 

, 29 links, Z. 31 v. o. statt nannv lies: futQuy 

, 35 links, Z. 29 v. o. statt abc, abd; lies abc, abd, acd; 

, 36 bis 41 statt Fig. 300, 301, 302,.... 307 lies überall; 

Fig. 301, 302, 303 308 

. 44 bis 46 statt Fig. 314, 315, 316 lies überall: 

Fig. 315, 316, 317 

, 45 rechts, Z. 22 v. o. hinter „aufm weisen“, .schalte einj „auf welchem die 

gleichen entgegengesetzten Ordinaten normal sind; sämmtlicho der Axe 
Parallelen .sind Ilnrchmessor, die von diesen halbirten Doppelotdinaten 
sind ^ der in dem Endpunkt des jedesmaligen Durchmessers an die Pa- 
rabel gezogenen Tangente. 

Die Parabel bat keinen Mittelpunkt aufiuweisen, 
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Pag. 46 Fig. 317 fehlt in dem Doicbscbnittspunkt zwischen JO nnd dem Bogen 
i40 der ßnchstabe H 

, 47 statt Fig. 314, 316, 317 lies überall: 

Fig. 316, 318, 319. 

„ 100 links, £. 20 V. u. statt ^CDG + 2^CDG 

lies. z.DCG + iZ.CÜG 

„ 100 liiiks,/Z. 19 V. u. statt 2 /_ DCG lies: 2/_CDG 

, 139 rechts, Z. 1 ▼. u. statt 2 cos a lies: 2cosß 

, 146 links, Z. 23 v. o. statt 2 cos« n lies: 2 — cosva 

, 147 rechts, Z. 6 

5 


148 rechts, Z. 1 


V. u. statt (2 — line’o) lies: (2 — liwe n) 

V. u. statt (2 — cott ’o) lies : (2 — co«r n) 

T. n. statt col *« = (l + p— 

' \ 1 — eo» 2«/ 


lies : cot *n = 1 + 


1 — eo» 
2 cos 2a 


1 — CO» 2a 

172 rechts, Z. 3 ▼. o. in der Gleichung (1) lies dy statt dx. 

177 links, Z. 4 v. o. statt Fig. 616 lies Fig. 615 

Z. 14 T. u. statt c »in d lies h sin J 

178 rechts, Z. 3 v. o. statt p lies p—g 

199 rechts, Z. 12 y. o. statt Fläcbenstuck i4CP lies: Flächenstück ALV 
202 links, Z. 19 v. o. statt Bogen LCD lies: Bogen LCO 
213 links, Z. 6 t. u. statt llAMLG lies: HAMLS 

289 Z. 10 T. u. statt 


-- lies- M 
LDa-'-J.W ■ 
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